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Kapitel 1

Grundlagen

In den folgenden Abshnitten werden wir grundlegende Begri�e einf

�

uhren, mit denen sih

dieses Skript besh

�

aftigt. Zum einen de�nieren wir die f

�

ur Approximationen unabdingba-

ren Begri�e wie G

�

utegarantie, Approximationsshema, lineare- und Gap-Reduktionen. Zum

anderen werden die klassishen diskreten Strukturen de�niert, auf denen die Mehrzahl der

Approximationsprobleme de�niert sind.

1.1 Einf

�

uhrung

In der klassishen Algorithmentheorie werden oft die folgenden Entsheidungsprobleme be-

handelt:

Gegeben sei eine Menge L und ein Element (Instanz) x aus dem Universum. Ist x ein Element

von L?

Wir wollen uns hier zus

�

atzlih mit folgenden allgemeinen Optimierungsproblemen besh

�

afti-

gen:

Gegeben sei eine L

�

osungsmenge L und eine Gewihtsfunktion w

�

uber IR (oder QQ). Bestimme

9
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das x, f

�

ur das gilt, da� w(x) = min

y2L

w(y) (oder w(x) = max

y2L

w(y))

Man kann die meisten Optimierungsprobleme mit Hilfe von Entsheidungsproblemen l

�

osen,

so da� die Komplexit

�

at f

�

ur das Bestimmen der Optimall

�

osung polynomiell mit der Entshei-

dungskomplexit

�

at verkn

�

upft ist. Wir werden auh im Laufe der Vorlesung sehen, da� man

im allgemeinen wahrsheinlih niht immer damit rehnen kann, da� diese Probleme eÆzient

exakt gel

�

ost werden k

�

onnen.

In der Praxis gen

�

ugt es jedoh h

�

au�g, nur eine gute angen

�

aherte L

�

osung zu berehnen. Die

Berehnungsverfahren die dieses tun, werden auh Approximationsalgorithmen genannt.

F

�

ur eine Vielzahl von Optimierungsproblemen werden wir solhe Approximationsalgorithmen

kennenlernen und analysieren. H

�

au�g sheint es aber genauso shwer zu sein, eine gute Appro-

ximation an die Optimall

�

osung zu �nden, wie das Finden dieser. Aus diesem Grund werden

Approximationskomplexit

�

atsklassen eingef

�

uhrt, f

�

ur die wir H

�

arte-Resultate beweisen k

�

onnen.

Warum besh

�

aftigt man sih mit Approximationsalgorithmen? Einer der Motivationspunkte

war das L

�

osen von kombinatorishen Optimierungsproblemen. Es gab dabei zahlreihe Er-

folge hinsihtlih des Bestimmens der Optimall

�

osung einiger Probleme. Als Beispiele sind

dort k

�

urzeste Wege, spannende B

�

aume, Mathings, Fl

�

usse et. zu nennen. Auf der anderen

Seite gibt es Probleme, f

�

ur die bis heute keine polynomzeit-beshr

�

ankte ("polynomielle")

Algorithmen bekannt sind, die sie optimal l

�

osen. Urspr

�

unglih wurde der Begri� der NP-

Vollst

�

andigkeit [C71℄ eingef

�

uhrt, um den Shwierigkeitsgrad manher kombinatorisher Op-

timierungsprobleme [K72℄ exakt auszudr

�

uken. Es stellte sih heraus, da� wenn eines dieser

Probleme in polynomieller Zeit gel

�

ost werden kann, dieses auh f

�

ur alle Probleme dieser Klas-

se m

�

oglih ist. Man versuhte shlie�lih auh Algorithmen zu entwikeln, die approximative

L

�

osungen dieser Probleme in polynomieller Zeit berehnen. Nah anf

�

anglihen Erfolgen stellte

sih heraus, da� es f

�

ur eine gro�e Teilmenge der Optimierungsprobleme sheinbar unm

�

oglih

ist, gute Approximationsalgorithmen zu �nden. Man kann die Optimierungsprobleme ( nah

Gesihtspunkten der Approximierbarkeit ) in etwa drei Gruppen aufteilen:
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1. Probleme, f

�

ur die es polynomielle Approximationsalgorithmen beliebiger Genauigkeit

(s.g. PTAS vgl. Def. 1.6) gibt.

2. Probleme, f

�

ur die polynomielle Approximationsalgorithmen mit konstanter G

�

utegaran-

tie existieren.

3. Probleme, f

�

ur die noh niht einmal eine Approximation mit konstanter G

�

utegarantie

gefunden worden sind.

Papadimitriou und Yannakakis de�nierten in [PY91℄ die Klasse MAX SNP ( vgl. Def. 2.1), die

einen gro�en Anteil der Probleme der Gruppe 2 beinhaltet. Die in ihr enthaltenen Probleme

widersetzten sih allen Versuhen, f

�

ur sie ein PTAS zu konstruieren. Heute wissen wir, da� es

tiefgreifende Gr

�

unde f

�

ur das Sheitern manher solher Versuhe gibt (vgl. Kapitel 2). Ferner

entwikelten sie einen f

�

ur diese Klasse sinnvollen Reduktionsbegri� (vgl. Def. 1.9).

1.2 Notationen

Zum besseren Umgang mit dem asymptotishen Verhalten von Funktionen f

�

uhren wir eine

vereinfahte Notation ein. Solhe Funktionen sind f

�

ur unsere Zweke meistens Funktionen,

die die Rehenzeit, den Speiherbedarf, den Prozessorenverbrauh und den Verbrauh von

Zufallsbits widerspiegeln, also den Verbrauh von Resouren, die zur L

�

osung eines Problems

notwendig sind.

De�nition 1.1 Sei f eine Funktion f : IN ! IN . Dann de�nieren wir die folgenden Klassen

von Funktionen.

O(f) = fg : IN ! IN j9 > 0 9n

0

2 IN 8n > n

0

[g(n) � f(n)℄g:

F

�

ur Funktionen g 2 O(f) gibt f also bis auf einen konstanten Faktor eine obere Shranke f

�

ur

g an, so z.B. f

�

ur die Laufzeit und den Speiherverbrauh eines Algorithmus.


(f) = fg : IN ! IN j9 > 0 [g(n) � f(n) f

�

ur unendlih viele n℄g:
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F

�

ur Funktionen g 2 
(f) gibt f eine untere Shranke f

�

ur g an. Die Struktur der De�nition

untersheidet sih jedoh von der von O(f). Dadurh ist es m

�

oglih, enge untere Shranken

anzugeben. Au�erdem sei

�(f) = 
(f) \O(f):

Mit Hilfe dieser De�nitionen haben wir Klassen von Funktionen harakterisiert, deren Wahs-

tum durh f majorisiert bzw. minorisiert wird, bzw. deren Wahstum gleih dem Wahstum

von f ist. Wir f

�

uhren folgende Konvention ein. Wir shreiben

g = O(f) statt g 2 O(f) und

g = 
(f) statt g 2 
(f):

De�nition 1.2 Sei f wie oben. Dann de�nieren wir auh

o(f) = fgj lim

n!1

g(n)

f(n)

= 0g

!(f) = fgj lim

n!1

f(n)

g(n)

= 0g:

Damit gilt o�ensihtlih: f 2 o(g), g 2 !(f).

De�nition 1.3 Sei f wie oben. Sei log : IN

0

! IN de�niert durh

log(n) =

8

>

<

>

:

1 falls n � 1

dlog

2

(n)e falls n � 2

und log

k

durh log

k

(n) = (log(n))

k

. Dann de�nieren wir die Klasse O

�

(f) durh

O

�

(f) = fg : IN ! IN j 9 k : g 2 O(f log

k

(f))g:

Diese Klasse besteht aus allen Funktionen, deren Wahstum unter Vernahl

�

assigung logarith-

misher Terme von f majorisiert wird.
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Die in diesem Skript benutzten Mashinenmodelle und Komplexit

�

atsklassen entsprehen de-

nen, die auh im Vorlesungsskript EÆziente Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Algebrai-

she Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther))

benutzt worden sind.

1.3 Grundlagen der Approximationstheorie

Wir wollen in diesem Abshnitt die Begri�e Optimierungsproblem, Approximationsg

�

ute und

Approximationsalgorithmen einf

�

uhren und formalisieren (Siehe auh [H97b℄.

De�nition 1.4 (Max(Min)-Problem) Ein Maximierungsproblem ist eine Menge P von

Instanzen I = (F; ). F ist dabei die Menge der zul

�

assigen L

�

osungen und  : F ! IR ist eine

Kostenfunktion, die uns f

�

ur jede zul

�

assige L

�

osung s 2 F die Kosten (s) angibt.

Gegeben sei eine Instanz I = (F; ) 2 P . Wir wollen nun ein �s 2 F berehnen, so da�

(�s) = max

s2F

(s) = OPT (I):

Minimierungsprobleme werden analog de�niert.

Nun ist es h

�

au�gNP -shwer, dieseOptimall

�

osung (OPT (I)) zu �nden und man ist in der Pra-

xis auh shon an einer N

�

aherung an diese Optimall

�

osung zufrieden, die man unter Umst

�

anden

shneller berehnen kann. Es gibt vershiedene Ans

�

atze eine solhe N

�

aherung zu beshreiben.

Die erste M

�

oglihkeit ist eine relative N

�

aherung, deren Qualit

�

at im folgenden Approximati-

onsg

�

ute genannt wird.

De�nition 1.5 (Approximationsg

�

ute (Approximation Ratio, A:R:)) Gegeben sei ein

Optimierungsproblem P . Ein Approximationsalgorithmus A besitzt eine Approximationsg

�

ute

(Approximation Ratio, kurz A:R:) von �, wenn f

�

ur jede Instanz I 2 P

max

�

(A(I))

OPT (I)

;

OPT (I)

(A(I))

�

� �
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Der Idealfall f

�

ur die Approximierbarkeit eines Optimierungsproblemes w

�

are eine Folge von

Algorithmen, die das Problem beliebig genau approximieren. Die Laufzeit von Approximati-

onsalgorithmen ist dabei eine Funktion in der Gr

�

o�e jI j der Darstellung der Instanz I (die

Anzahl der Bits).

De�nition 1.6 (PTAS) Ein polynomzeitbeshr

�

anktes Approximationsshema (kurz PTAS)

A ist eine Familie (A

�

; � > 0) von polynomiellen Algorithmen A

�

, mit Approximationsg

�

ute

1 + �.

Die zweiteM

�

oglihkeit, eine N

�

aherung zu beshreiben, ist die additive N

�

aherung (auh absolute

Approximation genannt).

De�nition 1.7 (Absolute Approximation) Gegeben sei ein Optimierungsproblem P . Ein

Approximationsalgorithmus A ist ein absoluter �-Approximationsalgorithmus, wenn f

�

ur jede

Instanz I 2 P

j(A(I))�OPT (I)j � �

ist.

Wir werden nun unseren ersten Approximationsalgorithmus kennenlernen. Er �ndet f

�

ur eine

Instanz des Vertex-Cover Problems eine L

�

osung, die h

�

ohstens doppelt so teuer wie die Opti-

mall

�

osung ist. Die Eingabe des Vertex-Cover Problems ist ein ungerihteter GraphG = (V;E).

Ziel ist es eine Knotenteilmenge W zu �nden, so da� jede Kante mindestens einen Endpunkt

in W hat. jW j soll dabei minimal sein. Der folgende Algorithmus approximiert ein optimales

Vertex-Cover des Graphen G:

Eingabe: Graph G = (V;E).

Ausgabe: Ein Vertex-Cover V C(G).

Shritt 1: C

0

= ;; E

0

= E; i = 0;
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Shritt 2: While E

i

6= ; do

1. W

�

ahle e = fv; wg 2 E

i

;

2. C

i+1

= C

i

[ fv; wg;

3. E

i+1

= E

i

n ffv

0

; w

0

g : fv

0

; w

0

g \ fv; wg 6= ;g;

4. i = i+ 1;

Shritt 3: V C(G) = C

i

;

Dieser Algorithmus wird auh Mathingalgorithmus f

�

ur Vertex-Cover genannt. Bezeihne

V C

�

(G) ein optimales Vertex-Cover von G. Es gilt nun, da�

jVC(G)j � 2jVC

�

(G)j: (1.1)

V C(G) enth

�

alt

1

2

jVC(G)j Kanten, die ein Mathing bilden. Jedes Vertex-Cover enth

�

alt min-

destens einen Knoten pro ausgew

�

ahlte Kante. Insbesondere gilt das f

�

ur V C

�

(G). Also gilt

(1.1).

Es gibt aber auh Probleme, die keinen guten Approximationsalgorithmus besitzen. Als Bei-

spiel sei da das Traveling Salesman Problem (TSP ) genannt: Eingabe ist eine n-elementige

Clique G = K

n

und eine Gewihtsfunktion w : E(G) ! IR. Ziel ist es, eine Rundreise in G

zu �nden, die jeden Knoten genau einmal durhl

�

auft und minimales Gewiht hat.

Satz 1.1 Unter der Bedingung, da� NP 6= P ist, existiert f

�

ur alle k � 1 kein polynomieller

Approximationsalgorithmus f

�

ur das TSP mit einem A:R: von k.

Beweis: Angenommen es existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus A mit

A � k OPT:

Wir zeigen, da� wir dann auh das NP -vollst

�

andige Hamiltonishe Kreisproblem (HC) in

polynomieller Zeit l

�

osen k

�

onnen: Sei G = (V;E) eine Instanz von HC. Wir konstruieren
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eine Instanz des TSP wie folgt: Wir betrahten die Clique K

n

auf n Knoten (n = jV j) und

de�nieren die Kostenfunktion als w(i; j) = 1, wenn fi; jg 2 E, und w(i; j) = 2 + (k � 1)n

sonst. Wende nun A auf diese Instanz an. Wenn G einen hamiltonishen Kreis enth

�

alt, dann

ist OPT gleih n, sonst mindestens n + 1 + (k � 1)n = kn + 1. Da A einen A:R: von k hat,

k

�

onnen wir somit entsheiden, ob G einen solhen Kreis hat oder niht.

Es gibt aber Spezialf

�

alle des TSP , f

�

ur die wir polynomielle Approximationsalgorithmen an-

geben k

�

onnen (siehe auh Kapitel 13.1). Als einfahes Beispiel betrahten wir das metrishe

TSP . Als Einshr

�

ankung haben wir hier, da� die Kostenfunktion die Dreieksungleihung

erf

�

ullen mu�, w : E(G) ! IR

+

0

. Es ist bekannt, da� man minimal spannende B

�

aume in

polynomieller Zeit konstruieren kann. Wenn man eine Rundreise an einer beliebigen Stelle

auftrennt, erh

�

alt man einen Baum. Somit gilt f

�

ur die Kosten t eines minimal spannenden

Baumes, da� sie h

�

ohstens so hoh wie die Kosten der minimalen Rundreise r sind. Haben

wir nun einen solhen Baum, durhmustern wir ihn in einer Tiefensuhe. Jeweils das erste Auf-

treten eines Knotens wird dabei notiert. Die Kostenfunktion erf

�

ullt die Dreieksungleihung.

Jede Kante wird h

�

ohstens zweimal benutzt: Das erste Mal beim Erreihen eines neuen Kno-

tens, das zweite Mal beim Berehnen der Kosten zum n

�

ahsten Knoten der angegebenen

Rundreise. Somit sind die Kosten dieser Rundreise h

�

ohstens doppelt so hoh wie die Kosten

der optimalen Rundreise.

1.3.1 GP -Reduktionen

Wir wollen in diesem Skript f

�

ur Optimierungsprobleme beweisen, da� es NP -hart ist, eine

,,gute" Approximation an deren Optimall

�

osung zu �nden. Der Reduktionsbegri� der polyno-

miellen Reduktion ist f

�

ur Approximationsh

�

artebeweise o�ensihtlih zu shwah. Wir ben

�

oti-

gen daher hier einen speziellen Reduktionsbegri�.

De�nition 1.8 Seien P

1

und P

2

zwei Maximierungsprobleme. EineGP-Reduktion (GPsteht

dabei f

�

ur Gap-Preserving) von P

1

auf P

2

mit den Parametern (l

1

; �

1

) und (l

2

; �

2

), ist eine in

polynomieller Zeit berehenbare Funktion � : �

�

! �

�

mit folgenden Eigenshaften: F

�

ur jede
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Instanz x

1

von P

1

ist x

2

= �(x

1

) eine Instanz von P

2

, so da�

OPT (x

1

) � l

1

) OPT (x

2

) � l

2

(1.2)

OPT (x

1

) <

l

1

�

1

) OPT (x

2

) <

l

2

�

2

(1.3)

Hierbei sind l

1

; �

1

abh

�

angig von jx

1

j und l

2

; �

2

abh

�

angig von jx

2

j. Wir nennen �

1

die GAP von

P

1

und �

2

die GAP von P

2

. l

1

und l

2

k

�

onnen als relative G

�

uteangaben interpretiert werden,

w

�

ahrend �

1

und �

2

normalerweise > 1 sind.

1.3.2 Die L-Reduktion

Die im letzten Abshnitt de�nierte GP-Reduktion ist o�enbar geeignet, Nihtapproximier-

barkeitsresultate zu

�

ubertragen. Wenn jedoh P

1

�

GP

P

2

gilt und A ein Approximationsal-

gorithmus f

�

ur das Optimierungsproblem P

2

ist, so kann man im allgemeinen hieraus keinen

Approximationsalgorithmus f

�

ur das Problem P

1

erhalten.

Wir werden nun einen weiteren Reduktionsbegri� einf

�

uhren, der genau dieses erm

�

ogliht.

De�nition 1.9 (Lineare Reduktion (L-Reduktion)) Gegeben seien zwei Optimierungs-

probleme P

1

, P

2

. P

1

heisst L-reduzierbar auf P

2

genau dann, wenn es in polynomieller Zeit

berehenbare Funktionen f; g: �

�

! �

�

und Konstanten �; � > 0 gibt, so dass gilt:

1. Zu jeder Instanz x von P

1

ist f(x) eine Instanz von P

2

.

2. Zu jeder L

�

osung y der Instanz f(x) von P

2

ist g(x; y) eine L

�

osung der Instanz x von

P

1

.

3. OPT (f(x)) � �OPT (x)

4. Wenn (y) die Kosten einer L

�

osung y zur Instanz f(x) von P

2

sind und (g(x; y)) die

Kosten der zugeh

�

origen L

�

osung g(x; y), so gilt

jOPT (x)� (g(x; y))j � � � jOPT (f(x))� (y)j
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Unmittelbar aus der De�nition folgt, da� die L-Reduktion transitiv ist. Falls das Problem P

1

ein Minimierungsproblem ist, ist sie sogar approximationsbewahrend.

Lemma 1.1 Wenn P

1

ein Minimierungsproblem ist, P

2

ein Optimierungsproblem (Max. oder

Min.), P

1

auf P

2

L-reduzierbar ist mit Konstanten �; � und ein polynomiell zeitbeshr

�

ankter

Algorithmus mit Approximationsg

�

ute r = 1+ � f

�

ur P

2

existiert, dann existiert ein polynomiell

zeitbeshr

�

ankter Algorithmus f

�

ur P

1

mit Approximationsg

�

ute r

0

= 1+ ���.

Beweis:

Es sei x eine Instanz von P

1

, und es gelte P

1

�

L

P

2

verm

�

oge f; g mit Konstanten �; �. Es

sei A ein polynomiell zeitbeshr

�

ankter Approximationsalgorithmus mit Approximationsg

�

ute

r = 1 + � f

�

ur P

2

. Wir betrahten den Algorithmus A

0

, der als Ausgabe g(A

0

(f(x))) =: y

0

mit Kosten 

1

(y

0

) liefert. Es sei y die Ausgabe von Algorithmus A bei Eingabe f(x). Wir

betrahten zuerst den Fall, dass P

2

ein Minimierungsproblem ist. Dann gilt

j

1

(y)� OPT (x)j = 

1

(y)� OPT (x) � � � j

2

(y)�OPT (f(x))j

= � � (

2

(y)�OPT (f(x)))

� � � ((1 + �)� 1) �OPT (f(x)))

� � � ((1 + �)� 1) � � �OPT (x)

und somit 

1

(x) � (1 + � � � � �) �OPT (x).

F

�

ur den Fall, dass P

2

ein Maximierungsproblem ist, ergibt sih

j

1

(y)� OPT (x)j = 

1

(y)� OPT (x) � � � j

2

(y)�OPT (f(x))j

= � � (OPT (f(x))� 

2

(y))

� � �

�

1�

1

1 + �

�

�OPT (f(x))

� � � � �

�

1 + �

�OPT (x)

und somit 

1

(x) � (1 + � � � � �) �OPT (x).
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Bemerkung 1.1 Es ist leiht zu sehen, da� eine L-Reduktion auh eine GP -Reduktionen

ist. Die Umkehrung gilt im allgemeinen niht.

Wir haben gesehen, dass L-Reduktionen von Minimierungsproblemen auf Optimierungspro-

bleme Approximierbarkeit

�

ubertragen. Der Ansatz wie im Beweis von Lemma 1.1 funktioniert

niht, wenn P

1

ein Maximierungsproblem ist. Der Grund ist die sehr strenge Bedingung der

linearen Abh

�

angigkeit der Zielfunktionswerte und Optima. In der Tat legen Resultate von Cre-

senzi et al. [CKST99℄ es nahe, da� f

�

ur Maximierungsprobleme die L-Reduktion wohl niht

approximationsbewahrend ist.

1.3.3 Die E-Reduktion

In diesem Abshnitt f

�

uhren wir einen weiteren Reduktionsbegri� ein, der die Nahteile der L-

Reduktion, niht auf Maximierungsprobleme anwendbar zu sein, dadurh behebt, dass anstatt

einer linearen Abh

�

angigkeit der Zielfunktionen und Optima eine lineare Abh

�

angigkeit der

Approximationsg

�

uten gefordert wird.

De�nition 1.10 (E-Reduktion)

Es seien P und Q Optimierungsprobleme. P heisst E-reduzierbar auf Q (Notation: P �

E

Q)

genau dann, wenn es polynomzeit-berehenbare Funktionen f; g: �

�

! �

�

und eine Konstante

� > 0 gibt, so dass gilt:

1. F

�

ur jede Instanz x von P ist f(x) eine Instanz von Q, und f

�

ur jede L

�

osung y zu f(x)

ist y

0

:= g(x; y) eine L

�

osung zur Instanz x von P .

2. Es seien R

P

(x; g(x; y)) und R

Q

(f(x); y) die Approximationsg

�

uten von g(x; y) bzw. y.

Dann gilt:

R

P

(x; g(x; y)) � 1 + � � (R

Q

(f(x); y)� 1)

Im folgenden Lemma wird die approximationsbewahrende Eigenshaft der E-Reduktion be-

handelt.
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Lemma 1.2 Es seien P und Q Optimierungsprobleme, es gelte P �

E

Q mit Konstante �,

und A sei ein polynomiell zeitbeshr

�

ankter Approximationsalgorithmus f

�

ur Q mit Approxima-

tionsg

�

ute 1 + �. Dann gibt es einen polynomiell zeitbeshr

�

ankten Approximationsalgorithmus

mit Approximationsg

�

ute 1 + � � � f

�

ur das Optimierungsproblem P .

Beweis: Dies folgt direkt aus Bedingung 2 in De�nition 1.10.

Unter gewissen Umst

�

anden impliziert die Existenz einer L-Reduktion auh die Existenz einer

E-Reduktion:

Lemma 1.3 Es seien P und Q Optimierungsprobleme, und es gelte P �

L

Q. Weiterhin

existiere f

�

ur ein � > 0 ein polynomiell zeitbeshr

�

ankter Approximationsalgorithmus mit Ap-

proximationsg

�

ute 1 + � f

�

ur P . Dann gilt auh P �

E

Q.

Beweis: Es gelte P �

L

Q mit polynomzeit-berehenbaren Funktionen f; g und Konstanten

�; � > 0. Ferner sei A ein polynomiell zeitbeshr

�

ankter Approximationsalgorithmus mit Ap-

proximationsg

�

ute 1 + � f

�

ur P . Wir werden eine E-Reduktion mit Funktionen g

E

; f

E

von P

auf Q konstruieren. Wir betrahten den Fall, da� P ein Maximierungsproblem ist. Wir unter-

sheiden zwei Unterf

�

alle. Falls y eine L

�

osung zur Instanz f(x) von Q ist mit Kosten 

Q

(y) so,

dass jOPT (f(x))� 

Q

(y)j �

OPT (f(x)

2����

, so folgt, dass g(x; y) eine L

�

osung zur Instanz x von P

mit Approximationsg

�

ute r � 1+2 �� �� �� ist. Andernfalls k

�

onnen wir die Approximationsg

�

ute

durh 1 +

1

2��

nah unten absh

�

atzen, so dass wir f

�

ur die Ausgabe y

0

des Algorithmus A bei

Eingabe x die Approximationsg

�

ute durh 2 � � � � � � � r beshr

�

anken k

�

onnen. Wir setzen also

f

E

(x) = f(x) f

�

ur alle Instanzen x von P und g

E

(x; y) = g(x; y), falls 

A

(g(x; y))� 

A

(y

0

) und

g

E

(x; y) = y

0

sonst.



Kapitel 2

Die Komplexit

�

atsklasse MAX-SNP

Wir wollen in diesem Kapitel eine Komplexit

�

atsklasse einf

�

uhren, die besser mit Approximier-

barkeit der in ihr enthaltenen Probleme umgehen kann, als die klassishen Klassen P oder

NP .

Diese Klassen sind durh den Begri� der Berehenbarkeit de�niert, der uns zum folgenden

Problem f

�

uhrt:

Es gibt sheinbar keine einfahe De�nition von einer approximativ korrekten Berehnung.

Wenn wir zum Beispiel die Anzahl der korrekten Bits in der Eingabe als Optimierungsma�

nehmen, dann gibt es sheinbar keinen Reduktionsbegri�, der die Approximierbarkeit erh

�

alt.

2.1 MAX-SNP

Fagin [F74℄ zeigte, da� die NP -Klasse durh die Menge aller Pr

�

adikate auf Strukturen G

de�nierbar ist, die in der Form

9S :  (G; S) (2.1)

21
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dargestellt sind. Dabei sei S eine Struktur und  eine Formel 1. Ordnung. Wir k

�

onnen nun

(2.1) in die folgende

�

aquivalente Form

�

uberf

�

uhren:

9S[8�x9�y : �(G; S; �x; �y)℄ (2.2)

Wenn wir den zweiten Existenzquantor entfernen, erhalten wir eine Unterklasse von NP ,

SNP (auh strit-NP genannt). Zum Beispiel ist k-SAT ist in SNP enthalten: Seien C

0

; C

1

; :::; C

k

die Relationen, f

�

ur die gilt, da� C

j

alle Klauseln mit j negierten Literalen enth

�

alt. Wir k

�

onnen

dann k-SAT als

9S : 8(x

1

; :::; x

k

)[( (x

1

; :::; x

k

) 2 C

0

) x

1

2 S _ :::_ x

k

2 S)

^ :::

^ (x

1

; :::; x

k

) 2 C

k

) x

1

62 S _ :::_ x

k

62 S)℄

ausdr

�

uken.

Anstatt darauf zu bestehen, da� � f

�

ur alle x erf

�

ullt ist, k

�

onnen wir verlangen, da� � f

�

ur

m

�

oglihst viele der x erf

�

ullt werden kann und erhalten somit

De�nition 2.1 (MAX-SNP [PY91℄) Ein Maximierungsproblem P ist inMAX-SNP ent-

halten, wenn eine Folge von Relationsymbolen G

1

; :::; G

m

; S und eine quantorenfreie Formel

�(G

1

; :::; G

m

; S; x

1

; :::; x

k

)

existieren, so da�

� ein polynomieller Algorithmus existiert, der f

�

ur alle Instanzen x 2 P ein Universum U

und eine Folge von Relationen G

U

1

; :::; G

U

m

konstruiert. Die Stelligkeit von G

U

i

entspriht

dabei der Stelligkeit von G

i

f

�

ur alle i.

� Wenn OPT (x) die Optimall

�

osung von x 2 P ist, dann gilt

OPT (x) = max

S

U

jf(x

1

; :::; x

k

) 2 U

k

: �(G

U

1

; :::; G

U

m

; S

U

; x

1

; :::; x

k

)gj:

S

U

hat dabei dieselbe Stelligkeit wie S.
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Als Beispiel f

�

ur ein Problem, das in MAX-SNP enthalten ist, nennen wir das MAX-CUT

Problem: Gegeben sei ein ungerihteter Graph G = (V;E). Wir wollen eine Knotenteilmenge

V

1

� V �nden, so da� der Shnitt E(V

1

; V nV

1

) maximal viele Kanten enth

�

alt. Wir de�nieren

zun

�

ahst das zweistellige Relationensymbol G

1

und das einstellige Relationssymbol S mit

G

1

(u; v) = True , fu; vg 2 E

S(v) = True , v 2 V

1

:

Die Formel � sei de�niert durh

�(G

1

; S; u; v) = (u 6= v) ^G

1

(u; v)^ (S(u) 6= S(v)):

Zu einer gegeben Knotenteilmenge V

1

� V und einem Paar (u; v) 2 V

2

ist �(G

1

; S; u; v)

genau dann wahr, wenn genau ein Knoten aus fu; vg in V

1

ist, und eine Kante fu; vg in E

existiert. Somit k

�

onnen wir das MAX-CUT Problem f

�

ur G ausdr

�

uken als

max

S

V

jf(u; v) 2 V

2

: �(G

V

1

; S

V

; u; v)gj:

De�nition 2.2 Ein Problem P ist MAX-SNP -hart, wenn f

�

ur es f

�

ur jedes Problem P

0

2

MAX-SNP eine L-Reduktion von P

0

auf P gibt. Wenn P 2MAX-SNP und MAX-SNP -

hart ist, dann nennen wir P MAX-SNP -vollst

�

andig.

Bemerkung 2.1 ([H97b℄) Man beahte, da� diese De�nition

�

aquivalent zu der folgenden

ist: Ein Problem P ist MAX-SNP -hart, wenn f

�

ur jedes Problem P

0

2 MAX-SNP und

f

�

ur alle Zahlen l

1

; �

1

> 1, Zahlen l

2

; �

2

> 1 existieren, so da� es eine GP-Reduktion mit

Parametern (l

1

; �

1

); (l

2

; �

2

) von P

0

auf P gibt.

Man kann zeigen, da� jedes Problem in MAX-SNP einen Approximationsalgorithmus mit

einem konstanten A:R: besitzt [PY91℄.

Satz 2.1 ([PY91℄) MAX-3SAT (De�nition siehe Appendix) ist MAX-SNP -vollst

�

andig.
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Beweis: Wir m

�

ussen zeigen, da�

1. MAX-3SAT in MAX-SNP enthalten ist und, da�

2. MAX-3SAT MAX-SNP -hart ist.

Um zu zeigen, da� MAX-3SAT in MAX-SNP enthalten ist, nehmen wir eine beliebige

Formel f = 

1

^ ::: ^ 

m

in 3KNF . Wir de�nieren nun die Relationssymbole G

0

; G

1

; G

2

; G

3

durh

G

0

(x; y; z) () 9i[

i

= (x_ y _ z)℄;

G

1

(x; y; z) () 9i[

i

= (�x_ y _ z)℄;

G

2

(x; y; z) () 9i[

i

= (�x_ �y _ z)℄;

G

3

(x; y; z) () 9i[

i

= (�x_ �y _ �z)℄:

Ferner de�nieren wir die Formel �

f

als

�

f

(G

0

; G

1

; G

2

; G

3

; S; x; y; z) =

(G

0

(x; y; z)^ (S(x) _ S(y) _ S(z))

_ (G

1

(x; y; z)^ (:S(x) _ S(y) _ S(z))

_ (G

2

(x; y; z)^ (:S(x) _ :S(y) _ S(z))

_ (G

3

(x; y; z)^ (:S(x) _ :S(y) _ :S(z))):

S ist dabei die un

�

are Relation, die die Menge der erf

�

ullten Variablen repr

�

asentiert.

Aus der Konstruktion folgt, da�

max

S2f0;1g

n

jfij

i

(x)gj = max

S

jf(x; y; z) : �

f

(G

0

; G

1

; G

2

; G

3

; S; x; y; z)gj:

Also ist MAX-3SAT in MAX-SNP enthalten.
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Wir zeigen nun, da� MAX-3SAT MAX-SNP -hart ist. Sei dazu

max

S

U

jf(x

1

; :::; x

k

) 2 U

k

: �(G

U

1

; :::; G

U

m

; S

U

; x

1

; :::; x

k

)g

die Formulierung eins beliebigen Problems P aus MAX-SNP . Wir zeigen niht direkt, da�

es eine L-Reduktion von P auf MAX-3SAT gibt, sondern konstruieren eine L-Reduktion

von P auf MAX-FUNCTIONAL-k

�

-SAT . Danah konstruieren wir eine L-Reduktion von

MAX-FUNCTIONAL-k-SAT auf MAX-3SAT . Wir haben dabei zus

�

atzlih gezeigt, da�

MAX-FUNCTIONAL-k-SAT MAX-SNP -hart ist.

F

�

ur u = (u

1

; :::; u

k

) 2 U

k

de�nieren wir

�

u

(S

U

) = �(G

U

1

; :::; G

U

m

; S

U

; u

1

; :::; u

k

)

Es gibt nur 3 atomare Ausdr

�

uke, die in den Formeln �

u

auftreten:

1. Die Relationen G

U

i

, die Eingabe.

2. = zwishen den u

i

.

3. Die Relation S

U

.

Die Ausdr

�

uke in 1. und 2. k

�

onnen direkt zu True und False evaluiert werden. Also

k

�

onnen wir ohne Beshr

�

ankung annehmen, da� �

k

eine booleshe Kombination von vershie-

denen S

U

(u

i

1

; :::; u

i

k

) ist. Da k eine Konstante ist, ist die Gr

�

o�e von �

k

auh konstant. Also

k

�

onnen wir �

k

als boolshe Formel betrahten mit einer konstanten Anzahl von Variablen.

Wir sh

�

atzen im folgenden diese Anzahl mit k

�

2 O(1) ab. Wir erhalten mit

^

u=(u

1

;:::;u

k

)2U

k

�

u

eine Instanz von MAX-FUNCTIONAL-k

�

-SAT . Die Transformation ist trivialerweise ei-

ne L-Reduktion . Es bleibt nun eine L-Reduktion von MAX-FUNCTIONAL-k-SAT auf

MAX-3SAT zu konstruieren (Siehe dazu [PY91℄).
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2.2 PCP-Beweissysteme

Wir werden jetzt eine neue und wihtige Charakterisierung der Klasse NP einf

�

uhren (s.

[ALM

+

92℄).

Erinnern wir uns an die De�nition der Klasse NP : Sie beinhaltet alle Sprahen, die von

nihtdeterministishen Turingmashinen in polynomieller Zeit erkannt werden k

�

onnen. Man

sieht leiht ein, da� folgende De�nition

�

aquivalent ist: Eine Sprahe L ist in NP , wenn f

�

ur

ein x 2 L ein Beweis � (z.B. eine Kodierung der Berehnung) existiert, so da� eine deter-

ministishe Turingmashine diesen Beweis in polynomieller Zeit auf Korrektheit

�

uberpr

�

ufen

kann. Ein einfahes Beispiel ist 3-COLOR: Ein Beweis w

�

are eine Kodierung der F

�

arbung. Bei

gegebenen Graphen und dieser F

�

arbung k

�

onnen wir nun in polynomieller Zeit veri�zieren,

ob diese F

�

arbung eine korrekte 3-F

�

arbung der Eingabe ist. Hier sieht man jedoh shon die

Beshr

�

ankung dieser Charakterisierung: wir m

�

ussen den gesamten Beweis (die F

�

arbung) ken-

nen, damit wir entsheiden k

�

onnen, ob diese auh korrekt ist. Kommen wir auh mit weniger

Information aus? Hier setzt die neue Charakterisierung von Arora et al. an.

Wir werden sehen, da� f

�

ur Sprahen aus NP polynomiell lange Beweise in Form von Orakeln

existieren, die eÆzient (randomisiert) auf Rihtigkeit

�

uberpr

�

uft werden k

�

onnen. EÆzient hei�t

hier, da� nur konstant viele Bits des Beweises untersuht werden m

�

ussen. Ferner werden bei

Eingabel

�

ange n nur O(log(n)) Zufallsbits ben

�

otigt. Der Begri� der randomisiert

�

uberpr

�

ufba-

ren Beweise (vgl. Def 2.3-2.4) wurde 1992 von Arora und Safra [AS92b℄ als eine Variante

der randomisierten Orakel-Mashinen von Fortnow et al. [FRM88℄ bzw. der transparenten

Beweisen von Babai et al. [BFLS91℄ eingef

�

uhrt. Alle diese Modelle sind wiederum Varianten

der interaktiven Beweissysteme und der Multi Prover Protokolle [BGKW88℄.

De�nition 2.3 (Beshr

�

ankte Tester)

� Ein Tester ist eine randomisierte polynomzeitbeshr

�

ankte Turingmshine M (siehe dazu

Kapitel 4), mit Zugri� (via einem Orakel) auf eine bin

�

are Zeihenkette �, die einen

Beweis f

�

ur die Zugeh

�

origkeit zu einer Sprahe repr

�

asentiert. M kann dabei auf jedes
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Bit von � zugreifen (via einem "random aess" Orakel). Ein Tester arbeitet in zwei

Phasen. Erst berehnet er randomisiert eine Folge von Adressen f

�

ur das Orakel und liest

die Bits unter den berehneten Adressen auf �. In der zweiten Phase entsheidet der

Tester deterministish "Ja (1)" oder "Nein (0)".

� Ein Tester M hei�t (r(n); q(n))-beshr

�

ankt, wenn M bei einer Eingabe x der L

�

ange n,

nur O(r(n)) Zufallsbits benutzen und O(q(n)) Fragen an das Orakel stellen darf. Sei

dabei

M(x; �; �) :=

8

>

<

>

:

1 ; M akzeptiert x, mit Zugri� auf � und dem Zufallsstring �

0 ; sonst

De�nition 2.4 (Randomisiert

�

uberpr

�

ufbare Beweise)

Eine Sprahe L � �

�

ist in PCP (r(n); q(n)), wenn ein (r(n); q(n))-beshr

�

ankter Tester M

existiert, so da� f

�

ur alle x 2 �

�

gilt:

1. Wenn x 2 L, dann existiert ein Beweis �

x

, so da�

Pr

�2f0;1g

r(n)

[M(x; �; �

x

) = 1℄ = 1

2. Wenn x 62 L , dann gilt f

�

ur alle Beweise �,

Pr

�2f0;1g

r(n)

[M(x; �; �) = 1℄ <

1

4

(Siehe auh Abbildung 2.1)

Wir k

�

onnen in De�nition 2.4 die Konstante 1=4 durh jede beliebige Konstante 0 < � < 1

ersetzen und erhalten analog PCP

�

(r(n); q(n)), denn

Lemma 2.1 F

�

ur alle Konstanten 0 < � < 1 gilt

PCP

�

(r(n); q(n)) = PCP (r(n); q(n)):
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Eingabe x Random r

Orakel

0/1 (verwerfen/akzeptieren)

πM(x,r,   )

πBeweis 

Abbildung 2.1: Ein PCP -Beweissystem.

Beweis: Durh hinreihend (aber konstant) viele unabh

�

angige L

�

aufe unseres Testers und

Akzeptanz, wenn alle diese L

�

aufe erfolgreih waren, wird die Fehlerwahrsheinlihkeit kleiner

als �

k

, wobei k die Anzahl der L

�

aufe ist. Die Resouren bleiben dabei asymptotish gleih.

Satz 2.2 NP = PCP (logn; 1)

Beweis:

� � : Sei L 2 PCP (logn; 1). Ein Tester f

�

ur PCP (logn; 1) kann nur auf 2

O(logn)

= n

O(1)

vershiedene Zufallsstrings, die die Beweise repr

�

asentieren zugreifen. Konstruiere eine

NTM N , die f

�

ur ein x 2 �

�

den polynomiell langen Beweis � ( f

�

ur x 2 L ) err

�

at,

und danah f

�

ur alle m

�

oglihen Zufallsstrings die Veri�kationsprozedur M simuliert. N

akzeptiert genau dann, wenn alle n

O(1)

Simulationen akzeptieren (, x 2 L). Aus der

Konstruktion folgt L 2 NP , da N polynomiell zeitbeshr

�

ankt ist.
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� � : Siehe [ALM

+

92℄ und Kapitel 11 .

Obwohl das PCP-Resultat an sih sehr interessant ist und einiges

�

uber die Struktur von NP

aussagt, hat es auh Auswirkungen auf ein sheinbar vershiedenes Gebiet - auf das Gebiet

der Approximationsalgorithmen.

Wir haben die Klasse MAX-SNP eingef

�

uhrt und gesehen, da� f

�

ur alle in ihr enthaltenen

Probleme Approximationsalgorithmen mit konstanter G

�

utegarantie existieren. Es stellt sih

nun die Frage, ob f

�

ur jede Konstante � > 0 ein Approximationsalgorithmus mit G

�

utegarantie

(1 + �) existiert. Diese Frage wird als Konsequenz von Theorem 2.2 verneint. Wir beweisen

nun Lemma 10.1.

Beweis: von Lemma 10.1. Sei L eine beliebige Sprahe aus NP und sei M ein (log(n); 1)-

beshr

�

ankter Tester f

�

ur L ( Existenz folgt aus Theorem 2.2). Bei gegebener Eingabe x kon-

struieren wir nun wie folgt eine 3SAT -Formel �

x

mit 2

O(log(n))

Klauseln:

Die einzelnen Bits im Beweis � von L werden als die Variablen von �

x

betrahtet (beahte

dabei, da� j�j = n

O(1)

). F

�

ur jeden (der 2

O(log(n))

m

�

oglihen) Zufallstrings r von M wird eine

Formel  

r

x

konstruiert, so da� gilt

 

r

x

= 1,M akzeptiert x bei der Wahl von r 2

R

f0; 1g

O(logn)

:

Diese Formel hat polynomielle Gr

�

o�e. Daraus folgt, da� die folgende Formel polynomielle

Gr

�

o�e hat:

	

x

=

^

r2f0;1g

O(log(n))

 

r

x

Wir k

�

onnen nun 	

x

in eine 3SAT-Formel �

x

polynomieller Gr

�

o�e umwandeln, so da� �

x

�

	

x

. Wir erhalten nun:

1. Wenn x 2 L , dann ist �

x

erf

�

ullbar.

2. Wenn x 62 L , dann verwirft M mit Wahrsheinlihkeit gr

�

o�er als

3

4

. Daraus folgt, da�

h

�

ohstens ein konstanter Anteil (1� g) der Klauseln gleihzeitig erf

�

ullt werden kann.
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Angenommen, es g

�

abe eine PTAS (P

�

; � > 0) f

�

ur MAX � 3SAT . Wende P

g

2

auf �

x

an. Es

gilt nun, da� �

x

genau dann erf

�

ullbar ist, wenn P

g

2

in polynomieller Zeit eine Belegung von

�

x

berehnet, die mehr als einen Anteil � (1 �

g

2

) der Klauseln in �

x

erf

�

ullt. Somit k

�

onnen

wir in polynomieller Zeit entsheiden, ob x 2 L ist.

Korollar 2.1 F

�

ur alle MAX-SNP -harten Probleme existiert ein � > 0, s.d. eine Approxi-

mation mit A:R: (1 + �) NP -hart ist.



Kapitel 3

Probabilistishe Methoden

Wir wollen in diesem Kapitel einige probabilistishe Methoden einf

�

uhren, die uns sp

�

ater

bei komplexeren Beweisen hilfreih sein werden. Zur weiteren Vertiefung der probabilistishe

Methoden seien [AS92a℄, [MR95℄ empfohlen.

3.1 Das Isolierungslemma

Eine Variante des Isolierungslemmas von [MVV87℄ wurde bereits im Vorlesungsskript EÆ-

ziente Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Algebraishe Interpolations- und Z

�

ahlalgorith-

men) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91℄ eingef

�

uhrt. In Kapitel 10.1

werden wir eine weitere Anwendung des Isolierungslemmas kennenlernen. Wir de�nieren dort

das Unique Clique Problem, eine Variante des Cliquenproblems, und reduzieren das Unique

Clique Problem randomisiert auf das Cliquenproblem. Das Unique Clique Problem geh

�

ort zu

den sogenannten Promiseproblemen.

De�nition 3.1 (Gewihtssystem) Ein Gewihtssystem GS ist ein Tripel (Q;F; w), wo-

bei

31
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� Q eine endlihe Menge,

� F eine Familie von Teilmenge aus Q, d.h F � P(Q) und

� w eine Gewihtsfunktion w : Q! IN

sind.

De�nition 3.2 Die Funktion �w : P(Q)! IN ist de�niert durh

�w(S) =

X

x2S

w(x):

Au�erdem sei

max(Q;F; w) = fS 2 F j �w(S) = maxf �w(S

0

)jS

0

2 Fgg:

Wir nennen ein Gewihtssystem eindeutig, falls es unter den Mengen aus F eine eindeutige

Menge S mit gr

�

o�tem Gewiht �w(S) gibt, d.h.

max(Q;F; w) = fSg:

Wir shreiben dann (falls S eindeutig ist)

S = max(Q;F; w):

Nun kommen wir zum

Lemma 3.1 (Gewihtslemma, Isolationslemma (Maximierungsvariante)) Sei (Q;F; w)

ein Gewihtssystem mit jQj = n und w : Q! [1 : : :2n℄ eine randomisierte Funktion, die eine

unabh

�

angige Gleihverteilung induziert. Dann ist

Pr[(Q;F; w) ist eindeutig℄ � 1=2

Beweis: Sei Q = fx

1

: : : x

n

g und seien w(x

1

); : : : ; w(x

n

) unabh

�

angige und gleihverteilte

Zufallsvariablen mit Wertebereih [1 : : :2n℄.
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Seien f

�

ur 1 � i � n

W

i

= maxf �w(S)jS 2 F; x

i

62 Sg und

W

i

0

= maxf �w(S n fx

i

g)jS 2 F; x

i

2 Sg

W

i

00

= maxf �w(S)jS 2 F; x

i

2 Sg = W

i

0

+ w(x

i

):

Damit sei

�

i

= W

i

�W

i

0

:

Man beahte, da� die Zufallsvariable �

i

stohastish unabh

�

angig von der Zufallsvariablew(x

i

)

ist, 81 � i � n. Es k

�

onnen nun die folgenden F

�

alle auftreten:

� falls 8S 2 max(Q;F; w) : x

i

62 S �! W

i

> W

i

00

�! �

i

> w(x

i

)

� falls 8S 2 max(Q;F; w) : x

i

2 S �! W

i

> W

i

00

�! �

i

< w(x

i

)

� falls 9S; S

0

2 max(Q;F; w) mit x

i

2 S; x

i

62 S

0

, dann ist �

i

= w(x

i

).

Im letzten Fall, n

�

amlih falls �

i

= w(x

i

) f

�

ur ein 1 � i � n gilt, ist das Gewihtssystem

niht eindeutig, da zwei vershiedene gewihtsmaximale Mengen sih um das Element x

i

untersheiden. Die Wahrsheinlihkeit hierf

�

ur kann folgenderma�en abgesh

�

atzt werden:

Pr[9i mit �

i

= w(x

i

)℄ �

n

X

i=1

Pr[�

i

= w(x

i

)℄:

Da die Zufallsvariablen w(x

i

) unabh

�

angig von den �

i

sind, gilt nun

Pr[w(x

i

) = �

i

℄ = 1=2n:

Also ist die Wahrsheinlihkeit, da� das Gewihtssystem eindeutig ist, gr

�

o�er gleih 1=2.

Analog k

�

onnen wir folgende Minimierungsvaraiante beweisen.

Lemma 3.2 (Gewihtslemma, Isolationslemma (Minimierungsvariante)) Sei (Q;F; w)

ein Gewihtssystem mit jQj = n und w : Q! [1 : : :2n℄ eine randomisierte Funktion, die eine

unabh

�

angige Gleihverteilung induziert. Dann ist

Pr[min(Q;F; w) ist eindeutig℄ � 1=2
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3.2 Das Bernstein-Lemma

In Kapitel 12 betrahten wir Z

�

ahlalgorithmen. Ein im Bereih der Z

�

ahlalgorithmen oft ben

�

otig-

tes Hilfsmittel ist das Bernstein-Lemma (siehe auh [KLM89℄). Angenommen wir haben un-

abh

�

angige Wahrsheinlihkeitsvariablen Y

1

; Y

2

; :::; Y

N

, die den Wert jU j mit Wahrsheinlih-

keit jGj=jU j annehmen und sonst 0 sind. Es gilt f

�

ur Y =

P

N

i=1

Z

i

, Z

i

:=

1

N

Y

i

,

E[Y ℄ = E[1=N

N

X

i

Y

i

℄ = 1=N

N

X

i

E[Y

i

℄ = jGj:

Wie gro� m

�

ussen wir nun N w

�

ahlen, damit Y niht sehr stark von E[Y ℄ abweiht?

Satz 3.1 (Satz von Bernstein) Sei � =

jGj

jU j

. Dann gilt

Pr[(1� �) � jGj � Y � (1 + �) � jGj℄ � 1� Æ;

wenn die Anzahl der Versuhe N gr

�

o�er gew

�

ahlt wird als

1

�

�

4

�

2

ln(

2

Æ

):

Der Beweis dieses Satzes ben

�

otigt einige wahrsheinlihkeitstheoretishe Lemmata.

Lemma 3.3 Seien Z; Z

1

; Z

2

; � � �Z

k

unabh

�

angige Zufallsvariablen mit der gleihen Verteilung.

Seien  und d Konstanten. Dann gilt

E[e

d(Z

1

+���+Z

k

)+

℄ = E[e

dZ

℄

k

� e



:

Lemma 3.4 F

�

ur jede Zufallsvariable Z und jede Konstante d � 0 gilt

Pr[Z � 0℄ � E[e

dZ

℄:

Beweis: Sei die Zufallsvariable

Z

0

=

8

>

<

>

:

1 falls Z � 0

0
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Dann ist Z

0

� e

dZ

und daher E[Z

0

℄ � E[e

dZ

℄. Au�erdem gilt E[Z

0

℄ = Pr[Z � 0℄.

Im folgenden seien die Zufallsvariablen Y; Y

1

; � � �Y

N

f0; 1g-wertige unabh

�

angige Zufallsvaria-

blen mit der gleihen Verteilung und Erwartungswert E[Y ℄ = �.

Lemma 3.5 Sei d � 1 eine Konstante. Dann gilt

E[e

dY

℄ � e

�d(1+d)

:

Beweis: F

�

ur den Erwartungswert von e

dY

gilt

E[e

dY

℄ = e

d

� Pr[y = 1℄ + e

0

� Pr[y = 0℄ = � � e

d

+ (1� �):

Die Funktion e

x

k

�

onnen wir f

�

ur x � 1 durh 1+ x+ x

2

nah oben und f

�

ur x � 0 durh 1+ x

nah unten absh

�

atzen. Dadurh ergibt sih

E[e

dY

℄ � � � (1 + d+ d

2

) + (1� �) = 1 + �d(1 + d):

Benutzen wir die zweite Absh

�

atzung, so erhalten wir

E[e

dY

℄ � e

�d(1+d)

:

Mit diesem Lemma k

�

onnen wir die Wahrsheinlihkeit f

�

ur gro�e Abweihungen der Ausgabe

des Algorithmus von dem zu berehnenden Wert beshr

�

anken. Es gilt das folgende

Korollar 3.1 F

�

ur � � 2 gilt

Pr[

N

X

i=1

Y

i

> (1 + �)�N ℄ � e

���

2

N=4

:

Beweis: Bezeihne

(�) = Pr[

N

X

i=1

Y

i

> (1 + �)�N ℄:
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Aus Lemma 3.4 folgt

(�) � E[e

d�(

P

N

i=1

Y

i

�(1+�)�N)

℄:

Nun wenden wir Lemma 3.3 an und es ergibt sih

(�) � E[e

dY

℄

N

� e

�d(1+�)�N

:

Nun sh

�

atzen wir E[e

dY

℄ mittels Lemma 3.5 ab und setzen d = �=2:

(�) � e

���

2

N=4

:

Damit haben wir die Wahrsheinlihkeit f

�

ur eine Abweihung nah oben abgesh

�

atzt. Nun

m

�

ussen wir auh die Wahrsheinlihkeit f

�

ur Abweihungen nah unten begrenzen. Dies ge-

shieht analog.

Lemma 3.6 Sei d � 1 eine Konstante. Dann gilt

E[e

�dY

℄ � e

��d(1�

d

2

)

:

Beweis: F

�

ur den Beweis ben

�

otigen wir jetzt Absh

�

atzungen der Funktion e

�x

. Es gilt 1�x �

e

�x

� 1� x� x

2

=2. Aus diesen Ungleihungen ergibt sih

E[e

�dY

℄ = �e

�d

+ (1� �) � �(1� d� d

2

=2) + 1� � = 1� �d(1� d=2) � e

��d(1�d=2)

:

Nun k

�

onnen wir auh die Wahrsheinlihkeit f

�

ur ein Abweihen nah unten beshr

�

anken.

Korollar 3.2 F

�

ur � � 2 gilt

Pr[

N

X

i=1

Y

i

< (1� �)�N ℄ � e

���

2

N=4

:

Beweis: Analog zum Beweis zu Korollar 3.1.

Mit Hilfe der Korollare 3.1 und 3.2 ergibt sih der Satz von Bernstein.
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3.3 Cherno�'she Shranken

Bevor wir uns mit Sampling und randomisiertem Runden besh

�

aftigen, wollen wir hier Cher-

no� Shranken besprehen. Cherno� Shranken sind f

�

ur das Design und die Analyse rando-

misierter Algorithmen sehr n

�

utzlih. Die Analyse des Rundungslemmas 3.10 ist etwas shwie-

riger, da wir auh negative KoeÆzienten erlauben.

Lemma 3.7 (Positive Variablen) Seien X

1

; : : : ; X

n

unabh

�

angige und gleihverteilte Zu-

fallsvariablen mit

Pr[X

i

= 1℄ = p = 1� Pr[X

i

= 0℄:

Weiterhin seien w

1

; : : : ; w

n

2 [0; 1℄ Gewihte. Die Zufallsvariable X ist dann die gewihtete

Summe der unabh

�

angigen Versuhe, d.h. X =

P

n

i=1

w

i

X

i

, und � der Erwartungswert � =

E[X ℄ =

P

n

i=1

p

i

. Dann gilt die folgende Ungleihung:

8t > 0 Pr[jX � �j > t℄ � 2e

�2t

2

=n

Beweis: Siehe [MR95℄.

Korollar 3.3 F

�

ur jedes f > 0 gibt es eine Konstante  > 0, so da� mit den Voraussetzungen

aus Lemma 3.7 gilt:

Pr[jX � �j > 

p

n logn℄ � 2n

�f

:

Beweis: Wir wenden Lemma 3.7 mit t := 

p

n logn und  =

q

f

2

an. Dann gilt:

Pr[jX � �j > 

p

n logn℄ � 2e

�2

2

logn

� 2n

�2

2

� 2n

�f

Nun wollen wir wie bereits erw

�

ahnt auh negative KoeÆzienten zulassen:
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Lemma 3.8 (Positive und negative Variablen) SeienX

1

; : : : ; X

n

unabh

�

angige und gleih-

verteilte Zufallsvariablen. Die Menge f1; : : : ; ng sei die Vereinigung der beiden disjunkten

Mengen I und J mit 0 � w

i

� 1 f

�

ur i 2 I und �1 � w

j

� 0 f

�

ur j 2 J. Dann gibt es f

�

ur jedes

f > 0 Konstanten 

1

> 0 und 

2

> 0, so da� f

�

ur � = E[X ℄ und X =

P

n

i=1

w

i

X

i

Pr[jX � �j > 

1

p

n logn℄ � 

2

n

�f

gilt.

Beweis: Wir de�nieren die Zufallsvariablen und ihre Erwartungswerte wie folgt:

X

0

=

X

i2I

w

i

X

i

�

0

= E[X

0

℄

X

00

=

X

j2J

w

j

X

j

�

00

= E[X

00

℄

Beahte, da� jX � �j � jX

0

� �

0

j + j � X

00

� (��

00

)j: Nun k

�

onnen wir Korollar 3.3 auf X

0

und �X

00

anwenden, die erhaltenen Ungleihungen angemessen kombinieren und erhalten das

gew

�

unshte Ergebnis.

3.4 Sampling und Randomisiertes Runden

Folgendes Lemma ist eine der Grundlagen des exhaustiv sampling in Kapitel 6.2

Lemma 3.9 (Sampling Lemma) Sei A eine Menge von Konstanten a

1

; :::; a

n

. De�niere

q =

P

n

i=1

a

i

und s =  logn=�

2

. Wir w

�

ahlen nun, unabh

�

angig voneinander und gleihverteilt,

s Werte aus A aus. Diese de�nieren Zufallsvariablen X

1

; :::; X

s

. Sei X =

P

s

i=1

X

i

. Dann gilt

Pr

�

q � �n �

n

P

a

i

2S

a

i

s

� q + �n

�

> 1�

1

2n

:
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Beweis: Es gilt

E[X ℄ =

s

X

i=1

E[X

i

℄

=

s

n

n

X

j=1

a

j

=

s

n

q

Wir zeigen die 2. Ungleihung, d.h.

Pr

�

n

P

a

i

2S

a

i

s

> q + �n

�

<

1

n

Die 1. Ungleihung wird analog bewiesen. Addition ergibt, da� die Fehlerwahrsheinlihkeit

durh

1

2n

beshr

�

ankt ist.

Pr

�

n

s

X > q + �n

�

= Pr

�

X >

s

n

q + s�

�

= Pr[X > E[X ℄ +

 logn

�

℄

(Lemma 3.4 ) � E[exp(d(

s

X

i=1

X

i

� (E[X ℄ +  logn=�)))℄

(Lemma 3.3 ) =

E[exp(dX)℄

s

exp(E[n=q℄)

s

exp( logn=�)

�

1

2

1

n

f

�

ur geeignete Wahl der Konstanten  und d.

W

�

ahrend der Ausf

�

uhrung des Algorithmus in Kapitel 6.2 werden wir ein 0=1-Integer Pro-

gramm l

�

osen m

�

ussen. Da dieses Problem NP-vollst

�

andig ist, k

�

onnen wir nur die Relaxierung

l

�

osen, deren L

�

osung wir auf 0 oder 1 runden m

�

ussen. Folgendes Lemma beshreibt das Runden

und sagt aus, da� der dabei gemahte Fehler klein ist:

Lemma 3.10 (Rundungslemma [R88℄) Sei x = (x

1

; : : : ; x

n

)

T

eine L

�

osung des linearen

Programms

Ax = b;



KAPITEL 3. PROBABILISTISCHE METHODEN 40

0 � x

i

� 1 (i = 1; : : : ; n)

wobei die KoeÆzienten der Matrix A Konstanten sind. Wir de�nieren einen zuf

�

alligen 0� 1

Vektor y = (y

1

; : : : ; y

n

)

T

mit

y

i

=

8

>

<

>

:

1 mit Wahrsheinlihkeit x

i

0 sonst

Dann gilt mit gro�er Wahrsheinlihkeit, da�

Ay = (b

1

+O(

p

n logn); : : : ; b

n

+ O(

p

n logn))

T

:

Beweis: Die KoeÆzienten von A sind Konstanten, sagen wir a

ij

2 [�; ℄ f

�

ur 1 � i; j � n.

De�nieren wir �a

ij

= a

ij

= und

�

b

i

= b

i

=, dann k

�

onnen wir zusammen mit

�

i

= E[

n

X

j=1

�a

ij

y

j

℄ =

n

X

j=1

�a

ij

E[y

j

℄ =

n

X

j=1

�a

ij

x

j

=

�

b

i

Lemma 3.8 auf jede Reihe i des Systems anwenden. Damit erhalten wir

j

n

X

j=1

�a

ij

y

j

�

�

b

i

j � 

1

p

n logn

mit einer Wahrsheinlihkeit von mindestens 1� 

2

n

�f

und entsprehend

j

n

X

j=1

a

ij

y

j

� b

i

j � 

1

p

n logn = O(

p

n logn)

mit einer Wahrsheinlihkeit von mindestens 1� 

2

n

�f

. W

�

ahlen wir nun f � 2, dann gilt f

�

ur

das ganze System die Behauptung mit Wahrsheinlihkeit 1� 

2

n

�f+1

.



Kapitel 4

Randomisierte Mashinenmodelle

und Algorithmen

In diesem Kapitel besh

�

aftigen wir uns mit den Grundlagen der randomisierten Berehnungen.

Dabei h

�

angt die Berehnung und damit unter Umst

�

anden auh das Ergebnis der Berehnung

von zuf

�

alligen Ereignissen ab. Solhe Ereignisse werden durh Zufallszahlengeneratoren er-

zeugt.

De�nition 4.1 (Idealer M

�

unzwurf) Unter einem idealen M

�

unzwurf verstehen wir eine

gleihverteilte Zufallsvariable X mit Wertebereih f0; 1g. Die Werte einer Folge von Auswer-

tungen der Zufallsvariable X seien gleihverteilt und voneinander unabh

�

angig.

Ein f

�

ur uns g

�

ultiger Zufallszahlengenerator erzeugt einen idealen M

�

unzwurf. Nun k

�

onnen wir

unsere bisherigen Modelle geeignet modi�zieren, indem wir die Verwendung von Zufallsinfor-

mation erlauben, die durh einen g

�

ultigen Zufallsgenerator erzeugt wird.

Im folgenden werden die elementaren De�nitionen und Rehenregeln mit Zufallsvariablen

vorausgesetzt (s. [C74℄).

41
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4.1 Probabilistishe Turing Mashinen

Wir beginnen mit einer Erweiterung der herk

�

ommlihen deterministishen Modelle.

Operationell besteht eine TM aus einer Zentraleinheit und einer endlihen Anzahl von B

�

an-

dern. Auf diese B

�

ander kann die TM mittels Shreib/-Lesek

�

opfe zugreifen. In der Zentralein-

heit be�ndet sih ein endlihes Programm, das die Bewegung der K

�

opfe und die Shreibope-

rationen in Abh

�

angigkeit von den Bandinhalten an den aktuellen Bandpositionen und dem

inneren Zustand der endlihen Kontrolle bewirkt. Je nah Anzahl und Art der B

�

ander, der

erlaubten Bewegungsrihtungen der K

�

opfe und der F

�

ahigkeit zu Shreib- bzw. Leseoperatio-

nen ergeben sih eine Vielzahl vershiedener TM Modelle. Wir betrahten hier nur einfahe

Modelle, die wir wie folgt formal de�nieren wollen.

De�nition 4.2 Eine (k-Band) TM M ist ein 5-Tupel M =< Q; Æ; q

0

; F;� > wobei

� Q die endlihe Menge der Zust

�

ande der endlihen Kontrolle,

� q

0

2 Q der Startzustand,

� F � Q die Menge der akzeptierenden Zust

�

ande,

� � das Bandalphabet, d.h. jede Zelle der B

�

ander beinhaltet ein Element aus � (j�j � 2),

und

� Æ die Zustands

�

uberf

�

uhrungsfunktion (das Programm)

Æ : (Q;�

k

)! (Q;�

k

; fL;N;Rg

k

)

sind.

M akzeptiert x 2 �

�

, falls M h

�

alt, d.h. nah einer endlihen Anzahl von Zustands

�

uberg

�

angen

in einem Endzustand q

0

2 F

�

ubergeht. Die Menge aller akzeptierten W

�

orter bildet die von M

erkannte Sprahe L(M).

L(M) := fx 2 �

�

jM akzeptiert xg:
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Write Only Ausgabe

Read Only Eingabe

Read Write

Speiher

endlihe Kontrolle

�

�

A

A

-�

A

A

�

�

-

�

�

H

H

6

?

Abbildung 4.1: O�ine Turing Mashine

De�nition 4.3 (O�ine TM)

Eine O�ine TM ist eine Turing Mashine mit einem Eingabe-, einem Ausgabe- und einem

Arbeitsband. Von dem Eingabeband darf nur gelesen werden und der Lesekopf darf in bei-

de Rihtungen bewegt werden. Das Ausgabeband ist eine reines Shreibband, hier darf der

Shreibkopf jedoh nur nah rehts bewegt werden, d.h. eine einmal gemahte Ausgabe kann

niht

�

ubershrieben und damit korrigiert werden. Das Arbeitsband ist ein normales Band, auf

ihm sind sowohl Shreib- als auh Lesezugri�e erlaubt, der Shreib/Lesekopf kann in beide

Rihtungen bewegt werden.

Abbildung 4.1 zeigt ein Diagramm einer O�ine TM. F

�

ur weitere Informationen siehe auh

[K91℄

De�nition 4.4 (Probabilistishe Turing Mashine (PTM)) Eine probabilistishe TM

ist eine O�ine TM im deterministishen Sinne mit den folgenden Modi�kationen:
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Write-Only Ausgabe

Read-Only Eingabe

Read-Write

Speiher

Read-

Only

Zufalls-

band

endlihe Kontrolle

�

�

A

A

-�

A

A

�

�

-

�

�

H

H

6

?

H

H

�

�

6

Abbildung 4.2: Probabilistishe Turing Mashine

� Es gibt ein zus

�

atzlihes Band, welhes eine Folge von Zufallsbits 2 f0; 1g

�

enth

�

alt, die

von einem g

�

ultigen Zufallszahlengenerator erzeugt worden sind. Der Kopf des Zufalls-

bandes darf nur in eine Rihtung bewegt werden. Somit kann eine Zufallsinformation

nur einmal verwendet werden.

� Die Zustands

�

uberf

�

uhrungsfunktion h

�

angt auh von dem Inhalt der Zelle unter dem Le-

sekopf des Zufallsbandes ab. Sie bleibt aber deterministish.

� Eine Berehnung ist nur g

�

ultig, falls die L

�

ange der Zufallsfolge mindestens so gro� ist

wie die L

�

ange der Berehnung.

Abbildung 4.2 zeigt eine probabilistishe Turing Mashine.

Bemerkung 4.1 Man kann eine probabilistishe TM als eine deterministishe TM ansehen,

falls man das Zufallsband als ein zus

�

atzlihes Eingabeband interpretiert.
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De�nition 4.5 Sei M eine PTM

�

uber dem Alphabet �. Dann induziert M eine partielle

Funktion

�

M

: �

�

� f0; 1g

�

| {z }

Zufallsbits

! �

�

:

Diese Funktion ist niht total, da die Mashine niht bei jeder Eingabe anhalten mu�. So ist

�

M

(x; �) unde�niert, falls die Berehnung l

�

anger ist als j�j.

Wir betrahten eine PTM niht als deterministishe TM, sondern gehen davon aus, da� der

Inhalt des Zufallsbandes niht bekannt ist. Durh die Hinzunahme einer weiteren Resoure

| dem Zufall | ergibt sih die Notwendigkeit den Berehenbarkeitsbegri� f

�

ur dieses neue

Modell zu de�nieren.

De�nition 4.6 (Berehenbarkeitsbegri� f

�

ur PTM) Sei M eine PTM. M berehnet ei-

ne partielle Funktion

�

M

: �

�

! �

�

mit

�

M

(x) =

8

>

<

>

:

y wenn Pr[M(x) = y℄ > 1=2

unde�niert wenn es kein solhes y gibt:

Dabei ist

Pr[M(x) = y℄ = lim

n!1

jf� 2 f0; 1g

n

j�

M

(x; �) = ygj

2

n

Der De�nitionsbereih von M sei mit D(�

M

) bezeihnet.

De�nition 4.7 (Probabilistish berehenbar) Eine Funktion

f : �

�

! �

�

ist probabilistish berehenbar (f 2 PBF), wenn es eine PTM M mit f � �

M

gibt.

Man kann zeigen, da� jede probabilistish berehenbare Funktion f berehenbar ist, d.h. f

ist auh mit einer deterministishen Turing Mashine berehenbar. Anders ausgedr

�

ukt: Die
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probabilistish berehenbaren Funktionen sind genau die partiell rekursiven Funktio-

nen.

De�nition 4.8 (Fehlerwahrsheinlihkeit) Sei M eine PTM. Die Fehlerwahrshein-

lihkeit (engl. error probability) von M ist eine Funktion

e

M

(x) =

8

>

<

>

:

Pr[M(x) 6= �

M

(x)℄ wenn �

M

(x) de�niert

unde�niert sonst:

M berehnet �

M

mit beshr

�

ankter Fehlerwahrsheinlihkeit (engl. bounded error probability),

wenn es ein � > 0 gibt, so da�

8x 2 D(�

M

) : e

M

(x) �

1

2

� �:

De�nition 4.9 (Monte-Carlo PTM) Eine PTMM , die �

M

mit beshr

�

ankter Fehlerwahr-

sheinlihkeit berehnet, nennt man randomisierte Turing Mashine (RTM) oderMonte-

Carlo TM.

Lemma 4.1 (Æ-Lemma) Zu jeder Sprahe A, die von einer RTM M erkannt werden kann,

gibt es f

�

ur jedes Æ > 0 eine RTM M

Æ

, die A mit Fehlerwahrsheinlihkeit e

M

Æ

� Æ erkennt.

Dabei erh

�

oht sih die Anzahl der Shritte nur um einen Faktor, der logarithmish von Æ

abh

�

angt.

Beweis: Die RTM M

Æ

wiederholt den Lauf der RTM M mehrmals (2k-mal). Dabei gibt sie

das Ergebnis aus, das am h

�

au�gsten erzielt wurde. Bei Parit

�

at w

�

ahlen wir irgendein Ergebnis

aus. Wir wollen nun die Fehlerwahrsheinlihkeit hierf

�

ur absh

�

atzen.

Also gilt Pr[M maht einen Fehler im i-ten Lauf℄ = p � 1=4 und somit

Pr[ Fehler tritt

�

ofters als k-mal auf℄ =

2k

X

i=k

 

2k

i

!

p

i

(1� p)

2k�i

(4.1)
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Wir wollen nun zeigen, da� p

i

(1� p)

2k�i

� p

k

(1� p)

k

im Intervall [k : 2k℄ ist. Daf

�

ur di�eren-

zieren wir p

i

(1� p)

2k�i

nah i und erhalten

p

i

(1� p)

2k�i

(ln p� ln(1� p))

Dieser Wert ist kleiner als Null, f

�

ur p � 1=4 im Intervall [k : 2k℄. Also ist p

i

(1 � p)

2k�i

�

p

k

(1� p)

k

. Dann ergibt sih mit Gleihung 4.1, da�

Pr[ Fehler tritt

�

ofters als k-mal auf℄ � 2

�2k

2

2k�1

(3=4)

k

= 1=2

O(k)

Daher kann die Wahrsheinlihkeit durh Iterieren beliebig verbessert werden.

Mit Hilfe dieses Lemmas k

�

onnen wir die Monte-Carlo TM auh dadurh harakterisieren,

da� sie eine Fehlerwahrsheinlihkeit e

M

(x) < 1=4 besitzen.

Auf der anderen Seite reiht es auh aus, fehlerbeshr

�

ankte Turing-Mashinen dadurh zu

kennzeihnen, da� die Fehlerwahrsheinlihkeit kleiner ist als 1=2� 1=p(n) f

�

ur ein festes Po-

lynom p(n). Durh eine polynomielle Anzahl von Iterationen kann auh hier die Fehlerwahr-

sheinlihkeit beliebig klein gehalten werden.

De�nition 4.10

Eine Monte-Carlo PTMM hei�t starke (strenge) Monte-Carlo PTM (R

S

TM), wenn folgendes

gilt:

1. e

M

(x) = 0 f

�

ur x 62 L(M),

2. e

M

(x) < 1=4 f

�

ur x 2 L(M).

Bemerkung 4.2 F

�

ur starke Monte-Carlo PTM's reiht es aus, die Fehlerwahrsheinlihkeit

f

�

ur x 2 L(M) durh ein beliebiges � < 1 zu beshr

�

anken. Durh mehrfahe Iteration wird

dann eine beliebig geringe Fehlerwahrsheinlihkeit erzielt.

Damit haben wir gekl

�

art, was eine Berehnung einer probabilistishen Turing Mashine ist.

Nun wollen wir wieder Komplexit

�

atsklassen einf

�

uhren. Hierzu mu� jedoh erst die Laufzeit
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und der Speiherverbrauh einer probabilistishen Turing Mashine de�niert werden. F

�

ur die

Laufzeitde�nition haben wir zwei M

�

oglihkeiten.

De�nition 4.11 (Laufzeit einer PTM ([G77℄)) Die probabilistishe Laufzeit T

M

ei-

ner PTM M ist de�niert durh:

T

M

(x) =

8

>

<

>

:

minfn j Pr[M(x) = �

M

(x) in n Shritten℄ > 1=2g falls �

M

(x) de�niert

1 falls �

M

(x) unde�niert:

De�nition 4.12 (Mittellaufzeit einer PTM)

Die probabilistishe Mittellaufzeit (engl. average run time)

�

T

M

einer PTM M ist der

Erwartungswert der Shrittanzahl:

�

T

M

(x) =

1

X

n=1

n � Pr[Berehnung

�

uber x ben

�

otigt genau n Shritte℄:

Die Mittellaufzeit ist eine ungeeignete De�nition, wenn wir die Klasse der PTM's betrahten.

Das anormale Verhalten wird im Vorlesungsskript EÆziente Algorithmen und Komplexit

�

ats-

theorie (Algebraishe Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet

von K. Werther) [K91℄ sihtbar.

De�nition 4.13 (Blum'shes Komplexit

�

atsma� ([B67℄))

Eine Funktion T

M

ist ein Komplexit

�

atsma�, falls T

M

die folgenden beiden Axiome erf

�

ullt

sind.

� T

M

(x) ist genau dann de�niert, wenn M(x) de�niert ist,

� Das Pr

�

adikat T

M

(x) = n ist entsheidbar.

Die probabilistishe Laufzeit T

M

ist ein Komplexit

�

atsma� f

�

ur die ganze Klasse der PTM's.

Die Mittellaufzeit ist jedoh kein Komplexit

�

atsma� f

�

ur diese Klasse (Siehe Vorlesungsskript
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�
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�

�

�

�

�
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�

�

�

�

�

�
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Verwerfe

Akzeptiere

1
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1
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Abbildung 4.3: Berehnungsbaum

EÆziente Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Algebraishe Interpolations- und Z

�

ahlalgo-

rithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91℄ ).

Der nahfolgende Satz zeigt, da� f

�

ur die Klasse der randomisierten Turing Mashinen, d.h.

derjenigen probabilistishen Turing Mashinen, die eine beshr

�

ankte Fehlerwahrsheinlihkeit

besitzen, die beiden Laufzeitde�nitionen jedoh

�

aquivalent sind. Daher ist die Mittellaufzeit

in diesem Fall auh ein Komplexit

�

atsma�.

Satz 4.1 Sei M eine Monte-Carlo TM (RTM). Dann gibt es ein , so da�

T

M

(x) �  �

�

T

M

(x) falls �

M

de�niert ist.

Beweis: Da M eine Monte-Carlo TM ist, hat M eine mit � < 1=2 beshr

�

ankte Fehlerwahr-

sheinlihkeit. Sei  = 1=(1=2� �). Wenn

�

T

M

(x) =1 ist, gibt es nihts zu beweisen. Sei also

�

T

M

(x) <1. Dann gilt nah der Tshebyshe�'shen Ungleihung 1.Art

Pr[Zeit von M(x) > 

�

T

M

(x)℄ <

�

T

M

(x)=

�

T

M

(x) = 1= = 1=2� �:

Diese Gleihung ist

�

aquivalent zu

Pr[Zeit von M(x) � 

�

T

M

(x)℄ > 1=2 + �:
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Da die Fehlerwahrsheinlihkeit von M beshr

�

ankt ist, gilt

Pr[M(x) 6= �

M

(x) in Zeit 

�

T

M

(x)℄ � Pr[M(x) 6= �

M

(x)℄ < �:

Somit folgt

Pr[M(x) = �

M

(x) in Zeit 

�

T

M

(x)℄ > 1=2:

Also ist

T

M

(x) � 

�

T

M

(x):

Nun wollen wir mit Hilfe der neuen Mashinenmodelle auh neue Komplexit

�

atsklassen ein-

f

�

uhren.

De�nition 4.14 (Probabilistishe Komplexit

�

atsklassen)

PrTIME(T (n)) = fAj9PTM M mit L(M) = A und T

M

(n) = O(T (n))g

RTIME(T (n)) = fAj9RTM M mit L(M) = A und T

M

(n) = O(T (n))g

R

S

TIME(T (n)) = fAj9R

S

TM M mit L(M) = A und T

M

(n) = O(T (n))g

PP = fAj9PTM M mit L(M) = A und T

M

(n) = n

O(1)

)g

RP = fAj9RTM M mit L(M) = A und T

M

(n) = n

O(1)

)g

R

S

P = fAj9R

S

TM M mit L(M) = A und T

M

(n) = n

O(1)

)g

Eine weitere Klasse ist �

P

. Man nennt sie Las-Vegas Klasse. Eine PTM, die einen Las-Vegas

Algorithmus darstellt, hat als Ausgabe 0, 1 und ?. Das Fragezeihen bedeutet, da� die PTM

zu keinem korrekten Ergebnis gekommen ist. Die Wahrsheinlihkeit f

�

ur ? ist beshr

�

ankt.

F

�

ur diese Komplexit

�

atsklassen gelten nun die folgenden Inklusionen.
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Satz 4.2 Es gilt

P � �

P

� RP �

� NP �

PP:

Beweis: Siehe Vorlesungsskript EÆziente Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Algebrai-

she Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther)

[K91℄ .

4.2 Randomisierte Shaltkreise

Wir betrahten jetzt randomisierte Shaltkreise. Diese Shaltkreise sind Shaltkreise mit den

weiteren folgenden Eigenshaften.

De�nition 4.15 (Probabilistishe Shaltkreise) Ein probabilistisher Shaltkreis C ist

die Realisierung einer booleshen Funktion

f

0

: IB

n

� IB

�(n)

! IB

f

0

: (x; �) 7! f

0

(x; �):

Diese Funktion induziert eine Funktion f : IB

n

! IB mit

f(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

1 Pr[f

0

(x; �) = 1℄ > 1=2

0 Pr[f

0

(x; �) = 0℄ > 1=2

unde�niert sonst.

Ein solher Shaltkreis ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

De�nition 4.16 (Randomisierter Shaltkreis) Ein probabilistisher Shaltkreis C ist ein

randomisierter Shaltkreis, falls eine Funktion g existiert mit

Pr[f

0

(x; �) = g(x)℄ > 3=4:
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? ? ? ? ?

?

f(x

1

; : : : ; x

n

)

x

1

x

2

: : :

x

n

�

1

: : :

�

m

Æ

��

?

?

:

Æ

��

?

??

_

Æ

��

?

??

^

Æ

��

?

??

_

Abbildung 4.4: Probabilistisher Shaltkreis

Mit Hilfe von Lemma 4.1 reiht es auh aus

Pr[f

0

(x; �) = g(x)℄ > 1=2 + 1=p(n) (�)

zu fordern. Ein Shaltkreis mit Fehlerwahrsheinlihkeit < 1=4 besteht dann aus einer poly-

nomiellen Anzahl von Shaltkreisen, die (�) erf

�

ullen und parallel arbeiten. Die Ausgabe ist

dann ein Mehrheitsentsheid wie nah Lemma 4.1.

Nun interessieren uns jedoh nur uniforme Shaltkreise, d.h. Shaltkreise, die log-spae Turing

berehenbar sind. Dies de�niert die RUC Shaltkreisfamilien.

De�nition 4.17 (Randomisierte uniforme Shaltkreise)

Ein randomisierte Shaltkreisfamilie fC

n

g ist uniform, falls die Compilerabbildung 1

n

! C

n

log-spae Turing berehenbar ist, wobei n die Anzahl der Eing

�

ange ohne die Eing

�

ange der

Zufallsbits ist. Eine solhe Shaltkreisfamilie nennen wir dann RUC-Algorithmus.

Dadurh k

�

onnen wir analog zu den NC-Klassen auh hier Komplexit

�

atsklassen einf

�

uhren.
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De�nition 4.18 Sei f : IN ! IN . Damit sei

U-RDEPTH(f(n)) = fAj9RUC-Algorithmus fC

n

g mit

L(fC

n

g) = A und Depth(C

n

) = O(f(n))g

U-RSIZE(f(n)) = fAj9RUC-Algorithmus fC

n

g mit

L(fC

n

g) = A und Size(C

n

) = O(f(n))g

RNC

k

= fAj9RUC-Algorithmus fC

n

g mit L(fC

n

g) = A

und Size(C

n

) = n

O(1)

und Depth(C

n

) = O(log

k

n)g

RNC =

[

k2IN

RNC

k

:

Man beahte, da� bei randomisierten Shaltkreisen die Zufallsbits w

�

ahrend der Berehnung

�

ofters benutzt werden k

�

onnen. Bei randomisierten Turing Mashinen ist dies nur m

�

oglih,

falls die benutzten Zufallbits auf dem Speiherband zwishengespeihert werden. Das Be-

rehnungsmodell der randomisierten Shaltkreise kann daher eher mit randomisierten Turing

Mashinen verglihen werden, die eine Kopfbewegung

�

uber das Randomband in beide Rih-

tungen erlauben. Solhe Mashinen nennt man Two-Way Random Tape Turing Mashinen.

F

�

ur diese Mashinen gilt der folgende

�

uberrashende Satz.

Satz 4.3 ([KV85℄) Eine Two-Way Random Tape Turing Mashine sei mit R

(2)

TM bezeih-

net. Damit gilt

R

(2)

SPACE(logn) = PSPACE:

4.3 Probabilistishe Testalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir einige Testalgorithmen vorstellen, mit deren Hilfe algebraishe

Gleihheiten

�

uberpr

�

uft werden k

�

onnen. Diese Algorithmen sind probabilistish und haben den

gleihen einfahen Aufbau: Falls eine algebraishe Gleihung niht allgemeing

�

ultig erf

�

ullt ist,



KAPITEL 4. RANDOMISIERTE MASCHINENMODELLE UND ALGORITHMEN 54

so gibt es nur relativ wenige Belegungen der Variablen, die diese Gleihung zuf

�

allig erf

�

ullen.

Ist diese algebraishe Gleihung z.B. eine Polynomgleihung, so sind diese ung

�

unstigen Bele-

gungen der Variablen gerade die Nullstellen des Polynoms.

Unser erster Algorithmus testet, ob ein gegebenes multivariates Polynom identish dem

Nullpolynom ist. Dabei ist das Polynom nat

�

urlih niht bekannt, sondern durh eine Blak-

Box gegeben, d.h. es sind Auswertungen an beliebigen Stellen m

�

oglih.

Algorithmus 1 Nulltest f

�

ur Polynome

Eingabe: Eine Blak-Box f

�

ur ein Polynom P (x

1

; : : : ; x

n

)

�

uber ZZ und eine Shranke D f

�

ur

den Grad des Polynoms.

Shritt 1: Konstruiere die Menge E = f1; 2; : : : ; 4Dg

Shritt 2: W

�

ahle zuf

�

alliges �x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 E

n

Ausgabe:

8

>

<

>

:

P � 0 falls P (�x) = 0

P 6� 0 sonst

Satz 4.4 (Shwartzshes Lemma [S80a℄) Sei P = P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) 2 ZZ[x

1

; : : : ; x

n

℄ und

P 6� 0. Sei d

1

der Grad von x

1

in P

1

und P

2

das KoeÆzientenpolynom von x

d

1

1

:

P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

d

1

1

� P

2

(x

2

; : : : ; x

n

) + q

1

(x

1

; : : : ; x

n

):

Die P

i

und d

i

f

�

ur i > 1 seien entsprehend induktiv de�niert. Dann hat P h

�

ohstens

jI

1

� � � � � I

n

j

�

d

1

jI

1

j

+ � � �+

d

n

jI

n

j

�

Nullstellen in I

1

� � � � � I

n

.

Beweis: Wir f

�

uhren den Beweis

�

uber Induktion nah der Anzahl der Variablen.



KAPITEL 4. RANDOMISIERTE MASCHINENMODELLE UND ALGORITHMEN 55

� F

�

ur den Fall eines univariaten Polynoms P gilt, da� die Anzahl der Nullstellen be-

shr

�

ankt ist durh

deg(P ) = d

1

= jI

1

j

d

1

jI

1

j

:

� Induktionsshritt:

P

1

hat die Darstellung

P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

d

1

1

� P

2

(x

2

; : : : ; x

n

) + q

1

(x

1

; : : : ; x

n

):

Nun gibt es zwei M

�

oglihkeiten:

1. (z

2

; : : : ; z

n

) ist Nullstelle von P

2

. Dann kann eventuell P (x

1

; z

2

; : : : ; z

n

) = 0 f

�

ur

alle x

1

2 I

1

gelten. Da die Anzahl der Nullstellen von P

2

nah Induktionsannahme

durh

jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

beshr

�

ankt ist, kann die Anzahl der Nullstellen von P f

�

ur diesen Fall durh

jI

1

j � jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

abgesh

�

atzt werden.

2. (z

2

; : : : ; z

n

) ist keine Nullstelle von P

2

. Dann ist P (x

1

; z

2

; : : : ; z

n

) ein niht ver-

shwindendes Polynom in x

1

vom Grade d

1

. Damit ist eine Shranke f

�

ur die Anzahl

der Nullstellen von P in diesem Fall

d

1

� jI

2

� � � � � I

n

j:

Damit kann die Gesamtanzahl von Nullstellen von P durh

jI

1

j � jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

+ d

1

jI

2

� � � � � I

n

j

= jI

1

� � � � � I

n

j

�

d

1

jI

1

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

beshr

�

ankt werden.
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Korollar 4.1 Sei P = P (x

1

; : : : ; x

n

) 2 ZZ[x

1

; : : : ; x

n

℄, P 6� 0 und I = I

1

= � � � = I

n

mit

jI j �  � deg (P ). Dann ist die Anzahl der Nullstellen in I

n

durh jI j

n

= beshr

�

ankt.

Beweis: Wir wenden den Satz 4.4 an. In diesem Fall gilt

jI j

n

�

P

n

j=1

d

j

=jI j = jI j

n�1

� (

P

n

j=1

d

j

)

� jI j

n�1

� deg(P ) � jI j

n

=

und somit ist die Anzahl der Nullstellen durh jI j

n

= beshr

�

ankt.

Satz 4.5 (Korrektheit von Algorithmus 1) Der Algorithmus 1 ist ein korrekter starker

Monte-Carlo Algorithmus.

Beweis: Mit Hilfe von Lemma 4.1 gilt, da� die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P durh

jEj

n

=4 beshr

�

ankt ist. F

�

ur einen zuf

�

allig gew

�

ahlten Vektor �x aus E

n

und P 6� 0 gilt damit

Pr[P (�x) = 0℄ �

jEj

n

=4

jE

n

j

= 1=4:

Damit ist die Ausgabe P � 0 mit Wahrsheinlihkeit � 3=4 korrekt. Die Ausgabe P 6� 0 ist

immer korrekt, da f

�

ur P � 0 kein �x mit P (�x) 6= 0 existiert.

Als n

�

ahstes wenden wir uns dem Problem der Matrizenmultiplikation zu. Dabei ist zu

entsheiden, ob das Produkt zweier Matrizen eine dritte gegebene Matrix ergibt. Ein m

�

ogli-

her deterministisher Algorithmus zur L

�

osung dieses Problems besteht darin, die Matrizen

A und B miteinander zu multiplizieren und das Ergebnis mit C zu vergleihen. Dies liefert

auf naive Weise einen Algorithmus, der in TIME(n

3

) und in NC

1

(n

3

) liegt (vgl. [K91℄). Mit

Hilfe der neuesten Algorithmen im Bereih der Matrizenmultiplikation | aufbauend auf den

Ideen von Strassen | ist dies sogar in TIME(n

2:376

) und NC

1

(n

2:376

) m

�

oglih. Eine untere

Shranken f

�

ur einen solhen Algorithmus w

�

are in jedem Fall 
(n

2

).

Der nahfolgende Algorithmus ist ein optimaler R

S

TM Algorithmus zur L

�

osung dieses Pro-

blems. Er liegt in R

S

TIME(n

2

) bzw. in RNC

1

(n

2

) (vgl. [K91℄).

Algorithmus 2 Test f

�

ur Matrizenmultiplikation
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Eingabe: Reellwertige n � n Matrizen A,B und C.

Shritt 1: Erzeuge zuf

�

allig 2 Vektoren X

1

; X

2

2 f�1; 1g

n

:

X

1

= (x

11

; : : : ; x

1n

); X

2

= (x

21

; : : : ; x

2n

):

Shritt 2: Berehne: A(BX

1

); A(BX

2

); CX

1

und CX

2

.

Ausgabe:

8

>

<

>

:

1 falls ABX

1

= CX

1

und ABX

2

= CX

2

0 sonst

Satz 4.6 Der Algorithmus 2 arbeitet korrekt und liegt in R

S

TIME(n

2

) bzw. in RNC

1

(n

2

).

Beweis: Sei D = (d

ij

) = A � B und C = (

ij

). Sei nun �x = (x

1

; : : : ; x

n

) mit x

i

2 f�1; 1g.

Falls nun f

�

ur �x

(A �B � C) � �x = 0

gilt, ist dies

�

aquivalent zu

8i (d

i1

� 

i1

; : : : ; d

in

� 

in

)?(x

1

; : : : ; x

n

): (4.2)

Falls A � B 6= C, k

�

onnten wir bei unserer zuf

�

alligen Wahl der Vektoren X

1

und X

2

shleh-

te Vektoren bekommen haben, f

�

ur die trotzdem die Orthogonalit

�

atsbeziehung (4.2) gilt. Es

k

�

onnen nah Lemma 4.2 jedoh h

�

ohstens 2

n�1

der 2

n

vielen f�1; 1g Vektoren orthogonal zu

den n Vektoren (d

i1

�

i1

; : : : ; d

in

�

in

) sein, da wenigstens einer dieser Vektoren ungleih dem

Nullvektor ist. Somit ist die Wahrsheinlihkeit, zweimal einen shlehten Vektor zu w

�

ahlen,

kleiner als 1=4.

Der Algorithmus ist ein starker Monte-Carlo Algorithmus, da die Ausgabe 6� mit Fehlerwahr-

sheinlihkeit 0 erfolgt. Der Algorithmus arbeitet auh innerhalb der geforderten Zeit- und

Prozessorshranken, da nur Produkte zwishen Matrizen und Vektoren berehnet werden.

Lemma 4.2 Sei v 6= (0; : : :0). Dann sind h

�

ohstens 2

n�1

viele f�1; 1g Vektoren orthogonal

zu v.
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Beweis: Da v = (v

1

; : : : ; v

n

) ungleih dem Nullvektor ist, ist wenigstens ein v

i

0

6= 0. Sei i

0

o.B.d.A gleih n, und seien x = (x

1

; : : : ; x

n�1

;�1) und y = (x

1

; : : : ; x

n�1

; 1). Somit gilt

< x; v >=

n�1

X

i=1

x

i

� v

i

� v

n

6=< x; v > +2v

n

=< y; v > :

Daher k

�

onnen niht sowohl < x; v > als auh < y; v > gleih 0 sein. Die Zuordnung x 7! y

ordnet also einem zu v orthogonalen Vektor eineindeutig einen niht orthogonalen Vektor zu.

Somit k

�

onnen h

�

ohstens die H

�

alfte der 2

n

Vektoren orthogonal zu v sein.



Kapitel 5

Die Anwendung von

Testalgorithmen zur L

�

osung von

Optimierungsproblemen

Die in Kapitel 3.1 eingef

�

uhrten Testalgorithmen f

�

ur Polynomidentit

�

aten kann man leiht zur

L

�

osung von kombinatorishen Optimierungsproblemen anwenden.

5.1 Mathingprobleme

Wir werde in diesem Abshnitt die Klasse der Mathingalgorithmen n

�

aher betrahten.

De�nition 5.1 Mathing

Gegeben sei ein Graph G = (V;E). Eine Teilmenge M � E hei�t

� Mathing, falls keine zwei Kanten in M inzident sind;

� nihterweiterbares oder auh maximales Mathing, falls es kein Mathing gibt, das M

eht enth

�

alt;

59
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� Maximum Mathing, falls M ein Mathing maximaler Kardinalit

�

at ist;

� Perfektes Mathing, falls jeder Knoten aus V mit genau einer Kante aus M inzident

ist.

� MIN -W -KPM , falls wir zus

�

atzlih eine Gewihtsmatrix W = (w

i;j

) mit w

i;j

2 n

O(1)

haben und ein perfektes Mathing in G suhen, so da� die Summe der Gewihte der Kan-

ten minimiert wird. Die Maximierungsversion ist analog de�niert und wirdMAX-W -KPM

genannt.

De�nition 5.2 (Determinante, Permanente) Gegeben sei eine Matrix A = (a

i;j

)

1�i;j�n

.

Dann sind die Determinante und Permanente von A wie folgt de�niert:

det (A) =

X

�2S

n

sign(�)

n

Y

i=1

a

i;�(i)

;

perm (A) =

X

�2S

n

n

Y

i=1

a

i;�(i)

:

Falls A 2 IB

n�n

kann auh die logishe Permanente von A de�niert werden:

perm

L

(A) =

_

�2S

n

n

^

i=1

a

i;�(i)

:

Nun k

�

onnen wir die vershiedenen Probleme, die mit dem Perfekt Mathing Problem in

Zusammenhang stehen, aufz

�

ahlen. Sei G = (V;E) ein Graph.

1. Entsheidungsproblem: Besitzt G ein Perfektes Mathing ? (EPM)

2. Konstruktionsproblem:Konstruiere ein (beliebiges) PerfektesMathing vonG(KPM).

5.1.1 PERFECT -MATCHING

Das einfahste dieser Probleme ist das Entsheidungsproblem. Um dieses Problem zu l

�

osen

hilft der folgende Satz von Tutte. Zun

�

ahst jedoh eine
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De�nition 5.3 (Tutte'she Matrix ) Sei G = (V;E) ein Graph mit Adjazenzmatrix A.

Zu G sei nun die folgende shiefsymmetrishe Matrix (Tutte'she Matrix) C in den Variablen

x

ij

de�niert:



ij

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

x

ij

i < j und a

ij

= 1

�x

ji

i > j und a

ij

= 1

0 i = j oder a

ij

= 0.

Man beahte, da� det (C) ein Polynom in den Variablen x

ij

ist.

Satz 5.1 ((Tutte, 1952)) Ein ungerihteter Graph G = (V;E) mit Adjazenzmatrix A be-

sitzt genau dann ein Perfektes Mathing, wenn det (C) 6� 0 ist, d.h. det (C) enth

�

alt mindestens

ein Monom.

Beweis: Falls G ein Perfektes Mathing besitzt, so induziert die zugeh

�

orige Permutation ein

Monom in der Determinante der Tutte'shen Matrix, welhes sih niht wegheben kann, da

die Permutation aus 2-Zyklen besteht. Somit ist die Determinante niht identish 0 und die

Tutte'she Matrix regul

�

ar.

Welhe weiteren Permutationen k

�

onnen nun Monome in der Tutte'shen Matrix induzieren?

Eine Permutation, die einen ungeraden Zyklus enth

�

alt, wird durh die Permutation, die diesen

Zyklus in entgegengesetzter Rihtung durhl

�

auft und sonst gleih ist, wieder gel

�

osht. Damit

k

�

onnen keine Permutationen mit ungeraden Zyklen Monome erzeugen. Falls es Permutatio-

nen gibt, die nur gerade Zyklen enthalten, so gibt es auh Permutationen, die nur 2-Zyklen

enthalten. Wenn die Tutte'she Matrix also regul

�

ar ist, so gibt es in der Determinante der

Tutte'shen Matrix ein Monom, das von einem Perfekten Mathing induziert ist, und damit

auh ein Perfektes Mathing.

Mit Hilfe dieses Satzes k

�

onnen wir das Entsheidungsproblem auf den Nulltest f

�

ur ein multi-

variates Polynom zur

�

ukf

�

uhren.

De�nition 5.4 Das Interpolationsproblem, d.h. der Test, ob ein als Blak-Box gegebenes n-

variates Polynom P (x

1

; : : : ; x

n

) mit deg(P ) � m identish 0 ist, sei mit IP(n;m) bezeihnet.
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Damit gilt mit Algorithmus 1:

IP(n;m) 2 R

S

TIME((n+m)

O(1)

)

IP(n;m) 2 R

S

SPACE(log(n+m))

Wir k

�

onnen Determinanten leiht in kubisher Zeit berehnen. Daraus ergibt sih, da� das

Entsheidungsproblem in RP liegt.

Wir werden eine L

�

osung des Perfekt Mathing Problems f

�

ur beliebige Graphen entwikeln,

die in RP liegt. Diese Arbeit ist von Mulmeley, U.Vazirani und V.Vazirani (siehe [MVV87℄).

Das Entsheidungsproblem haben wir bereits gel

�

ost, indem wir den randomisierten Null-

test f

�

ur multivariate Polynome aus Algorithmus 1 angewandt auf die Determinante der Tut-

te'shen Matrix verwenden. Mittels Lemma 5.1 gilt ja, da� die Determinante der Tutte'shen

Matrix genau dann identish 0 ist, falls G kein Perfektes Mathing besitzt.

Nun wollen wir das Konstruktionsproblem betrahten. Wir wollen das Isolierungslemma

(Lemma 3.2) nun auf unser Perfekt Mathing Problem anwenden. Es ergibt sih also folgendes

Korollar 5.1 Sei G = (V;E) ein Graph, jV j = n. Wir de�nieren ein Gewihtssystem GS =

(E; PM;w) mit PM = fM � EjM ist Perfektes Mathing in Gg und w als randomisierte

Funktion w : E ! [1; : : : ; 2jEj℄. Dann ergibt sih aus Lemma 3.1

Pr[min(E; PM;w) ist eindeutig℄ � 1=2:

Mit Hilfe der randomisierten Funktion

w : E ! [1; : : : ; 2jEj℄

aus Korollar 5.1 k

�

onnen wir nun eine gewihtete Adjazenzmatrix A = (a

i;j

) wie folgt kon-

struieren.
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De�nition 5.5 Seien w

ij

gleihverteilte Zufallsvariablen in [1; : : : ; 2jEj℄. Dann sei die ran-

domisierte Adjazenzmatrix A durh Einsetzen der 2

w

ij

in die Tutte'she Matrix de�niert:

a

i;j

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

2

w

ij

falls i < j und (i; j) 2 E

�2

w

ji

falls i > j und (i; j) 2 E

0 falls i = j oder (i; j) 62 E:

Mit Hilfe des Korollar 5.1 k

�

onnen wir nun Aussagen

�

uber diese Matrix mahen.

Lemma 5.1 Gegeben sei ein Graph G = (V;E) mit einer Gewihtsfunktion f

�

ur die Kanten.

Diese Gewihtsfunktion w sei so gew

�

ahlt, da� das gewihtsminimale Perfekte Mathing ein-

deutig ist. Falls wir eine geeignete randomisierte Gewihtsfunktion verwenden, ist die Wahr-

sheinlihkeit hierf

�

ur nah Korollar 5.1 � 1=2. Dann ist

det (A) 6= 0

und f

�

ur die gr

�

o�te Zweierpotenz 2

�

, die det (A) teilt, gilt

� = 2 �minf �w(M)jM 2 PMg:

Beweis: Wir erinnern uns an die De�nition der Determinante einer Matrix:

det (A) =

X

�2S

n

sign (�) � value (�) mit

value (�) =

n

Y

i=1

a

i;�(i)

:

Dabei tragen nur solhe Permutationen � zum Wert der Determinante bei, f

�

ur die value (�) 6=

0, f

�

ur die 8i (i; �(i)) 2 E gilt. Wir werden also nur die Permutationen betrahten, die einen

Wert zur Determinante beitragen. Ein solher Wert ist dann immer eine Zweierpotenz, da

das Produkt von Zweierpotenzen wieder eine Zweierpotenz ist. Mit w

min

bezeihnen wir das

minimale Gewiht eines Perfekten Mathings. F

�

ur eine Permutation � gibt es die folgenden

M

�

oglihkeiten.
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� Die Permutation � induziert ein Perfektes Mathing.

In diesem Fall bildet � : i 7! j; j 7! i ab, d.h. es entstehen nur 2-Zyklen. Bei der

Berehnung von value (�) tr

�

agt dieser 2-Zyklus mit dem Wert 2

w

ij

(�2

w

ij

) = �2

2w

ij

zu

Buhe. Somit ist der Wert dieser Permutation

value (�) = (�1)

n=2

2

w

�

;

wobei w

�

die Summe der Gewihte der zu � geh

�

orenden Kanten entspriht. Falls �

das eindeutige gewihtsminimale Perfekte Mathing darstellt, so ist w

�

= 2w

min

, da die

Kanten von � doppelt gez

�

ahlt werden. F

�

ur alle anderen Permutationen � ist w

�

> w

�

=

2w

min

und somit 2

w

�

immer ein gerades Vielfahes von 2

2w

min

.

� Die Permutation � enth

�

alt keine ungeraden Zyklen.

Wir k

�

onnen die geraden Zyklen in zwei Perfekte Mathings einteilen, indem wir in den

Zyklen alternierende Kanten betrahten. Wir spalten also diese Permutation in zwei Per-

fekte MathingsM

1

und M

2

auf. Aufgrund der Eindeutigkeit eines minimalgewihteten

Mathings, kann h

�

ohstens eines dieser beiden Perfekten Mathings minimalgewihtig

sein. Damit ist

2

w

�

= 2

w

M

1

+w

M

2

> 2

2w

min

;

und somit auh ein gerades Vielfahes von 2

2w

min

.

� Die Permutation enth

�

alt auh ungerade Zyklen.

In diesem Fall betrahten wir neben � auh die Permutation �, die einen der ungera-

den Zyklen in umgekehrter Rihtung durhl

�

auft. Wir sehen leiht ein, da� value (�) =

�value (�) und sign (�) = sign (�) gilt, da � aus � durh Anwenden einer geraden An-

zahl von Transpositionen hervorgeht. Damit heben sih diese beiden Permutationen in

der Determinante auf.

Insgesamt erhalten wir als Summanden in der Determinante nur gerade Vielfahe von 2

2w

min

und einen Summand von der Form (�1)

n=2

2

2w

min

. Daher ist

det (A) = (�1)

n=2

2

2w

min

+ 22

2w

min

:
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Also ist det (A) 6= 0 und die h

�

ohste det (A) teilende Zweierpotenz ist 2

�

f

�

ur � = 2w

min

.

Mit Hilfe dieses Lemmas k

�

onnen wir nun einen randomisierten Algorithmus angeben, der zu

einem gegebenen Graphen ein Perfektes Mathing konstruiert, falls ein solhes existiert.

Eingabe: G = (V;E)

Shritt 1: Konstruiere die Matrix A wie oben angegeben.

Shritt 2: Berehne det (A) und adj (A) =

�

�1)

i+j

detA(ijj

�

i;j

.

Shritt 3: Finde die gr

�

o�te Zahl w, so da� 2

2w

det (A) teilt. Dies ist das Gewiht des ge-

wihtsminimalen Perfekten Mathings.

Ausgabe: M = f(i; j)j det (A(jji)) � 2

w

ij

=2

2w

ist ungeradeg:

Satz 5.2 Die Menge M aus obigen Algorithmus ist das (minimale gewihtete) gesuhte Per-

fekte Mathing von G.

Beweis: Wir m

�

ohten feststellen, ob die Kante (i; j) zum gewihtsminimalen Perfekten

Mathing geh

�

ort. Dazu betrahten wir alle Permutationen, die diese Kante beinhalten, d.h.

alle � mit �(i) = j. Diese Permutationen tragen

D

j

i

:=

X

�;�(i)=j

sign (�)value (�) = 2

w

ij

det (A(ijj))

zu det (A) bei. O�ensihtlih gilt

det (A) =

X

i

D

j

i

=

X

j

D

j

i

F

�

ur jeden Knoten i ist nur eine Kante (i; j) im Perfekten Mathing. Daher m

�

ussen alle Per-

mutationen, die diese Kante niht beinhalten, ein gerades Vielfahes von 2

2w

min

zu det (A)

beitragen. Also ist auh D

k

i

f

�

ur k 6= j ein gerades Vielfahes von 2

2w

min

.

Betrahten wir nun D

j

i

. Nur ein Summand dieser Summe ist ein ungerades Vielfahes von

2

2w

min

, n

�

amlih gerade die Permutation zum gewihtsminimalen Perfekten Mathing. Alle
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anderen Summanden sind wie oben gerade Vielfahe von 2

w

min

. Daher ist die Summe ein

ungerades Vielfahes. Die Ausdr

�

uke D

j

i

sind leiht zu berehnen, da adj (A) gegeben ist.

Man beahte bei unserem Algorithmus jedoh den hohen Verbrauh an Zufallsinformation.

Die Anzahl der benutzten Zufallsbits betr

�

agt n

2

logn.

5.1.2 MAXIMUM-MATCHING

Als n

�

ahstes wollen wir das Problem des Maximum Mathings l

�

osen, indem wir dieses auf

das Perfekt Mathing Problem zur

�

ukf

�

uhren.

Satz 5.3 Maximum Mathing �

P

KPM

Beweis: Gegeben sei der Graph G = (V;E). In einem Maximum Mathing von G ist die

Anzahl der niht saturierten Knoten minimal. Daher konstruieren wir zu dem Graphen G die

Graphenfamilie G

k

= (V

k

; E

k

) mit G

k

� G und suhen unter diesen Graphen den minimalen

Graphen, der ein Perfektes Mathing besitzt. Dieses Perfekte Mathing in G

k

korrespondiert

dann zu einem Maximum Mathing in G. Die Konstruktion der Graphen sieht nun wie folgt

aus:

V

k

= V [ fw

1

; : : : ; w

k

g

E

k

= E [ f(v; w

i

)jv 2 V; 1 � i � kg:

Dabei konstruieren wir nur die Graphen G

k

mit gerader Knotenmenge, da sonst kein Perfektes

Mathing m

�

oglih ist. Wenn G

k

ein Perfektes Mathing besitzt, so besitzen auh alle G

i

mit

i > k ein Perfektes Mathing. Unter allen diesen Graphen G

k

, die ein Perfektes Mathing

besitzen (Entsheidungstest), suhen wir mit Hilfe der bin

�

aren Suhe den kleinsten Graphen .

Zu diesem kleinsten Graphen G

l

konstruieren wir nun ein Perfektes Mathing. Dieses Perfekte

Mathing eingeshr

�

ankt auf G ist nun ein Maximum Mathing, da die Anzahl der Kanten,

die mit Knoten der Form w

i

verbunden sind, in G

l

kleinstm

�

oglih war.



KAPITEL 5. DIE ANWENDUNG VON TESTALGORITHMEN 67

5.1.3 WEIGHTED-PERFECT -MATCHING

Wir wollen in diesem Abshnitt bez

�

uglih polynomiellen Kantengewihten ein minimal (ma-

ximal) gewihtetes perfektes Mathing in einem Graphen �nden.

F

�

ur einen gegebenen Graphen G = (V;E) haben wir eine Gewihtsfunktion (WF)

W : E ! IN;

so da� die Bin

�

ardarstellung von W

i;j

= W (fi; jg) polynomiell in jV j ist.

Wir konstruieren ein Gewihtssystem (E;P ;W ) mit

P = fM jM ist ein perfektes Mathing in Gg:

Wir untersheiden 2 F

�

alle:

Fall 1: min(E;P ;W ) ist eindeutig

In diesem Fall k

�

onnen wir wie zuvor dieses eindeutige gewihtsminimale perfekte Mathing

konstruieren.

Fall 2: min(E;P ;W ) ist niht eindeutig

Wir pertubieren unsere Gewihtsfunktion wie folgt:

W

P

i;j

 aW

i;j

+ b

mit a = 2jEj(n=2) (n = jV j) und f

�

ur alle fi; jg unabh

�

angig,

b = w

i;j

2

R

f1; :::; 2jEjg:

Lemma 5.2 Sei W (M

1

) > W (M

2

). Dann gilt

W

P

(M

1

) � W

P

(M

2

) + n=2:
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Beweis: Sei W (M

1

) > W (M

2

). Dann haben wir

W (M

1

) � W (M

2

) + 1:

Also gilt

2jEj(n=2)W (M

1

)

| {z }

=�

1

� 2jEj(n=2)W (M

2

)

| {z }

=�

2

+2jEj(n=2):

Wir haben

� W

P

(M

1

) � �

1

+ n=2 und

� W

P

(M

2

) � �

2

+ 2jEjn=2.

Durh Einsetzen erhalten wir das Lemma.

Wir de�nieren nun f

�

ur ein perfektes Mathing M 2 P

D(M) =

X

fi;jg2M

2jEj(n=2)W

i;j

R(M) =

X

fi;jg2M

w

i;j

Aus dem Isolierungslemma (Lemma 3.2) folgt, da� (mit Wahrsheinlihkeit von mindestens

1=2)

jfM jR(M) = minfR(N)jN 2 Pggj = 1:

Wir untersheiden 2 F

�

alle:

W (M

1

) 6= W (M

2

): Dann erhalten wir mit Lemma 5.2, da� W

P

(M

1

) 6= W

P

(M

2

).

W (M

1

) = W (M

2

): Dann ist D(M

1

) = D(M

2

) und somit

W

P

(M

1

) = D(M

1

) +R(M

1

) 6= D(M

2

) +R(M

2

) = W (M

2

):

Also ist min(E;P ;W

P

) eindeutig, und wir k

�

onnen wie zuvor unseren KPM -Algorithmus

anwenden.

Wir haben mit dieser Konstruktion folgendes Theorem bewiesen.
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Satz 5.4 MIN -W -KPM 2 RP .

Wir k

�

onnen analog auh MAX-W -KPM l

�

osen, indem wir statt Lemma 3.2, die Maximie-

rungsvariante des Isolationslemma (Lemma 3.1)einsetzten.

Satz 5.5 MAX-W -KPM 2 RP .

5.2 CHINESE-POSTMAN

Im CHINESE-POSTMAN ist es das Ziel, in einem Graph G = (V;E) mit Startknoten

v

0

2 V (\PostoÆe") eine Rundreise zu �nden, die in v

0

startet und endet, jede Kante min-

destens einmal durhl

�

auft und m

�

oglihst wenige Kanten benutzt. Man kann auh eine gewih-

tete Version betrahten, in der alle Kanten Gewihte haben und das Gewiht der Rundreise

minimiert werden soll. Es ist eine einfahe Aufgabe den hier vorgestellten Algorithmus in

diese Rihtung zu erweitern.

Das CHINESE-POSTMAN steht im engen Zusammenhang zum Eulerkreis Problem in

Multigraphen.

De�nition 5.6 Ein Multigraph ist ein Graph in dem eine Kante mehrfah auftauhen darf

(Multikanten).

De�nition 5.7 Sei G = (V;E) ein Multigraph. Ein Pfad P hei�t Eulerpfad, wenn er jede

Kante genau einmal durhl

�

auft. P hei�t Eulerkreis, wenn der Startknoten gleih dem End-

knoten ist.

Folgende grundlegenden Eigenshaften sind sehr einfah zu beweisen:

Lemma 5.3 Sei ein ungerihter, zusammenh

�

angender Multigraph G = (V;E) gegeben.
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� G hat genau dann einen Eulerkreis, wenn der Grad von jedem Knoten gerade ist.

� G besitzt genau dann einen Eulerkreis, wenn die Kantenmenge in Kreise zerlegt werden

kann.

� G habe 2k Knoten von ungeradem Grad. F

�

ur genau k 2 f0; 1g hat G einen Eulerpfad.

Aus diesem Lemma kann man leiht lineare Algorithmen zur Konstruktion von Eulerwegen

und Eulerkreisen ableiten.

Das CHINESE-POSTMAN ist also das Problem, den Graphen so preiswert wie m

�

oglih

zu erweitern, so da� der resultierende Multigraph einen Eulerkreis enth

�

alt.

Eingabe: Ein Graph G = (V;E).

Shritt 1: Es sei U die Menge der Knoten mit ungeraden Grad (jU j = 2m). Bestimme f

�

ur

alle u; v 2 U die L

�

ange W

u;v

des k

�

urzesten Pfades zwishen u und v.

Shritt 2: Sei G

0

der vollst

�

andige Graph auf U mit GewihtungW . BestimmeMIN -W -KPM

M in G

0

.

Shritt 3: Addiere k

�

urzesten Wege von u nah v, f

�

ur alle fu; vg 2M , zu G.

Satz 5.6 CHINESE-POSTMAN 2 RP

Beweis: Es gen

�

ugt die Korrektheit des Algorithmus zu zeigen. M ist das gewihtsminima-

le perfekte Mathing in G

0

. Also ist die Erweiterung, so da� alle Grade des resultierenden

Graphen gerade sind, auh minimal. Mit obigen Lemma folgt die Behauptung.

5.3 CY CLE-COV ER

Wir wollen in einem gerihteten Graphen G = (V;E) (E � V �V ) eine Familie von gerihteten

Kreisen �nden, so da� jeder Knoten von genau einem Kreis dieser Familie

�

uberdekt wird und
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die Summe der Gewihte minimiert wird.

F

�

ur e 2 E mit e = (v

1

; v

2

) de�nieren wir �

1

(e) := v

1

und �

2

(e) := v

2

. Ein Zyklus (oder Kreis)

in G ist eine Folge von Kanten (e

1

; :::; e

k

), so da�

� e

i

6= e

j

f

�

ur i 6= j,

� �

2

(e

1

) = �

1

(e

2

),

� �

2

(e

i

) = �

1

(e

i+1

) f

�

ur 1 � i < k,

� �

2

(e

k

) = �

1

(e

1

).

Die Gesamtmenge von Zyklen in G wird mit C(G) bezeihnet.

Sei nun G = (V;

~

E) (

~

E � V � V ) und WF W :

~

E ! IN gegeben. F

�

ur C 2 C(G) de�nieren

wir

W (C) =

X

e

i

2C

W (e

i

)

Wir nennen zwei Kreise C

1

; C

2

disjunkt (C

1

\C

2

= ;), wenn sie keinen gemeinsamen Knoten

haben.

Wir k

�

onnen nun CY CLE-COVER formal de�nieren. Eingabe ist ein gerihteter Graph G =

(V;

~

E) (

~

E � V � V ) und eine WF W :

~

E ! IN mit polynomiellen Gewihten. Ausgabe ist

eine Familie S � C(G) (falls es eine gibt), so da� C

i

\C

j

= ; f

�

ur i 6= j,

S

C2S

V (C) = V und

W (S) =

X

C2S

W (C)

minimal ist. S wird CY CLE-COVER von G genannt.

Satz 5.7 CY CLE-COVER 2 RP

Beweis: Wir zeigen dies durh Reduktion auf MIN -W -KPM . Wir konstruieren aus G

einen bipartiten Graphen G

0

= (V

1

[ V

2

; E

0

), mit V

1

\ V

2

= ; und jV

1

j = jV

2

j, so da�
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� V

1

= fCOPY

1

(v)jv 2 V g,

� V

2

= fCOPY

2

(v)jv 2 V g und

� fCOPY

1

(v); COPY

2

(w)g 2 E

0

() (v; w) 2

~

E.

"COPY" bedeutet: Jeder Knoten v 2 V wird in zwei Kopien "COPY

1

(v)" und "COPY

2

(v)"

aufgespalten. Ein perfektes MathingM in G

0

induziert uns Teilmengen von

~

E mit Ein- und

Ausgangsgrad 1 - also Kreise in G. Aufgrund der Minimalit

�

at folgt die Behauptung.

5.4 SHORTEST -SUPERSTRING

In diesem Abshnitt betrahten wir das im Bereih der DNA-Analyse wihtige Shortest-

Superstring Problem. Es hat viele Anwendungen in der molekularen Bioinformatik. Eingabe

ist eine endlihe Menge von Strings S � �

�

�

uber einem endlihen Alphabet �. Ausgabe,

soll ein k

�

urzester String q 2 �

�

sein, so da� jeder String s 2 S ein Unterstring von q (in

Zeihen s v q) ist. Das Problem ist NP -hart [GJ79℄. Wir werden in diesem Abshnitt einen

Approximationsalgorithmus mit einem konstanten A:R: konstruieren. Es gibt wahrsheinlih

kein PTAS f

�

ur dieses Problem, da Blum et al. [BJL

+

91℄ gezeigt haben, da� esMAX�SNP -

hart ist.

Satz 5.8 ([BJL

+

91℄) SHORTEST -SUPERSTRING ist MAX � SNP -hart.

5.4.1 Elementare Superstring Theorie

Sei � ein Alphabet. F

�

ur eine Zeihenkette v 2 �

�

de�nieren wir mit jvj die L

�

ange von v.

� 2 �

�

bezeihnet das leere Wort und hat die L

�

ange Null. Ferner sei �

+

:= �

�

n f�g.

Sei nun x = uvw 2 �

�

. u; v; w werden als Faktoren von x bezeihnet.

� u ist das Pr

�

a�x von x,
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� w ist das SuÆx von x.

De�nition 5.8 (OV ERLAP ) Sei s; t 2 �

�

.

OVERLAP (s; t) = l

�

angstes Pr

�

a�x von t, das auh SuÆx von s ist.

Sei dazu s = uv und t = vw und v = OV ERLAP (s; t). Wie de�nieren

d(s; t) = DIST (s; t) = juj:

Wir sagen weiterhin

PREF (s; t) = u:

Also gilt

d(s; t) = jPREF (s; t)j:

Betrahte nun den String uvw = PREF (s; t)t. Die L

�

ange ist dann

juvwj = d(s; t) + jtj = jsj+ jtj � jOV ERLAP (s; t)j:

PREF (s; t) ist somit der k

�

urzeste Superstring von s und t, in dem s vor t auftauht.

Zur Einfahheit verwenden wir im Anshlu� die folgende Notation. Sei S = fs

1

; :::; s

m

g.

F

�

ur s

i

; s

j

2 S ist PREF (i; j) = PREF (s

i

; s

j

), OV ERLAP (i; j) = OV ERLAP (s

i

; s

j

) und

d(i; j) = jPREF (i; j)j.

De�nition 5.9 Sei s

i

1

; :::; s

i

k

2 S. Wir bezeihnen mit

[s

i

1

; :::; s

i

k

℄

den Superstring

PREF (i

1

; i

2

); PREF (i

2

; i

3

); :::; PREF (i

k�1

; i

k

)s

i

k

:

Wir werden nun SHORTEST -SUPERSTRING in Zusammenhang mit CY CLE-COVER

bringen.
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De�nition 5.10 G

S

= (S;

~

E) ist der vollst

�

andige gerihtete Graph auf der Knotenmenge S,

d.h.

~

E = S � S.

De�nition 5.11 Sei C = i

1

! :::! i

r

! i

1

ein gerihteter Kreis in G

S

. Wir bezeihnen mit

PERIODS(C) die Menge der Superstrings, die durh kreisweises Konkatenieren der Pr

�

a�xe

entstehen (sogenannte Rotation). Der Index [k℄ gibt an, da� die Rotation mit PREF (k; k+1)

beginnt. Mit CARD(B) bezeihnen wir die Gr

�

o�e der Menge B.

Sei im Folgenden C = i

1

! :::! i

r

! i

1

ein gerihteter Kreis in G

S

.

Behauptung 5.1 Jeder String s

i

j

in C ist ein Unterstring von s

k

, f

�

ur alle s 2 PERIODS(C)

und hinreihend gro�es k.

Beweis:

�

Uber Induktion zeigt man, da� f

�

ur jedes l � 0 s

i

j

ein Pr

�

a�x von

PREF (i

j

; i

j+1

):::PREF (i

j+l�1

; i

j+l

)s

i

j+l

ist. Jeweils r aufeinanderfolgende Pr

�

a�xe bilden eine Umrundung in dem Kreis, d.h. einen

String in PERIODS(C). Also ist jeder Unterstring von s

i

j

, der L

�

angeW (C) in PERIODS(C).

Somit de�nieren wir k � js

i

j

j=W (C) + 1.

Folgende Behauptung ist durh die Betrahtung der unendlihen Wiederholung von s leiht

zu beweisen:

Behauptung 5.2 Sei paarweise keiner der Strings fs

1

; :::; s

m

g Unterstring eines anderen

und sei s 2 PERIODS(C). Wenn jeder dieser Strings ein Unterstring von s

k

(f

�

ur hinrei-

hend gro�es k) ist, dann existiert ein Kreis mit Gewiht s, der alle diese Strings enth

�

alt.

Behauptung 5.3 Der Superstring [s

i

0

; :::; s

i

r�1

℄ ist ein Unterstring von PERIODS(C)[i

0

℄s

i

0

.

Beweis: Der String [s

i

0

; :::; s

i

r�1

℄ ist siher ein Unterstring von [s

i

0

; :::; s

i

r�1

; s

i

0

℄. Dieser ist

per De�nition gleih PREF (i

0

; i

1

):::PREF (i

r�1

; i

0

)s

i

0

= PERIODS(C)[i

0

℄s

i

0

.
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Behauptung 5.4 Es existiert ein Kreis

~

C mit Gewiht CARD(PERIODS(C)), der alle

Knoten von C enth

�

alt.

Beweis: Fixiere ein s 2 PERIODS(C) und sei u der k

�

urzeste nihtleere Pr

�

a�x von s, so

da� s = uv = vu. Dann teilt k = jU j, W (C) und s = u

j

mit j = W (C)=k. Es ist leiht

zu sehen, da� CARD(PERIODS(C)) = k. Durh Anwendung von Behauptung 5.2 erhalten

wir die Behauptung.

Lemma 5.4 Sei S eine L

�

osung von CY CLE-COVER in G

S

= (S;

~

E) mit WF W � d :

~

E ! IN . Seien C;C

0

2 S und s 2 C, s

0

2 C

0

. Dann gilt

jOVERLAP(s; s

0

)j � W (C) +W (C

0

)

.

Beweis: Sei x = PERIODS(C) und x

0

= PERIODS(C

0

). Es gilt, da� x 6= x

0

, da S

eine L

�

osung von CY CLE-COVER in G

S

= (S;

~

E) mit WF W � d :

~

E ! IN ist. Durh

Behauptung 5.4 wissen wir, da� CARD(x) = W (C) und CARD(x

0

) = W (C

0

).

Nehmen wir nun an, da� der Overlap von s und s

0

ein String u ist, mit juj � W (C) +W (C

0

).

Wir untersheiden dazu 2 F

�

alle:

W (C) = W (C

0

): Dann haben s und s

0

einen Unterstring y mit jyj = W (C) = W (C

0

) gemein-

sam. Aus Behauptung 5.1 folgt dann x = PERIODS(y) = x

0

, was ein Widerspruh zur

Minimalit

�

at von S ist.

W (C) 6= W (C

0

): O.B.d.A. W (C) > W (C

0

). Sei u

i;j

der Unterstring von u der mit dem i-ten

Symbol beginnt und dem j-ten Symbol endet. Dann haben wir

u

1;W (C)

= u

1+W (C

0

);W (C)+W (C

0

)

= u

1;W (C

0

)

u

1+W (C

0

);W (C)

Das zeigt, da� PERIODS(C) weniger als W (C) Rotationen beinhaltet, was durh

Behauptung 5.4 zu einem Widerspruh f

�

uhrt.
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Lemma 5.5 Sei C

i

2 C(G) ein Zyklus von G

S

mit WF W � d,

C

i

= i

1

! :::! i

r

! i

1

:

Dann gilt

j[s

i

1

; :::; s

i

r

℄j � W (C

i

) + js

i

1

j:

Beweis: Einfahe Anwendung von Behauptung 5.3.

5.4.2 Ein Approximationsalgorithmus mit A:R: 4

Eingabe: fs

1

; :::; s

m

g = S � �

�

.

Shritt 1: Konstruiere G

S

= (V;

~

E) mit W � d :

~

E ! IN .

Shritt 2: Wende Cyle-Cover-Algorithmus auf G

S

und W an. Sei dabei S = fC

1

; :::; C

k

g

die Ausgabe.

Shritt 3: F

�

ur alle Kreise i

1

! :::! i

r

! i

1

= C

i

2 S, konstruiere �s

i

= [s

i

1

; :::; s

i

r

℄

Ausgabe: q = �s

1

�s

2

:::�s

k

.

Satz 5.9 Der obige Algorithmus ist ein polynomieller Approximationsalgorithmus f

�

ur

SHORTEST -SUPERSTRING mit einem A:R: von 4.

Beweis: Sei OPT (S) die L

�

ange des k

�

urzesten Superstrings q und S = fC

1

; :::; C

k

g wie in

Shritt 2 de�niert. Wir de�nierenW

i

= W (C

i

) und l

i

max

s2V (C

i

)

jsj. Aus Lemma 5.4 folgt, da�

der Gesamtoverlap h

�

ohstens 2

P

k

i=1

W

i

ist. Also hat der String eine L

�

ange von mindestens

P

k

i=1

l

i

� 2W

i

. Somit folgt, da�

OPT (S) � maxf

k

X

i=1

W

i

;

k

X

i=1

l

i

� 2W

i

g:
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Aus Lemma 5.5 folgt, da� der Ausgabestring q eine L

�

ange

jqj �

k

X

i=1

(l

i

+W

i

)

hat. Also erhalten wir folgende Shranke:

jqj �

k

X

i=1

(l

i

+W

i

)

=

k

X

i=1

(l

i

� 2W

i

) +

k

X

i=1

3W

i

� OPT (S) + 3OPT (S)

= 4OPT (S)

5.5 MAX-FLOW

Als n

�

ahstes wollen wir das Max-Flow Problem mit un

�

ar dargestellten polynomiell beshr

�

ank-

ten Gewihten auf Perfet Mathing reduzieren. Dazu zun

�

ahst einige De�nitionen.

De�nition 5.12 Transport-Netzwerk

Ein Transport-Netzwerk ist eine endliher gerihteter Graph T = (V;E; s; t) mit s 2 V als

Quelle (soure) und t 2 V als Senke (sink). Der Eingangsgrad von s und der Ausgangsgrad

von t seien ohne Einshr

�

ankung 0. Ein Flu� von T ist eine Funktion f : E ! IN , so da�

8v 2 V n fs; tg

X

u

f(u; v) =

X

u

f(v; u);

d.h. f

�

ur alle Knoten gilt das Kirhho�'she Gesetz.

De�nition 5.13 Transport-Netzwerk mit Kapazit

�

aten

Ein Transport-Netzwerk mit Kapazit

�

aten (TNC) ist ein Tupel

C = (V;E; s; t; );
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wobei (V;E; s; t) ein Transport-Netzwerk und  : E ! IN eine Kapazit

�

atsfunktion sind. Ein

Flu� in einem TNC ist ein Flu� in einem Transport-Netzwerk (V;E; s; t), f

�

ur den zus

�

atzlih

0 � f(u; v) � (u; v)

gilt. Der Wert eines solhen Flu�es ist dann

v(; f) =

X

v

f(s; v):

De�nition 5.14 Max-Flow Problem

Gesuht ist f mit v(; f) = max

f

0

v(; f

0

).

Insbesondere werden wir nun das 0-1 Max-Flow Problem betrahten, in der jede Kante die

Kapazit

�

at 1 oder 0 hat. (Im Falle der Kapazit

�

at 0 kann die Kante auh weggelassen werden.)

Satz 5.10 0-1 Max-Flow �

P

KPM.

Beweis: Sei C das Transport-Netzwerk. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 5.3 vor. Ein

System kantendisjunkter Wege von s nah t induziert einen 0-1 Flu� in C, da jeder dieser

Wege zum maximalen Flu� beitr

�

agt. Die Anzahl dieser maximalen kantendisjunkten Wege

und damit auh der Wert f

�

ur den Max-Flow kann durh m = jEj abgesh

�

atzt werden. Wir

konstruieren jetzt eine Familie ungerihteter Hilfsgraphen fH

k

g wie folgt:

V (H

k

) = fs

1

; : : : ; s

k

g [ f(e; 1)je 2 Eg [ f(e; 2)je 2 Eg [ ft

1

; : : : ; t

k

g

E(H

k

) = f(s

i

; (e; 1)))j9v mit e = (s; v) und alle 1 � i � kg

[f((e; 1); (e; 2))je 2 Eg [ f((e; 1); (f; 2))je\ f 6= ;g

[f((e; 2); t

i

)j9v mit e = (v; t) und alle 1 � i � kg:

Aus einem Perfekten Mathing in H

k

k

�

onnen wir nun ein maximales System von s-t Wegen

wie folgt konstruieren
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In dem Perfekten Mathing von H

k

wird jeder Knoten der Form s

i

mit einem Knoten (e; 1)

verbunden. Daher kann der zugeh

�

orige Zwillingsknoten (e; 2) niht mit (e; 1), sondern nur mit

einem Knoten (f; 1) verbunden sein. Dabei sind die Kanten e und f in C adjazent, d.h. sie ha-

ben einen gemeinsamen Knoten. Mit (f; 1) fahren wir jetzt fort, bis der letzte Zwillingsknoten

mit t

j

verbunden ist. Auf diese Weise ordnen wir jedem s

i

einen Pfad s

i

; (e; 1); (f; 1); : : : ; t

j

in

C zu. Aufgrund der Mathing-Eigenshaft sind alle diese Pfade disjunkt. Das Perfekte Mat-

hing in H

k

induziert also ein k-Wegesystem in C. Daher testen wir parallel jeden Graphen

H

k

auf die Existenz eines Perfekten Mathings.

Nun brauhen wir mittels bin

�

arer Suhe nur noh den gr

�

o�ten Graphen zu suhen, der ein

Perfektes Mathing besitzt, ein Perfektes Mathing zu konstruieren und dann den entspre-

henden Max-Flow auszugeben.

Als Korollar ergibt sih

Korollar 5.2 Unary Max-Flow �

P

KPM.

Beweis: Man betrahte den Multigraphen G

0

, der dadurh entsteht, da� eine Kante mit

Kapazit

�

at k in G durh k Kanten mit Kapazit

�

at 1 ersetzt wird.

5.6 Ein Approximationsalgorithmus mit A:R: 1:5 f

�

ur das �TSP

Wir betrahten in diesem Abshnitt das TSP mit Dreieksungleihung. In Kapitel 1.3 haben

wir shon einen Algorithmus mit A:R: 2 f

�

ur dieses Problem vorgestellt. Diesen A:R: werden

wir nun mit Mathing-Tehniken auf 1:5 verbessern.

Sei im folgenden f

�

ur einen Graph G = (V;E) und X � V und Y � P

2

(V ),

� G[X ℄ = (X;E \ P

2

(X)) der von X induzierte Untergraph von G und

� G t Y = (V;E [ Y ) der um Y erweiterte Multigraph von G.
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Nehmen wir an wir haben einen Eulergraph G und � ist eine Eulerreise in G. Wir k

�

onnen

nun aus diesem Eulerkreis einen Hamiltonkreis � konstruieren, indem wir � folgen und die

Orte

�

uberspringen, die wir shon besuht haben. Wir bezeihnen mit

� = SCM(�)

die so entstandene Hamilton-Tour. Wenn wir Kantengewihte haben, folgt durh die Drei-

eksungleihung trivialerweise

W (�) � W (�):

Eine solhe Reise k

�

onnen wir leiht in O(jEj) Zeit konstruieren.

Lemma 5.6 Sei G = (V;E) ein Graph. Dann ist die Zahl

jfv 2 V j deg(v) in G ist ungerade gj

gerade.

Beweis: Wir haben

X

v2V

deg(v) = 2jEj:

Also ist

X

v2V :deg(v)ist ungerade

deg(v) +

X

v2V :deg(v)ist gerade

deg(v)

eine gerade Zahl.

Nun k

�

onnen wir unseren Approximationsalgorithmus pr

�

asentieren:

Input: Eine Instanz (G;W ) vom metrishen TSP .

Shritt 1: Berehne den MST von (G;W ) mit Ergebnis T = (U;C).

Shritt 2: Sei X die Menge der Knoten mit ungraden Grad in T .

Shritt 3: Berehne MIN -W -KPM M in T [X ℄.
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Shritt 4: Konstruiere G

0

= T tM . (Beahte, da� G

0

ein Eulergraph ist (Lemma 5.6).

Shritt 5: Berehne Eulerkreis � in G

0

.

Shritt 6: Konstruiere TSP -Tour � = SCM(�).

Satz 5.11 Der Algorithmus ist ein polynomieller Approximationsalgorithmus f

�

ur das metri-

she TSP mit einem A:R: von 1:5.

Beweis: Die Laufzeit ist klar. F

�

ur die Kosten von � gilt:

W (�) � W (G

0

) = W (T ) +W (M)

Sei �

�

eine optimale Rundreise. Es gilt

W (T ) � W (�

�

):

Seien M

1

und M

2

zwei vershiedene PMs in T [X ℄. Durh die Dreieksungleihung folgt

W (�

�

) � W (M

1

) +W (M

2

):

Also gilt f

�

ur das minimal gewihtete PM M ,

W (�

�

) � 2W (M))W (M) � 1=2W (�

�

):

Insgesamt gilt also

W (�) � W (�

�

) + 1=2W (�

�

) = 3=2W (�

�

):



Kapitel 6

Ein PTAS f

�

ur dihte NP-harte

Probleme

Bisher haben wir immer nur den Worstase von Berehnungproblemen betrahtet. Das hei�t,

wir sind davon ausgegegangen, da� man Instanzen erh

�

alt, die besonders shwer zu l

�

osen sind.

In diesem Kapitel wollen wir nur dihte Instanzen von Berehnungsproblemen betrahten, die

h

�

au�g einfaher zu l

�

osen sind.

Ein Graph G auf n Knoten ist zum Beispiel diht, wenn der Knotengrad aller Knoten 
(n) ist.

Es gibt eine Vielzahl von Problemen, die auf dihten Graphen leihter zu l

�

osen sind, als bei

allgemeinen Graphen als Eingabe. Bei einem Knotengrad von mindestens n=2 kann man zum

Beispiel hamiltonishe Kreise �nden oder approximativ die Anzahl der maximum Mathings

bestimmen. Beide Probleme sind im allgemeinen Fall NP - bzw. #P -hart. E. Dahlhaus, P.

Hajnal und M. Karpinski fanden sogar 1993 f

�

ur n=2-dihte Graphen einen parallelen Algo-

rithmus, der mit O(n) Prozessoren in O(log

4

n) Tiefe auf einer CREW -PRAM hamiltonishe

Kreise �ndet [DHK93℄. Zur De�nition von PRAMS siehe auh das Vorlesungsskript EÆzien-

te Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Algebraishe Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen)

von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91℄ .

82
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6.1 Ein PTAS f

�

ur dihte Instanzen von MAX-CUT

In Kapitel 1.3 haben wir den Begri� PTAS eingef

�

uhrt. F

�

ur MAX-CUT existiert zum Bei-

spiel ein PTAS, wenn wir die Menge der Eingaben auf dihte Graphen beshr

�

anken, d.h. auf

Graphen mit Minimalgrad 
(n). Wir nennen dieses Problem DENSE-MAX-CUT. Sp

�

ater

werden wir das Verfahren auf Graphen verallgemeinern, die einen Durhshnittsgrad von 
(n)

haben.

Satz 6.1 ([AKK95℄) Es existiert ein PTAS f

�

ur DENSE-MAX-CUT.

Beweis: (Hauptidee)

Wenn wir eine Aufteilung von V in V

1

und V

2

haben, so da� die Anzahl der Kanten von V

1

nah V

2

maximal ist, k

�

onnen wir folgende Beobahtung mahen: Sei v ein beliebiger Knoten

in V

1

. Die Majorit

�

at der Nahbarn von v liegen in V

2

. Wenn dies niht der Fall w

�

are, k

�

onnten

wir v aus V

1

entfernen und in V

2

einf

�

ugen. Dieses erg

�

ab einen gr

�

o�eren Shnitt, was ein

Widerspruh zur Optimalit

�

at w

�

are.

Der Algorithmus hat im wesentlihen zwei Shritte:

Shritt 1: W

�

ahle zuf

�

allig gleihverteilt und unabh

�

angig O(logn) Knoten aus, die eine Menge

S bilden. Man kann zeigen, da� mit hoher Wahrsheinlihkeit jeder Knoten in V einen

Nahbarn in S hat.

Shritt 2: F

�

ur jede der 2

O(logn)

Partitionierungen der Menge S konstruiere eine Partitionie-

rung der Gesamtknotenmenge wie folgt und w

�

ahle die beste aus:

Ordne jeden Knoten der Seite zu, die entgegengesetzt zu der Seite liegt, in der die

Majorit

�

at der Nahbarn in S ist.

Man kann nun zeigen, da� der beste so erzeugte Shnitt sehr nahe am optimalen Shnitt liegt.
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Der skizzierte Algorithmus ist die kombinatorishe

�

Ubersetzung des Approximationsshemas

von Arora, Karger und Karpinski [AKK95℄. Man kann das MAX-CUT Problem aber auh

wie folgt als quadratishes ganzzahliges Optimierungsproblem beshreiben:

Wir ordnen jedem Knoten i 2 V eine Variable x

i

zu, die die Werte 0 und 1 annehmen kann.

x

i

= 0 hei�t, da� der Knoten in der Partitionierung links liegt, und x

i

= 1, da� er rehts liegt.

Eine 0=1 Belegung des entsprehenden Vektors gibt uns also eine Partitionierung. Folgendes

Polynom gibt uns die Anzahl der Kanten zwishen den Partitionen an: F

�

ur x 2 f0; 1g

n

sei

P

G

(x) = 1=2

X

fi;jg2E

(x

i

(1� x

j

) + x

j

(1� x

i

))

| {z }

=p

i;j

Es gilt, da� p

i;j

= 1 genau dann, wenn x

i

6= x

j

ist, also i und j auf vershiedenen Seiten

liegen. Also erhalten wir den Summanden 1 f

�

ur jede Kante, die zum Shnitt beitr

�

agt.

Nun stellt sih das Problem P

G

zu maximieren, was nat

�

urlih NP -hart ist. P

G

hat jedoh

eine besondere Form, es ist ein SMOOTH INTEGER PROGRAM [AKK95℄. F

�

ur solhe Pro-

gramme haben Arora, Karger und Karpinski Approximationsshemata konstruiert. Diese Ap-

proximationsshemata werden wir im n

�

ahsten Abshnitt betrahten.

F

�

ur weite Approximationsalgorithmen aufNP -harten dihten Instanzen siehe auh [K97℄ und

[KR98℄, [KZ97b℄, [KZ98℄, [KWZ97℄.

6.2 Ein PTAS f

�

ur SMOOTH INTEGER PROGRAMS

Kernpunkt des PTAS [AKK95℄ ist die Idee des exhaustiv sampling: Wir w

�

ahlen eine klei-

ne Teilmenge der L

�

osungsmenge (randomisiert) aus und probieren dort alle vershiedenen

L

�

osungen. Danah wird die beste L

�

osung zu einer Gesamtl

�

osung erweitert. Es wird gezeigt,

da� wir somit eine Gesamtl

�

osung erhalten, die beliebig nahe am Optimum liegt.

Im Detail entwikeln wir ein PTAS f

�

ur ein allgemeines ganzzahliges numerishes Programm,

auf das eine Vielzahl von kombinatorishen Optimierungsproblemen reduziert werden k

�

onnen:
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De�nition 6.1 (smooth degree-d integer program)

Ein smooth degree-d integer program ( kurz SD-d-IP) ist durh folgendes Optimierungspro-

blem de�niert:

max p(x

1

; :::; x

n

)

s.t. x

i

2 f0; 1g i = 1; :::; n

mit p einem Polynom in x

1

; :::; x

n

, Grad deg(p) � d und der Eigenshaft, da� jedes Monom

vom Grade i einen KoeÆzienten aus O(n

d�i

) hat. (Der Minimierungsfall ist analog de�niert.)

Mit Lemma 3.9 und Lemma 3.10 an der Hand werden wir nun in den folgenden 2 S

�

atzen zei-

gen, da� Approximationsshemata f

�

ur smooth degree-d integer programs existieren. Zun

�

ahst

zeigen wir das f

�

ur den Fall d = 2 und verallgemeinern das Resultat auf beliebiges d 2 O(1).

Satz 6.2 ([AKK95℄) Angenommen, es gibt eine 0� 1-L

�

osung f

�

ur das ganzzahlige quadrati-

she Programm

x

t

Ax + b

t

x �  x 2 f0; 1g

n

mit A 2 O(1)

n�n

; b 2 O(n)

n

;  2 O(1). Dann k

�

onnen wir f

�

ur alle � > 0 in Zeit n

O(1=�

2

)

(mit

beshr

�

ankter Fehlerwahrsheinlihkeit) eine 0� 1-L

�

osung x �nden, f

�

ur die

x

t

Ax+ b

t

x � � �n

2

gilt.

Beweis: Die Idee ist, das quadratishe Programm auf ein relaxiertes lineares Programm zu

reduzieren und dann mit der Raghavan-Thompson Tehnik aus der relaxierten L

�

osung eine

gute 0-1-L

�

osung zu konstruieren. Die Reduktion wird eine Laufzeit von n

O(1=�

2

)

haben, was

f

�

ur hinreihend kleine � die Laufzeit des LP-Solvers (vgl. Abshnitt 8.1) majorisiert. Es ist

klar, da� das Ergebnis nur im Fall  > �n

2

Sinn maht. Der andere Fall ist trivial.
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Sei nun x

�

eine L

�

osung unseres 0-1-quadratishen Programms. Wir k

�

onnen es wie folgt um-

formulieren, indem wir r = (r

i

) durh

r

i

=

X

j

x

j

a

j;i

+ b

i

de�nieren, r

�

:= r(x

�

) setzen und obiges Programm durh

x

t

A+ b

t

= (r

�

)

t

(r

�

)

t

x � 

x 2 f0; 1g

n

ausdr

�

uken.

Nehmen wir nun an, da� wir eine N

�

aherung r an r

�

konstruieren k

�

onnen, so da� jr

�

i

�r

i

j < �n

f

�

ur alle i. Wir de�nieren nun ein leiht modi�ziertes lineares Programm:

max r

t

x

x

t

A+ b � r + �n

x

t

A+ b � r � �n

0 � x � 1

(Die Ungleihungen und arithmetishen Operationen auf den Vektoren verstehen sih kom-

ponentenweise.)

Das Programm ist l

�

osbar, denn x

�

ist eine zul

�

assige L

�

osung mit

r

t

x

�

= (r

�

)

t

x

�

� (r

�

� r)

t

x

�

� � �n

2

:

Wir l

�

osen obiges Programm mit linearer Programmierung, und erhalten dann eine gebrohen-

rationale L

�

osung x und runden diese mit Hilfe von Lemma 3.10 zu einem 0�1-Vektor y. Nah

Lemma 3.10 erhalten wir y

i

, so da� r

t

y � r

t

x� O(n

p

n logn).
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Sei Æ = x

t

A+ b

t

� r

t

. Nah De�nition unseres linearen Programms ist dann jÆ

i

j < �n. Weil y

ein 0� 1-Vektor ist, ist dann jÆyj � �n

2

. Beahte, da� r

t

x � r

t

x

�

.

y

t

Ay + by = (y

t

A+ b)y

= (y

t

A+ b� (x

t

A+ b))y

| {z }

=O(n

3=2

p

logn)

+ Æy

|{z}

���n

2

+ r

t

y

|{z}

�(��n

2

�O(n

3=2

p

logn))

� � (2�+ o(1))n

2

Mit folgender Methode k

�

onnen wir in n

O(1=�

2

)

eine Menge mit n

O(1=�

2

)

m

�

oglihen r konstru-

ieren, von denen eines mit Wahrsheinlihkeit 1=2 die gew

�

unshten Eigenshaften hat.

W

�

ahle zuf

�

allig und unabh

�

angig voneinander k = O((logn)=�

2

) Indizes aus, die eine Multimen-

ge S bilden. Die Menge der Samples wird nun gebildet, indem wir den durh S bestimmten

Positionen alle vershieden 0� 1-Kombinationen zuweisen und die N

�

aherungen r an r

�

durh

r

i

= b

i

+

n

k

X

j2S

s

j

a

j;i

bestimmen (s

j

ist der der entsprehenden Position zugewiesende Wert). Beahte, da� jeder

KoeÆzient konstant ist.

Da wir alle m

�

oglihen Kombinationen ausprobieren, haben wir siher auh ein Sample, bei

dem s

j

= x

�

j

f

�

ur alle j 2 S gilt. Nennen wir dieses Sample �r. Anwendung des Sampling-

Lemmas 3.9 ergibt, da� f

�

ur jedes i mit Wahrsheinlihkeit 1�

1

2n

, �r

i

2 [r

�

i

� �n; r

�

i

+ �n℄ gilt.

D.h. mit Wahrsheinlihkeit 1=2 sind alle �r

i

2 [r

�

i

� �n; r

�

i

+ �n℄.

Mit

�

ahnlihen Methoden k

�

onnen wir nun induktiv ein smooth degree-d integer program auf

ein smooth degree-(d� 1) integer program (im approximativen Sinn) reduzieren:

Satz 6.3 ([AKK95℄) Sei OPT der Maximalwert eines smooth degree-d integer program p.

Dann existiert f

�

ur alle � > 0 ein Algorithmus mit Laufzeit n

O(1=�

2

)

, der eine 0 � 1-L

�

osung x
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produziert, so da�

p(x

1

; :::; x

n

) � OPT � �n

d

gilt. (F

�

ur Minimierungsprobleme gilt das Analoge.)

Beweis: Via Induktion

�

uber den Grad. Der Fall d = 2 ist mit Satz 6.3 bewiesen. Sei nun

p(x

1

; :::; x

n

) =

d

X

i=1

X

m2M(i)

k(m)m(x

1

; :::; x

n

)

mitM(i) die Menge der Monome mit Grad i von p. Nah der De�nition von smooth degree-d

integer Programmen ist k(m) 2 O(n

d�i

), wenn m 2M(i).

q(x

1

; :::; x

n

) =

X

m2M(d)

k(m)m(x

1

; :::; x

n

)

ist das Teilpolynom von p, das nur aus den Monomen vom Grad d besteht. Sei wieder x

�

die

Stelle, f

�

ur die p sein Optimum annimmt und r

�

:= q(x

�

).

Wir wollen nun in n

O(1=�

2

)

eine Approximation r an r

�

ereihen, so da� jr � r

�

j < �n

d

.

Sei dazu n

0

:= jM(d)j �

�

n

d

�

� n

d

. W

�

ahle unabh

�

angig und gleihverteilt voneinander k =

O(

logn

0

�

2

) = O(

logn

�

2

) Monome aus M(d) aus, die eine Menge M bilden. Sei X(M) die Menge

der Variablen, die inM vorkommen. Weil der Grad der Monome ausM(d) d ist, ist jX(M)j �

djM j = O(

logn

�

2

).

Wir berehnen wie beim Beweis von Satz 6.2 n

O(1=�

2

)

Samples r, indem wir die Elemente von

X(M) mit allen m

�

oglihen 0-1-Belegungen belegen und

r =

n

0

k

X

m2M

k(m)m(x)

setzen. Betrahte nun die Belegung, die durh Einsetzung von x

�

entstehen w

�

urde, d. h.

x

i

= x

�

i

8i 2 X(M)

Sei dazu �r das entsprehende Sample. Mit Lemma 3.9 folgt nun, da�

�r 2 [q(x

�

)� �n

0

; q(x

�

) + �n

0

℄

� [r

�

� �n

d

; r

�

+ �n

d

℄
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mit Wahrsheinlihkeit � 1�

1

2n

0

� 1�

1

2n

.

Sei nun ~p =

1

n

P

d�1

i=1

P

m2M(i)

k(m)m(xjX

�

(M)) das smooth degree-(d � 1) Polynom, das

durh Entfernen der Grad-d-Monome und Festsetzen der Variablen in X(M) auf die Werte

von x

�

entsteht.

Bestimme nun nah I.V. in n

O(1=�

2

)

eine L

�

osung �x von

max ~p(x) x 2 f0; 1g

n

;

so da�

~p(�x) � max

x

~p(x))� �n

d�1

Es gilt dann

n~p(�x) + �r > n~p(�x) + r

�

� �n

d

� n~p(x

�

) + r

�

| {z }

=p(x

�

)

�2�n

d

:

Man kann das Verfahren mit Standardmethoden derandomisieren, indem lediglih seine ran-

domisierten Komponenten deterministish simuliert werden:

Random Sampling Wir konstruieren einen Constant-Degree-Expander mit n Knoten und

benutzen die Knoten, die auf einem Random-Walk der L

�

ange O((logn)=�

2

) besuht

worden sind. Die Anzahl der m

�

oglihen Wege ist n

O(1=�

2

)

.

Randomized Rounding Mittels der Methode der bedingten Wahrsheinlihkeiten.

Es gilt zu beahten, da� man durh Densi�zierung niht immer bessere Algorithmen erh

�

alt

(Zum Beispiel beim TSP und auh bei Longest Path Problemen [FK98℄).



Kapitel 7

Approximationsalgorithmen f

�

ur

MAX-SAT und MAX-LIN

Wir werden in diesem Kapitel ein h

�

au�g benutztes Hilfsmittel in der Konstruktion von Ap-

proximationsalgorithmen kennenlernen. Mit einem randomisierten Algorithmus konstruieren

wir f

�

ur eine Instanz von MAX-SAT (und MAX-LIN, s. Anhang A.1) eine Belegung, die

mit hoher Wahrsheinlihkeit viele der Klauseln (Gleihungen) erf

�

ullt. Danah zeigen wir, wie

man diese randomisierte Methode derandomisieren kann und somit einen deterministishen

Algorithmus mit der gleihen G

�

utegarantie erh

�

alt.

Sei f eine Formel in konjunktiver Normalform

f = 

1

^ 

2

^ :::^ 

m

MAX-SAT(f) ist de�niert als

MAX-SAT(f) = max

x2f0;1g

n

jfij

i

(x) = 1gj;

undMAX-SAT ist das Problem f

�

ur eine gegebene Formel f , ein s 2 f0; 1g

n

zu konstruieren,

so da� MAX-SAT(f) = jfij

i

(s) = 1gj.

Wir beweisen folgenden Satz.

90
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Satz 7.1 F

�

ur das MAX-SAT Problem existiert ein polynomieller Approximationsalgorith-

mus mit Approximationsg

�

ute 1=(1� 2

�k

) (k ist dabei die Anzahl der Literale pro Klausel).

Beweis: Seien C = f

1

; :::; 

m

g die Klauseln von MAX-SAT . O.B.d.A sind alle Klauseln

erf

�

ullbar. Wir werden zun

�

ahst ein randomisiertes Verfahren beshreiben , welhes wir sp

�

ater

derandomisieren.

Nehmen wir an, wir h

�

atten eine zuf

�

allige Belegung der Variablen x

1

; :::; x

n

mit Wahrheitswer-

ten. F

�

ur 

i

sei p(

i

) die Wahrsheinlihkeit, da� 

i

von dieser Belegung erf

�

ullt wird. Da f



i

nur von k Variablen abh

�

angt und es h

�

ohstens eine niht erf

�

ullende Belegung gibt, ist

p(

i

) � 1�

2

n�k

2

n

= (1� 2

�k

):

Die erwartete Anzahl p(f) der erf

�

ullten Klauseln ist

p(f) =

m

X

i=1

p(

i

) � m(1� 2

�k

):

Wir haben somit einen randomisierten Algorithmus f

�

ur MAX-SAT mit G

�

utegarantie (1 �

2

�k

), weil nie mehr als m Klauseln gleihzeitig erf

�

ullt werden k

�

onnen.

Wir derandomisieren ihn mit der folgenden Greedymethode: Weise x

1

den Wert t zu, der

die meisten Klauseln erf

�

ullt. Bezeihne die resultierende Funktion als f [x

1

= t℄. Fahre mit

x

2

; x

3

; ::: fort, bis alle Variablen belegt sind. Die G

�

utegarantie bleibt bei (1� 2

�k

):

Sei p(f [x

1

= t

1

; :::; x

i

= t

i

℄) die erwartete Anzahl der erf

�

ullten Funktionen mit festen x

1

; :::; x

i

und freien x

i+1

; :::; x

n

. Aus der De�nition des Erwartungswertes folgt,

p(f) =

1

2

(p(f [x

1

= 1℄) + p(f [x

1

= 0℄)):

Bei der obigen Wahl von x

1

folgt dann

p(f [x

1

= t

1

℄) � p(f):

Das gleihe Argument gilt dann f

�

ur die Wahl von x

2

; :::. Der Erwartungswert wird also nie

kleiner. Shlie�lih gilt

p(f [x

1

= t

1

; :::; x

n

= t

n

℄) � p(f) � m(1� 2

�k

):
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Der Algorithmus ist leiht in polynomieller Zeit implementierbar.

Wir haben also folgenden deterministishen Approximationsalgorithmus f

�

ur dasMAX-3SAT

Problem (alle Klauseln haben die L

�

ange 3) mit einem A:R: von 8=7.

Eingabe: Eine KNF f = 

1

^ 

2

^ :::^ 

m

mit Klauseln der L

�

ange 3.

� := f ; � := � (empty string);

For i = 1 to n do

� � := �[x

i

= t℄ for p(�[x

i

= t℄) � p(�);

� � := �t;

Ausgabe: �

Wir k

�

onnen MAX-SAT aber leider niht beliebig genau approximieren, wie wir in Kapitel

10 sehen werden. H�astad [H97a℄ hat vor kurzem gezeigt ([H97a℄, Theorem 3.1), da� obiger

Approximationsalgorithmus f

�

urMAX-3SAT optimal ist. (F

�

ur den Begri� der approximativen

NP -H

�

arte siehe auh Kapitel 10).

Satz 7.2 ([H97a℄) F

�

ur jedes � > 0 ist MAX-3SAT NP -hart f

�

ur den A:R: 8=7� �.

Wir betrahten jetzt dasMAX-3LIN Problem: gegeben seienm lineare Gleihungen (modulo

2)

�

uber n Variablen mit genau 3 Variablen pro Gleihung. Berehne s 2 f0; 1g

n

, so da� eine

maximale Anzahl der Gleihungen erf

�

ullt wird.

Man maht sofort die Beobahtung, da� ein zuf

�

allig gew

�

ahltes s

�

2

R

f0; 1g

n

die H

�

alfte der

Gleihungen erf

�

ullt. Also ist der erwartete Anteil der erf

�

ullten Gleihungen 1=2. Man benutzt

eine

�

ahnlihe Greedymethode (wie bei MAX-SAT) um den resultierenden Approximations-

algorithmus zu derandomisieren. Wir haben somit
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Satz 7.3 Es existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus f

�

ur das MAX-3LIN

Problem mit A:R: 2.

H�astad ([H97a℄, Theorem 2.3) hat gezeigt, da� auh diese Approximationsg

�

ute optimal ist(!).

Satz 7.4 ([H97a℄) F

�

ur jedes � > 0 ist MAX-3LIN NP -hart f

�

ur einen A:R: 2� �.

7.1 Ein verbesserter Algorithmus f

�

ur MAX-SAT

Wir

�

uberf

�

uhren unsere Instanz C = f

1

; :::; 

m

g von MAX-SAT in ein ganzzahliges lineares

Programm wie folgt:

(ILPMS) max

m

X

i=1

z

i

s.t. z

j

�

P

i2f1;:::;ng:x

i

2

j

y

i

+

P

i2f1;:::;ng: �x

i

2

j

(1 �

y

i

) f

�

ur j = 1; :::; m

y

i

; z

j

2 f0; 1g i = 1; :::; n; j = 1; :::; m

y

i

= 1 bedeutet x

i

ist wahr und z

j

= 1 bedeutet 

j

ist erf

�

ullt. Wir l

�

osen nun die LP -

Relaxierung und erhalten die L

�

osung (y

�

; z

�

). Wir setzen die x

i

unabh

�

angig voneinander

mit Wahrsheinlihkeit y

�

i

auf den Wert wahr (Siehe auh Lemma 3.10). Das ergibt einen

randomisierten Algorithmus f

�

ur MAX-SAT . Eine elementare Umformung ergibt, da� jede

Klausel 

j

einen erwarteten Wert von

0

�

1�

 

1�

1

j

j

j

!

j

j

j

1

A

z

�

j
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zur Gesamtsumme betr

�

agt. Die Optimall

�

osung ist von oben durh

P

m

j

z

�

j

beshr

�

ankt, so da�

man wie zuvor das Verfahren derandomisieren kann. Wir erhalten folgenden Satz.

Satz 7.5 Die beshriebene Methode ist ein polynomieller Approximationsalgotithmus f

�

urMAX-SAT

mit einem A:R:

1

1�

�

1�

1

q

�

q

:

q ist dabei die maximale L

�

ange einer Klausel.

Korollar 7.1 Es existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus f

�

ur MAX-SAT mit

einem A:R: e=(e� 1) � 1:582.

Beweis: Es gilt

�

1�

1

q

�

q

< 1=e.

Nun kombinieren wir beide uns bekannten Algorithmen f

�

urMAX-SAT und w

�

ahlen die besse-

re L

�

osung aus. Dieser einfahe Ansatz gibt uns einen verbesserten Approximationsalgorithmus

f

�

ur MAX-SAT .

Satz 7.6 Es existiert eine polynomieller Approximationsalgorithmus f

�

ur MAX-SAT mit ei-

nem A:R: 4=3.

Beweis: Wir w

�

ahlen also die beste L

�

osung aus. Der Beitrag jeder Klausel 

j

mit j

j

j = k ist

mindestens

1=2((1� 2

�k

) + (1� (1� 1=k)

k

))

� 1=2(2� 2

�k

� (1� 1=k)

k

)

� 3=4



Kapitel 8

Approximationsalgorithmen f

�

ur

MAX-CUT

In diesem Kapitel betrahten wir das MAX-CUT Problem. Eingabe ist ein Graph G =

(V;E). Ziel ist es eine Partionierung von V in V = V

1

[V

2

, (V

1

\V

2

= ;) zu �nden, so da� der

Shnitt jE(V

1

; V

2

)j maximal ist. Wir k

�

onnen zus

�

atzlih eine Gewihtsfunktion w : E ! IR

+

verlangen. In diesem Fall wollen wir das Gewiht des Shnittes maximieren.

Das Problem ist NP-vollst

�

andig, so da� ein Approximationsalgorithmus gerehtfertigt ist. Ein

einfaher randomisierter Algorithmus erzeugt einen Shnitt, der mindestens halb so gro� wie

der optimale ist:

1. Werfe f

�

ur jeden Knoten v eine M

�

unze. Bei Kopf wird v in die Menge C eingef

�

ugt, sonst

niht.

2. E(C; V n C) ist der gefundene Shnitt.

F

�

ur eine Kante fv; wg ist die Wahrsheinlihkeit, da� sie im Shnitt enthalten ist 1=2. F

�

ur

95
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den Erwartungswert der Kosten gilt dann, wegen der Linearit

�

at des Erwartungswertes,

E[jE(C; V nC)j℄ =

X

e2E

1=2 � 1=2OPT (G)

Analog zu MAX-SAT k

�

onnen wir das Verfahren leiht derandomisieren.

Im Laufe der Jahre wurden f

�

ur MAX-CUT immer wieder verbesserte Algorithmen ent-

wikelt, die jedoh niht ma�geblih die Shranke von 2 durhbrahen - bei gro�en Knoten-

zahlen n

�

aherte sih die G

�

utegarantie immer 2. Goemans und Williamson [GW94℄ entwikelten

einen Algorithmus der eine G

�

utegarantie 1:1383 hat. Der Ansatz erreiht mit Hilfe der semi-

de�niten Programmierung sein Ziel und ist randomisiert. Er kann aber mit entsprehendem

Aufwand derandomisiert werden. Wir betrahten ihn in Abshnitt 8.2.

Wir zitieren folgenden Satz.

Satz 8.1 ([PY91℄) F

�

ur alle � > 0 existiert eine GP-Reduktion mit Parametern (1; �) und

(1; �=�) von MAX-3SAT auf MAX-CUT (zur Zeit � � 1:014).

8.1 Grundlagen zur semide�niten Programmierung

In der semide�niten Programmierung werden lineare Fuktionen mit einer aÆn-linearen Kom-

bination von positivsemide�niten symmetrishen Matrizen als Nebenbedingung minimiert

(maximiert). Allgemein sind semide�nite Programme Minimierungsprobleme der folgenden

Form [VB94℄:

min 

t

x

s.t. z

t

F (x)z � 0 8z 2 IR

n
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mit

F (x) = F

0

+

m

X

i=1

x

i

F

i

Eingabe sind also die Zielfunktion  2 IR

m

und m + 1 symmetrishe positiv semide�nite

Matrizen F

0

; :::; F

m

2 IR

n�n

. Dabei sind semide�nite Matrizen wie folgt de�niert:

De�nition 8.1 (positiv-(semi-)de�nite Matrizen)

Eine symmetrishe Matrix A 2 IR

n�n

hei�t positiv semide�nit (positiv de�nit), falls f

�

ur alle

x 2 IR

n

n f0g x

t

Ax � 0 (x

t

Ax > 0) gilt.

Erinnern wir uns an einige grundlegende Eigenshaften von positiv semide�niten Matrizen.

Bemerkung 8.1 F

�

ur eine symmetrishe Matrix A 2 IR

n�n

sind folgende Eigenshaften

�

aquivalent:

1. A ist positiv semide�nit.

2. Alle Eigenwerte von A sind nihtnegativ.

3. Es existiert eine untere Dreieksmatrix B, die nur nihtnegative Diagonalelemente hat,

so da� A = BB

t

.

Ein semide�nites Programm ist ein konvexes Optimierungsproblem, weil sowohl die Zielfunk-

tion als auh die Nebenbedingungen konvex sind: Wenn F (x) und F (y) positivsemide�nit

sind, dann gilt f

�

ur alle 0 � � � 1

F (�x+ (1� �)y) = �F (x) + (1� �)F (y) ist positivsemide�nit.

Abbildung 8.1 veranshauliht ein Beispiel f

�

ur semide�nite Programmierung mit x 2 IR

2

und

F

i

2 IR

7�7

.
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x

F(x) > 0

F(x) < 0

c

Abbildung 8.1: Beispiel f

�

ur ein semide�nites Programm (x 2 IR

2

und F

i

2 IR

7�7

).

Das geshlossene Polygon repr

�

asentiert die Menge der zul

�

assigen Punkte, d. h.

fx 2 IR

2

jF (x) ist positivsemide�nit. g

Anshaulih gesprohen ist hier das Ziel, eine Orthogonale auf  in -Rihtung m

�

oglihst weit

zu bewegen, solange man in der zul

�

assigen Menge bleibt. In unserem Fall ist der Optimalpunkt

x

opt

eindeutig, was im allgemeinen niht notwendigerweise der Fall ist.

Die De�nition von semide�niter Programmierung ersheint auf dem ersten Blik sehr spe-

zialisiert und konstruiert. Wir werden aber im Laufe dieses Kapitels sehen, da� sih viele

numerishe und kombinatorishe Probleme als semide�nite Programme ausdr

�

uken lassen.

Als erstes Bespiel betrahten wir die lineare Programmierung (vgl. [S86℄):

min 

t

x

s.t: Ax+ b � 0
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Da ein Vektor v 2 IR

m

genau dann komponentenweise nihtnegativ ist, wenn die symmetrishe

Matrix diag(v) positivsemide�nit ist, k

�

onnen wir das LP (mit F (x) = diag(Ax+ b) ) auh als

semide�nites Programm formulieren, d. h.

F

0

= diag(b); F

i

= diag(a

i

); i = 1; :::; m;

wobei die a

i

die Spaltenvektoren von A sind. Auf der anderen Seite kann semide�nite Pro-

grammierung auh als Erweiterung der linearen Programmierung betrahtet werden [A95℄.

Es stellte sih heraus, da� die semide�nite Programmierung wie die lineare Programmierung,

sowohl theoretish als auh praktish eÆzient l

�

osbar ist.

Theoretishe EÆzienz: Sie folgt aus der Konvexit

�

at. Somit ist es leiht m

�

oglih, einen

Seperationsalgorithmus anzugeben und somit die (Ellipsoid-)Methode von Khahiyan

anzuwenden (Grundlagen dazu sind in Kapitel 13 von [S86℄ zu �nden). Dieser Algorith-

mus ist zwar polynomiell, aber kaum praktikabel. Alizadeh entwikelte [A95℄ polynomi-

elle Interior-Point-Algorithmen, die ...

Praktishe EÆzienz: ... auh in der Praxis ein gutes Laufzeitverhalten haben und nume-

rish stabil sind.

Dies soll an dieser Stelle als Einf

�

uhrung zu semide�niten Programmierung gen

�

ugen. F

�

ur

weitere Informationen sei an [S86, GLS88, A95, VB94℄ verwiesen.

8.1.1 Semide�nite Programme in der kombinatorishen Optimierung

In diesem Kapitel wollen wir kombinatorishe Optimierungsprobleme mit Hilfe von semide�-

niter Progammierung l

�

osen. Der Ansatz sheint auf den ersten Blik ein wenig umst

�

andlih,

da die semide�nite Programmierung ein numerisher Optimierungsansatz ist, der sheinbar

nihts mit Kombinatorik gemeinsam hat.

Betrahte folgendes Standard-Semide�nites-Programm (SSDP):
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(SSDP ) max

n

X

i;j=0

w

i;j

x

i;j

s.t. x

i;j

2 P mit P einem Polyeder. (x

i;j

erf

�

ullt lineare

Restriktionen)

X ist positiv semide�nit

Diese De�nition entspriht der einf

�

uhrenden Beshreibung von semide�niten Programmen.

Die Methode zum Approximieren unseres Problems vollzieht sih im wesentlihen in 3 Shrit-

ten:

1. Wir beshreiben das Problem als ganzzahliges numerishes Problem. Eine Standardme-

thode, die auf eine Vielzahl kombinatorisher Probleme anwendbar ist, ist die Beshrei-

bung durh ein 0=1-Integer-LP. Als Beispiel betrahten wir hier Vertex-Cover:

(IP ) min

X

v2V



v

s.t. A � 1  2 f0; 1g

V

mit A 2 f0; 1g

E�V

die Inzidenzmatrix von A.

2. Da die 0=1-Integer-Programming NP-vollst

�

andig ist, haben wir allein durh die For-

mulierung (IP ) noh keinen Gewinn. Wir k

�

onnen jedoh (im Fall von Vertex-Cover)

folgende Relaxierung (RP ) in polynomieller Zeit l

�

osen:

(RP ) min

X

v2V



v

s.t. A � 1 0 � 

v

� 1 8v 2 V

3. F

�

ur die L

�

osung des kombinatorishen Problems brauhen wir in der Regel diskrete Wer-

te, in unserem Fall also eine 0=1-L

�

osung. Die L

�

osung in Shritt 2 ist aber m

�

ogliherweise

ein Vektor, dessen Komponeneten Werte annehmen, die eht zwishen 0 und 1 liegen.

Wir m

�

ussen nun diese Werte geeignet auf 0 oder 1 runden, um eine L

�

osung f

�

ur unser

kombinatorishes Problem zu erhalten.
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Der Ansatz in diesem Kapitel variiert ein wenig von dem f

�

ur Vertex-Cover: Wir relaxieren

unser Problem als (SSDP ) und erhalten als seine L

�

osung eine MatrixX = (x

i;j

)

i;j

, mit der wir

allein noh nihts anfangen k

�

onnen. Ziel wird es sein, jeder L

�

osungskomponente (z.B. einem

Knoten) einen Vektor zuzuordnen (im Gegensatz zu unserem Beispiel, wo wir jedem Knoten

eine Komponente eines Vektors zugeordnet haben). Mit der entsprehenden Formulierung

des (SSDP ) erzwingen wir, da� diese Vektoren gewisse Eigenshaften besitzen, so da� wir

im folgenden Rundungsshritt den Knoten diskrete Werte zuordnen k

�

onnen.

Ziel dieses Abshnittes ist es nun, aus der Matrix X eÆzient die ben

�

otigten Vektoren zu

konstruieren.

Behauptung 8.1 Gegeben eine Lsg. X von (SSDP) k

�

onnen wir in polynomieller Zeit eine

Menge fv

1

; :::; v

n

g � IR

n

�nden, so da�

v

t

i

v

j

= x

i;j

8i; j = 1; :::; n:

Beweis: Gegeben eine positiv semide�nite Matrix X = (x

i;j

)

i;j

, k

�

onnen wir mit Hilfe der

Cholesky-Zerlegung eine n � n-Matrix B konstruieren, die Bedingung 3 in Bemerkung 8.1

erf

�

ullt.

Die Zerlegung von X : Betrahte folgendes Shema zur Berehnung von X = (

P

n

k=1

b

k;i

b

k;j

)

i;j

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

b

1;1

0

.

.

.

B

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0 b

n;n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

b

1;1

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

B

.

.

.

0

b

n;n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

x

1;1

� � � � � � x

1;n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

n;1

� � � � � � x

n;n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Es ergeben sih folgende Identit

�

aten:
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� b

1;1

=

p

x

1;1

� x

i;1

= b

1;1

b

i;1

, b

i;1

=

x

i;1

b

1;1

� F

�

ur alle j = 2; :::; n ist

x

j;j

=

j

X

k=1

b

2

j;k

, b

j;j

=

v

u

u

t

x

j;j

�

j�1

X

k=1

b

2

j;k

� F

�

ur alle j = i+ 1; :::; n ist

x

j;i

=

n

X

k=1

b

j;k

b

i;k

=

i

X

k=1

b

j;k

b

i;k

=

i�1

X

k=1

b

j;k

b

i;k

+ b

j;i

b

i;i

,

b

j;i

=

1

b

i;i

 

x

j;i

�

i�1

X

k=1

b

j;k

b

i;k

!

�

x

n;n

=

n

X

i=1

b

2

i;n

, b

n;n

=

v

u

u

t

x

n;n

�

n�1

X

k=1

b

2

j;k

Es gen

�

ugt nun, die Werte in der rihtigen Reihenfolge zu berehnen, was der Algorithmus 8.1

in O(n

3

) Shritten maht:

Algorithmus 8.1 (Cholesky-Dekomposition)

Eingabe : Eine positiv semide�nite Matrix X

Ausgabe : Eine untere Dreieksmatrix B mit der Eigenshaft, da� X = B

t

B

Shritt 1: Berehne b

1;1

.

Shritt 2: Berehne f

�

ur alle i = 2; :::; n, b

i;1

.

Shritt 3: F

�

ur alle i = 2; :::; n� 1
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� Berehne b

i;i

.

� Berehne f

�

ur alle j = i+ 1; :::; n, b

j;i

.

Shritt 4: Berehne b

n;n

.

Wir erhalten fv

1

; :::; v

n

g als die Menge der Spaltenvektoren von B

t

.

8.2 Semide�nite Programme zur Approximation von MAX-

CUT

Wir wollen zun

�

ahst MAX-CUT genau de�nieren:

Problem 8.1 (MAX-CUT)

Input: Ein Graph G = (V;E) mit V = f1; :::; ng und eine Gewihtsmatrix w : V

2

! IR

+

0

mit

� w(i; j) = 0, wenn fi; jg 62 E

� w(i; j) = w(j; i) f

�

ur alle i; j

� w(i; i) = 0 f

�

ur alle i

Task: Finde V

0

� V , so da�

w(V

0

; V n V

0

) :=

X

i2V

0

X

j2V nV

0

w(i; j)

maximal ist. Der Maximalwert wird mit MAX-CUT

�

(G) bezeihnet.

Zun

�

ahst werden wir zwei Lemmata beweisen, die bei der Analyse des randomisierten Rundens

(siehe oben Punkt 3) hilfreih sind.

De�nition 8.2 S

n

= fx 2 IR

n

: kxk = 1:g
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Lemma 8.1 Sei v; w 2 S

n

. Dann gilt

Pr

r2

R

S

n

[sgn(v

t

r) 6= sgn(w

t

r)℄ =

aros(v

t

w)

�

Beweis: Es gilt (Symmetrie)

Pr

r2

R

S

n

[sgn(v

t

r) 6= sgn(w

t

r)℄ = 2 Pr

r2

R

S

n

[v

t

r � 0 ^ w

t

r < 0℄

Setze � := aros(v

t

w). Die Mengen R = fr 2 S

n

jv

t

r � 0 ^ w

t

r < 0g und S

n

n R sind die

Shnittmenge von S

n

mit 2 Halbr

�

aumen, die zusammen einen Winkel von � einshlie�en.

Daraus folgt, da� das Ma� von R �=2� mal dem Ma� von S

n

ist. Also gilt

Pr

r2

R

S

n

[v

t

r � 0 ^ w

t

r < 0℄ = �=2�

=

aros(v

t

w)

2�

Lemma 8.2 F

�

ur alle �1 � y � 1 gilt

aros(y)

�

�

�

2

(1� y)

mit

� := min

0<�<�

2

�

�

1� os�

> 0:87856

Beweis: Setze y := os(�). Es ist nun zu zeigen, da�

2�

�(1� os(�))

> 0:87856

ist:

f(�) =

�

2�

�(1�os(�))

��

= 2=�

�

1

1� os(�)

�

� sin(�)

(1� os(�))

2

�

f

0

(�) > 0
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Bestimme nun die Nullstellen von f :

f(�) = 0, os�+ � sin� = 1

Gem

�

a� unserem Shema werden wir MAX-CUT als ganzzahliges numerishes Problem be-

shreiben. Sei dazu eine Instanz (G;w) von MAX-CUT gegeben. Das folgende quadratishe

Programm

(Q) max

1

2

X

i<j

w

i;j

(1� v

t

i

v

j

)

s.t. v

i

2 S

1

= f�1; 1g 8i 2 V

ist

�

aquivalent zu MAX-CUT, wenn wir als V

0

die Menge der Knoten i nehmen, f

�

ur die gilt

da� v

i

= �1 ist. Wir relaxieren nun (Q) indem wir niht mehr in S

1

, sondern in S

n

rehnen

und somit folgendes Programm (P) erhalten:

(P ) max

1

2

X

i<j

w

i;j

(1� v

t

i

v

j

)

s.t. v

i

2 S

n

8i 2 V

Nehmen wir nun an, da� wir (P) l

�

osen k

�

onnen. Beahte, da� max(P ) � max(Q). Wir ben

�

oti-

gen eine Methode, um aus den gewonnenen n-dimensionalen Vektoren v

i

Werte aus f�1; 1g

zu berehnen, die einen guten Shnitt in G de�nieren. Betrahte folgenden Algorithmus:

Algorithmus 8.2 (Semide�nite-MAX-CUT)

Eingabe : Eine Instanz (G;w) von MAX-CUT

Ausgabe : Ein Teilmenge V

0

� V , die einen Shnitt de�niert
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Shritt 1: L

�

ose (P) mit Ergebnis fv

1

; :::; v

n

g

Shritt 2: W

�

ahle r 2

R

S

n

Shritt 3: Setze V

0

= fijv

t

i

r � 0g

Wir w

�

ahlen eine zuf

�

allige Hyperebene und teilen damit den L

�

osungsraum in 2 Halbr

�

aume auf.

Die Aufteilung der Knotenmenge wird gem

�

a� der Aufteilung der korrespondierenen Vektoren

durh die Hyperebenen gew

�

ahlt. Der folgende Satz liefert uns eine G

�

utegarantie f

�

ur den

Algorithmus 8.2:

Satz 8.2 ([GW94℄) Sei W := w(V

0

; V nV

0

) die durh Algorithmus 8.2 de�nierte Zufallsva-

riable. Dann gilt

E[W ℄ � �=2

X

i<j

w

i;j

(1� v

t

i

v

j

) (8.1)

� �wMAX-CUT

�

(G)

mit

� := min

0<�<�

2

�

�

1� os�

> 0:87856:

Beweis: Aus der Linearit

�

at des Erwartungswertes folgt

E[W ℄ =

X

i<j

w

i;j

Pr

r2S

n

[sgn(v

t

i

r) 6= sgn(v

t

j

r)℄

(Lemma 8.1) =

X

i<j

w

i;j

aros(v

t

i

v

j

)

�

(Lemma 8.2) �

�

2

X

i<j

w

i;j

(1� v

t

i

v

j

):

Es ist ist leiht zu sehen, da� man (P ) als semide�nites Programm ausdr

�

uken kann:

Wenn wir eine positiv semide�nite Matrix X = B

t

B haben, dann bedeutet die Restriktion

x

i;i

= 1, da� die Spaltenvektoren von B aus S

n

sind, und somit ist (mit Beh. 8.1) (P )



KAPITEL 8. APPROXIMATIONSALGORITHMEN F

�

UR MAX-CUT 107

�

aquivalent zu folgendem semide�niten Programm (P

0

):

(P

0

) max

1

2

X

i<j

w

i;j

(1� x

i;j

)

s.t. x

i;i

= 1 f

�

ur alle i 2 V

X ist positiv de�nit

Satz 8.3 ([GW94℄) Der Algorithmus 8.2 kann derart implementiert werden, da� f

�

ur alle �

ein Shnitt mit erwartetem Gewiht

E[W ℄ � (�� �)wMAX-CUT

�

(G)

gefunden wird. Die Laufzeit ist polynomiell in n und log(1=�).

Beweis: In Shritt 1 erhalten wir mit den in Abshnitt 8.1 beshriebenen Methoden eine

relaxierte L

�

osung fv

1

; :::; v

n

g mit Wert �w, f

�

ur die

�w � �wMAX-CUT

�

(G)� � � (�� �)wMAX-CUT

�

(G)

gilt. Wie im Beweis von Satz 8.2 erhalten wir die angegebene Shranke. Die Laufzeit von

Shritt 1 folgt aus den Ausf

�

uhrungen des Abshnitts 8.1.

Wir haben an einem ersten Beispiel gesehen, da� man mit semide�niter Programmierung

ma�geblih verbesserte Ergebnisse erreihen kann. Vor kurzem wurde von Feige, Karpinski

und Langberg [FKL00℄ verbesserte Approximationsalgorithmen, die auf semide�niter Pro-

grammierung basieren, f

�

ur breshr

�

ankten Grad MAX-CUT Probleme konstruiert. Die korre-

spondierenden A.R.'s f

�

ur MAX-CUT f

�

ur Graphen von maximalen Grad 3 und MAX-CUT f

�

ur

3-regul

�

aren Graphen sind entsprehend 1:0858 und 1:0823. Beide Probleme sindMAX-SNP -

hart. Die erste explizite untere Shranke f

�

ur die A.R. f

�

ur das letztere Problem wurde in der

Arbeit von Berman und Karpinski [BK98℄ konstruiert.



Kapitel 9

Explizite Reduktionen

In diesem Kapitel werden wir expliziteGP-Reduktionen kennenlernen. Zur Vereinfahung be-

trahten wir hier h

�

au�g normierte Probleme. Als Besipiel betrahten wir dazu dasMAX-SAT

Problem.

Sei f eine Formel in konjunktiver Normalform

f = 

1

^ 

2

^ :::^ 

m

MAX-SAT(f) war de�niert als

MAX-SAT(f) = max

x2f0;1g

n

jfij

i

(x) = 1gj:

Wir f

�

uhren nun die normierte Variante kMAX-SAT(f)k als

kMAX-SAT(f)k =

MAX-SAT(f)

m

ein. Man beahte, da� 0 � kMAX-SAT(f)k � 1 gilt.

9.1 Expander Graphen

Wir werden in diesem Abshnitt eine sehr n

�

utzlihe Klasse von Graphen kennenlernen, die

sogenannten Expander Graphen.

108
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De�nition 9.1 Ein Graph G = (V;E) wird (n; d; )-Expander genannt, wenn

� er n Knoten hat,

� der Maximalgrad eines Knoten d ist und

� f

�

ur alle Teilmengen W � V mit jW j � n=2 gilt

jN(W )j � jW j:

N(W ) ist dabei die Nahbarshaft von W in V nW .

Solhe Graphen werden z.B. bei der Konstruktion von Sortiernetzwerken oder bei der Kon-

struktion von Graphen mit hohem Zusammenhang und geringen Grad ben

�

otigt. Sie sind

von gro�er Bedeutung bei der Realisierung von Netzwerken f

�

ur Parallelrehner. Die Be-

weis der Existenz von solhen Expandern ist niht trivial aber auh niht shwer einzusehen

[M73℄. Die Konstruktion von Expandern ist shwieriger. H

�

ohepunkt einer Reihe von Arbeiten

[M73℄, [GG81℄, [LPS86℄ ist folgendes Resultat. Ein Graph hei�t d-regul

�

ar genau dann wenn

8v 2 V Grad(v) = d.

Satz 9.1 ([LPS88℄) Es existiert ein n

0

, so da� f

�

ur alle Primzahlen p � 1(mod 4) eine

Familie von d = (p+ 1)-regul

�

aren Graphen (G

n

)

n�n

0

existiert, die (n; p; (p))-Expander sind.

Wir k

�

onnen diese Graphen in Zeit n

O(1)

konstruieren.

Wir werden diese Expander Graphen f

�

ur die Konstruktion von Reduktionen ben

�

otigen.

Korollar 9.1 ([LPS88℄) Es existiert ein n

0

, so da� wir f

�

ur alle n � n

0

in Zeit n

O(1)

einen

14-regul

�

aren Graph G

n

auf n(1 + o(1)) Knoten erzeugen k

�

onnen, so da� f

�

ur alle S � V (G)

die Anzahl der Kanten zwishen S und seinem Komplement

�

S gr

�

o�er als minfjSj; j

�

Sjg ist.
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9.2 Die Reduktion von kMAX-3SATk �

GP

k5-O-3SAT k

Lemma 9.1 F

�

ur alle Æ > 0 existiert eineGP-Reduktion von kMAX-3SATk auf k29-O-3SATk

mit Parametern (1; (1� Æ)

�1

) und (1; (1� Æ=43)

�1

).

Beweis: Sei I eine Instanz vonMAX-3SAT mit n Variablen y

1

; :::; y

n

und m Klauseln. Wir

de�nieren m

i

als die Anzahl der Klauseln, in denen y

i

vorkommt. N de�nieren wir als

N =

X

i

m

i

Weil wir eine 3SAT-Formel haben, giltN � 3m. Sei im Folgenden n

0

die Konstante die wir in

Kapitel 9.1 bei der Konstruktion von Expander Graphen de�niert haben. O.B.d.A. ist jedes

m

i

> n

0

, da die n

0

-fahe Replikation jeder einzelnen Klausel nihts am Anteil der erf

�

ullten

Klauseln

�

andert.

Wir konstruieren nun eine Instanz �(I) von 29-O-3SAT .

� Ersetze y

i

durh m

i

Kopien y

1

i

; :::; y

m

i

i

, indem wir f

�

ur das j-te Auftreten y

j

i

benutzen.

� Konstruiere den Expander Graphen G

m

i

.

� F

�

ur jede Variable y

i

und jede j; l � m

i

mit fj; lg 2 E(G

m

i

) konstruiere neue Klauseln

(y

l

i

_ :y

j

i

); (y

j

i

_ :y

l

i

)

jE(G

m

i

)j = 14 �m

i

=2 = 7 �m

i

:

Es gibt 14 �m

i

neue Klauseln.

Diese Formel hat somit 14N neue Klauseln und m alte Klauseln und jede Variable tauht in

genau 28 neuen und einer alten Klausel auf.

Eine optimale Belegung von �(I) erf

�

ullt alle neuen Klauseln. Angenommen es wird eine neue

Klausel von y

i

niht erf

�

ullt. Dann haben die Variablen y

1

i

; :::; y

m

i

i

niht alle den gleihen Wert.
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Betrahte diese Variablen als Knoten von G

m

i

. Die Werte dieser Variablen de�niert uns eine

Partition S,

�

S der Knotenmenge. O.B.d.A. ist jSj � m

i

=2. Aus dem Korollar 9.1 folgt, da�

mindestens jSj + 1 Kanten aus S herausgehen. Jede dieser Kanten entspriht einer niht

erf

�

ullten neuen Klausel.

Drehe die Werte f

�

ur die Variablen in S herum. Wir erf

�

ullen nun jSj+ 1 neue Klauseln mehr

und h

�

ohstens jSj alte Klauseln weniger als vorher. Das ist ein Widerspruh zur Optimalit

�

at.

Also erf

�

ullt eine optimale Belegung von �(I) alle neuen Klauseln. Somit haben wir

kMAX-3SAT(I)k = 1 =) k29-O-3SAT(�(I))k= 1

Nehmen wir nun an, da� keine Belegung mehr als (1 � Æ)m Klauseln von I erf

�

ullen kann.

Dann k

�

onnen in der neuen Formel niemals mehr als 14N + (1� Æ)m Klauseln erf

�

ullt werden.

Der Anteil der niht erf

�

ullten Klauseln ist also

1�

14N + (1� Æ)m

14N +m

=

Æm

14N +m

(N � 3m) �

Æm

42m+m

= Æ=43

Daraus folgt

kMAX-3SAT(I)k < (1� Æ) =) k29-O-3SAT(�(I))k < 1� Æ=43

Satz 9.2 F

�

ur alle Æ > 0 existiert eineGP-Reduktion von k29-O-3SATk auf k5-O-3SATk

mit Parametern (1; (1� Æ)

�1

) und (1; (1� Æ=29)

�1

).

Beweis: Ersetze den Expander der letzten Konstruktion durh einen Kreis: Wenn eine

Variable l-mal auftauht, dann ersetze sie durh l neue Variablen und f

�

uge die neuen Klauseln

entsprehend dem Kreis auf l Knoten ein. Jede Variable ersheint nun in 4 neuen und einer

alten Klausel. Wenn nun ein 1� Æ-Anteil der alten Formel erf

�

ullt wird, dann wird h

�

ohstens

ein 1� Æ=29-Anteil der neuen Formel erf

�

ullt.
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9.3 Die Reduktion von k5-O-3SAT k �

GP

LABEL COV ER

Wir de�nieren LABEL COVER wie folgt. Eingabe ist

1. Ein regul

�

arer

1

bipartiter Graph G = (V

1

; V

2

; E).

2. Eine nat

�

urlihe Zahl N , die die Menge f1; :::; Ng der Labels de�niert.

3. F

�

ur jede Kante e 2 E eine partielle Funktion �

e

: f1; :::; Ng! f1; :::;Ng.

Ein Labelling ist durh eine niht-leere Menge von Labels f

�

ur jeden Knoten von G de�niert.

Wir sagen ein Labelling

�

uberdekt eine Kante e = fu; vg (mit u 2 V

1

und v 2 V

2

), wenn f

�

ur

jedes Label a

2

von v ein Label a

1

von u existiert, so da�

�

e

(a

1

) = a

2

Aufgabe ist es, ein Labelling zu �nden, das ein Label pro Knoten vergibt und den Anteil der

�

uberdekten Kanten maximiert.

Satz 9.3 F

�

ur alle � > 0 existiert eineGP-Reduktion von k5-O-3SATk auf LABEL COVER

mit Parametern (1; (1� �)

�1

) und (1; (1� �=3)

�1

).

Beweis: Gegeben eine Instanz I von 5-O-3SAT konstruieren wir wie folgt eine Instanz

G = (V

1

; V

2

; E) von LABEL COVER.

� In V

1

haben wir f

�

ur jede Klausel und

� in V

2

f

�

ur jede Variable einen Knoten.

� Wir haben eine Kante, wenn die entsprehende Variable in der jeweiligen Klausel vor-

kommt.

1

Ein bipartiter Graph wird regul

�

ar genannt, wenn zwei Konstanten d

1

; d

2

existieren, so da� der Grad der

Knoten auf der linken Seite d

1

und auf der rehten Seite d

2

ist.
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� Die Anzahl N der Labels ist 8.

� Wir betrahten f

�

ur einen Knoten in V

1

, in dessen Klausel die Variablen x

i

; x

j

; x

k

vor-

kommen, das Label als einen bin

�

aren Vektor (b

1

; b

2

; b

3

) bez

�

uglih der Belegung x

i

=

b

1

; x

j

= b

2

; x

k

= b

3

.

� F

�

ur die Knoten aus V

2

haben wir nur die Labels 0 oder 1 (Alle anderen 6 Labels sind

Dummy-Labels).

Nun beshreiben wir �

e

. Sei e = fu; vg 2 E, wobei u der Klausel C und v der Variable x

i

entspriht. Sei nun j die Stelle an der x

i

in C auftritt. Wir de�nieren

�

e

(b

1

; b

2

; b

3

) = b

j

() b

1

; b

2

; b

3

erf

�

ullt C:

� F

�

ur jeden Knoten d

�

urfen wir nur ein Label verwenden. Also ist das Labelling der Knoten

in V

2

eine Wahrheitsbelegung der Variablen.

� Das Labelling der Knoten in V

1

de�niert uns eine Belegung der Variablen in den ent-

sprehenden Klauseln (die die Klauseln erf

�

ullen).

� Eine Kante wird

�

uberdekt, wenn die Belegung der Variable auf beiden Seiten

�

uberein-

stimmt und die Klausel erf

�

ullt wird.

Wenn alle Kanten

�

uberdekt werden, haben wir eine erf

�

ullende Belegung. Wenn keine Be-

legung mehr als einen (1 � �)-Anteil der Klauseln erf

�

ullen kann, dann existiert auh kein

Labelling, das mehr als einen (1� �=3)-Anteil der Kanten

�

uberdekt.

9.4 Die Reduktion von LABEL COV ER �

GP

MAX-CLIQUE

Satz 9.4 F

�

ur alle ; � > 0 existiert eine GP-Reduktion mit Parametern (=jEj; �) und (; �)

von LABEL COVER auf MAX-CLIQUE .
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Beweis: Sei G = (V

1

; V

2

; E); N;� eine Instanz von LABEL COVER. Wir konstruieren

eine Instanz G

0

= (V

0

; E

0

) von MAX-CLIQUE wie folgt. F

�

ur eine Kante e und Labels

a

1

und a

2

, mit �

e

(a

1

) = a

2

nennen wir das Tripel (e; a

1

; a

2

) ein Labelling Szenario. F

�

ur

e = fu; vg interpretieren wir das Labelling Szenario als Zuordnung von a

1

zu u und a

2

zu

v. Zwei Szenarien werden inkonsistent genannt, wenn die zugeh

�

origen Kanten einen Knoten

gemeinsam haben, dem aber vershiedene Labels zugeordnet wurden.

� V

0

ist die Menge der Labelling Szenarien.

� E

0

: Zwei Szenarien sind adjazent, wenn sie niht inkonsistent sind.

Wir zeigen nun, da� die Gr

�

o�e der gr

�

o�ten Clique in G

0

gleih der maximalen Anzahl der

�

uberdekten Kanten in unserer Instanz von LABEL COVER ist.

F

�

ur jedes Labelling, da� K Kanten

�

uberdekt, bilden die zugeh

�

origen Szenarien eine Clique

der Gr

�

o�e K, weil sie alle konsistent sind.

Sei nun eine Clique S � V

0

der Gr

�

o�e K gegeben. Kein Paar von Szenarien in S kann

inkonsistent sein. D.h. f

�

ur jeden beliebigen Knoten in V

1

[ V

2

existieren keine 2 Szenarien in

S, die vershiedene Label zu diesem Knoten zuordnen. Nun benutzten wir diese Labels (wenn

sie existieren) und erhalten ein (partielles) Labelling, das jede Kante, die in S betrahtet wird

�

uberdekt. Trivialerweise kann dieses partielle Labelling zu einem vollst

�

andigen Labelling

erweitert werden.



Kapitel 10

Die NP -H

�

arte von

Approximationsproblemen

Rufen wir uns noh einmal die Notationen aus Kapitel 1.3 in Erinnerung. Ein Max(Min)-

Problem war eine Menge P von Instanzen I = (F; ). F war dabei die Menge der zul

�

assigen

L

�

osungen und  : F ! IR eine Kostenfunktion, die uns f

�

ur jede zul

�

assige L

�

osung s 2 F die

Kosten (s) angibt.

Wir sagen, da� ein Optimierungsproblem X (approximativ) NP -hart f

�

ur den A:R: � (bzgl.

deterministisher [randomisierter℄ Reduzierbarkeit) ist, wenn die Existenz eines polynomielle

[randomisierten℄ Approximationsalgorithmus f

�

ur X mit A:R: � impliziert, da� P = NP

[RP = NP ℄.

Nehmen wir an wir haben einen Approximationsalgorithmus A f

�

ur P . F

�

ur eine Instanz x 2 P

de�nieren wir ~y = (A(x)). ~y sind also die Kosten der L

�

osung, die uns A erzeugt. Wir

verlangen, da�

� =

1

1� Æ

f

�

ur Æ > 0,

115
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die Approximationsg

�

ute von A ist. Aus Kapitel 1.3 wissen wir, da� f

�

ur Maximierungsprobleme

j

=~y

z }| {

(A(x))�OPT (x)j

maxfOPT (x); (A(x))g

� Æ

gilt. Das hei�t, ~y �

OPT (x)

�

. Wir sagen auh, A approximiert P mit der Approximationsg

�

ute

(mit A:R:) � = �(n), wenn ~y �

OPT (x)

�

.

Wie k

�

onnen wir nun beweisen, da� ein Maximierungsproblem P

2

approximationshart ist?

Nehmen wir an, da� eine polynomielle Reduktion � von SAT auf ein Maximierungsproblem

P

1

existiert, so da� f

�

ur jede Formel g gilt

g 2 SAT ) OPT (�(g)) � l

1

g 62 SAT ) OPT (�(g)) <

l

1

�

1

Nehmen wir nun eine GP-Reduktion � (aus De�nition 1.8) mit Parametern (l

1

; �

1

) und

(l

2

; �

2

) und bilden die Komposition � Æ � (die trivialerweise auh wieder in polynomieller

Zeit berehenbar ist). � Æ � ergibt nun eine Reduktion von SAT auf P

2

, die uns folgende

Eigenshaften sihert:

g 2 SAT ) OPT (�(�(g)))� l

2

g 62 SAT ) OPT (�(�(g)))<

l

2

�

2

Mit anderen Worten zeigt uns � Æ � , da� ein A:R: �

2

f

�

ur P

2

NP -hard ist. Denn:

g 2 SAT � (�(�(g)))�

l

2

�

2

:

Analog de�nieren wir die GP-Reduktion f

�

ur Minimierungsprobleme.

10.1 Ein Beispiel f

�

ur Promiseprobleme: das Unique Clique

Problem

Das Unique Clique Problem geh

�

ort zu den sogennanten Promiseproblemen. Ein Problem ist

ein Promiseproblem, wenn neben der Eingabe irgendein \Versprehen" mit der Eingabe as-
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soziiert ist. Wir sagen ein Algorithmus l

�

ost ein Promiseproblem, wenn er zu jeder Eingabe,

die die versprohene Bedingung erf

�

ullt, eine rihtige Antwort ausgibt. Bei Eingaben, die diese

Bedingung niht erf

�

ullen ist es jedoh m

�

oglih, da� der Algorithmus niht korrekt antwortet.

Nat

�

urlih ist das Versprehen nur von Bedeutung, wenn die versprohene Bedingung niht

mit den gleihen Ressouren, wie sie der Algorithmus verwendet, veri�ziert werden kann.

Nun kommen wir zur De�nition eines Promiseproblems, und zwar des Unique Clique Pro-

blems.

De�nition 10.1 Das Unique Clique Problem ist ein Promiseproblem und wie folgt de�niert:

Eingabe: Ein ungerihteter Graph G = (V;E) und eine Zahl k 2 IN .

Versprehen: G enth

�

alt h

�

ohstens eine Clique der Gr

�

o�e k.

Frage: Enth

�

alt G eine Clique der Gr

�

o�e k?

Erinnern wir uns an den Begri� der

�

ublihen polynomiellen Reduzierbarkeit, der in der Lite-

ratur benutzt wird.

Seien � und � zwei endlihe Alphabete. Eine Sprahe A � �

�

hei�t polynomzeit reduzierbar

auf eine Sprahe B � �

�

, in Zeihen A �

P

B, falls es eine totale Funktion f : �

�

! �

�

mit

polynomieller (det.) Zeitkomplexit

�

at gibt, so da� f

�

ur alle a 2 �

�

gilt:

a 2 A � f(a) 2 B:

O�ensihtlih ist �

P

eine transitive Relation, d.h. aus A �

P

B und B �

P

C folgt A �

P

C.

Analog hierzu l

�

a�t sih auh die randomisierte Reduzierbarkeit de�nieren. So ist A randomi-

siert (Polynomzeit) reduzierbar auf B (A �

RP

B), falls

9 RTM M mit �

M

: �

�

! �

�

, T

M

(n) = n

O(1)

, so da� 8x 2 �

�

[x 2 A, �

M

(x) 2 B℄
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Im folgenden Satz 10.1 werden wir zeigen, da� das Cliquenproblem (CP) randomisiert redu-

zierbar auf das Unique Clique Problem (UCP) ist. Da CP NP -vollst

�

andig ist, gilt damit das

interessante Korollar

Korollar 10.1 Wenn es zur L

�

osung des Unique Clique Problems einen randomisierten poly-

nomiellen Algorithmus gibt, dann gibt es f

�

ur jedes Problem in NP einen solhen Algorithmus.

Satz 10.1 Das Cliquenproblem ist randomisiert reduzierbar auf das Unique Clique Problem,

d.h., es gilt CP �

RP

UCP .

Beweis: Wir de�nieren MAX-CLIQUE (G) := maxfjV

0

j : V

0

ist eine Clique in Gg und

konstruieren eine eÆziente randomisierte Reduktion f : G = (V;E) 7! G

0

= (V

0

; E

0

), die wie

folgt de�niert ist:

� Eingabe: Ein ungerihteter Graph G = (V;E) mit jV j = n und eine Zahl k 2 IN .

� Ausgabe: Ein ungerihteter Graph G

0

= (V

0

; E

0

) mit jV

0

j = (nk)

O(1)

, mit folgenden

Eigenshaften:

{ Falls MAX-CLIQUE (G) < k, dann gilt MAX-CLIQUE (G

0

) < 2nk

2

.

{ Falls MAX-CLIQUE (G) = k, dann gibt es mit hoher Wahrsheinlihkeit eine

ganze Zahl r, 2nk

2

� r � 2nk(k + 1), so da� G

0

genau eine Clique der Gr

�

o�e r

besitzt, d.h.

Pr[9r 2 IN mit 2nk

2

� r � 2nk(k + 1), so da� [#

r



(G

0

) = 1℄℄ � 1=2.

#

r



(G

0

) ist dabei als die Anzahl der Cliquen der Gr

�

o�e r in G

0

de�niert.

Eine Reduktion mit diesen Eigenshaften beweist den Satz. Denn bei einer Eingabe G f

�

ur das

Cliquenproblem k

�

onnen wir die Reduktion f

�

ur jedes m

�

oglihe k (1 � k � n) durhf

�

uhren, und

somit den Graphen G

0

erzeugen. Dann k

�

onnen wir den Algorithmus f

�

ur das Unique Clique
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Problem auf G

0

anwenden, wobei r entweder zuf

�

allig und gleihverteilt aus [2nk

2

; 2nk(k+ 1)℄

gew

�

ahlt wird, oder jedes r in diesem Bereih

�

uberpr

�

uft wird.

Die Reduktion l

�

a�t sih nun wie folgt bewerkstelligen. Wir konstruieren zun

�

ahst bei gegebe-

nem G = (V;E) und k 2 IN ein Gewihtssystem (V; F

k

; w), wobei

F

k

= fW jW ist eine Clique der Gr

�

o�e k von Gg

und w eine randomisierte Funktion w : V ! f1; : : : ; 2ng ist. Aus dem Isolationslemma (Lem-

ma 3.1) folgt dann, da� dieses Gewihtssystemmit hoher Wahrsheinlihkeit (� 1=2) eindeutig

ist. Der Graph G

0

wird nun wie folgt konstruiert: Wir ersetzen jeden Knoten v 2 V durh

eine Clique C

v

der Gr

�

o�e 2nk+w(v) und verbinden f

�

ur jede Kante (u; v) 2 E alle Knoten in

C

u

mit allen Knoten in C

v

. D.h.,

V

0

=

[

v2V

fv

i

: 1 � i � 2nk + w(v)g

E

0

= ffv

i

; v

j

g : v 2 V g [ ffu

i

; v

j

g : fu; vg 2 Eg.

Falls C = fv

1

; : : : ; v

t

g � V nun eine Clique in G ist, so ist C

0

= C

v

1

[ C

v

2

[ : : : [ C

v

t

� V

0

einen Clique in G

0

der Kardinalit

�

at 2nkt + w(v

1

) + : : : + w(v

t

1

). Nat

�

urlih entspriht auh

jede (maximale) Clique in G

0

einer Clique (oder einem einzigen Knoten) in G.

Nahdem die Reduktion nun vollst

�

andig beshrieben worden ist, folgt der Beweis aus den

folgenden zwei Behauptungen.

Behauptung 1: FallsMAX-CLIQUE (G) < k, dann ist MAX-CLIQUE (G

0

) < 2nk

2

.

Diese Behauptung ergibt sih aus der Tatsahe, da� die Gr

�

o�e einer Clique C

0

� V

0

die zu

einer Clique C = fv

1

; : : : ; v

k�1

g � V korrespondiert, h

�

ohstens

2nk(k � 1) + w(v

1

) + : : :+ w(v

k�1

) �

2nk(k � 1) + 2nk(k � 1) = 2n(k + 1)(k� 1) < 2nk

2

ist.
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Behauptung 2: FallsMAX-CLIQUE (G) = k, dann gilt

Pr[9r 2 IN mit 2nk

2

� r � 2nk(k + 1), so da� [#

r



(G

0

) = 1℄℄ � 1=2.

Aus dem Isolationslemma (Lemma 3.1) folgt, da� die maximal gewihtete Clique (unter allen

Cliquen der Gr

�

o�e k in G) eindeutig ist. Diese Clique sei mit C, und deren korrespondierende

Clique in G

0

mit C

0

bezeihnet. C

0

ist eine Clique der Gr

�

o�e 2nk

2

+ �w(C). O�ensihtlih ist

2nk

2

< 2nk

2

+ �w(C) < 2nk(k + 1). F

�

ur jede andere Clique

�

C � V;

�

C 6= C; der Gr

�

o�e k

hat die korrespondierende Clique in G

0

die Kardinalit

�

at 2nk

2

+ �w(

�

C) < 2nk

2

+ �w(C). Wegen

Behauptung 1 ist f

�

ur jede Clique in G der Gr

�

o�e < k die korrespondierende Clique in G

0

kleiner als 2nk

2

+ �w(C). Da es in G keine Cliquen der Gr

�

o�e > k gibt, gibt es auh keine

Clique gr

�

o�er als C

0

in G

0

. Deswegen ist C

0

die eindeutige Maximum Clique in G

0

.

10.2 Approximationsh

�

arte von MAX-CLIQUE

In diesem Abshnitt wollen wir zeigen, da� es NP -hart ist, eine Approximation an die gr

�

o�te

Clique in einem gegebenen Graphen G zu �nden. D.h. wir wollen folgenden Hauptsatz bewei-

sen, der auf Arora, Lund, Motwani, Sudan und Szegedy [ALM

+

92℄ zur

�

ukgeht.

Satz 10.2 (Hauptsatz) Es gibt ein � > 0, so da� die Approximation vonMAX-CLIQUE

mit A:R: n

�

NP -hart ist.

Wir ben

�

otigen eine modi�zierte Form von MAX-SAT : Sei f eine Formel in konjunktiver

Normalform

f = 

1

^ 

2

^ :::^ 

m

MAX-SAT(f) war de�niert als

MAX-SAT(f) = max

x2f0;1g

n

jfij

i

(x) = 1gj:
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Wir f

�

uhren nun die normierte Variante kMAX-SAT(f)k als

kMAX-SAT(f)k =

MAX-SAT(f)

m

ein. Man beahte, da� 0 � kMAX-SAT(f)k � 1 gilt.

Zum Beweis unseres Hauptsatzes benutzen wir folgendes Lemma von [ALM

+

92℄, da� wir in

Kapitel 2.2 beweisen werden.

Lemma 10.1 Wenn f

�

ur MAX-3SAT ein PTAS existiert, so folgt P = NP

Wir ben

�

otigen aber noh weitere Vor

�

uberlegungen.

Satz 10.3

F

�

ur alle l; � > 0 existiert eine GP -Reduktion von kMAX-3SATk auf MAX-CLIQUE mit

den Parametern (l; 1+ �) und (l

N

3

; 1 + �), wobei N polynomiell in n ist.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage durh eine Modi�kation der Reduktion von 3SAT auf

CLIQUE (siehe dazu auh [K72℄). Sei g dazu eine Formel in konjunktiver Normalform mit

genau 3 Literalen pro Klausel:

g(x

1

; :::; x

n

) = 

1

^ 

2

^ :::^ 

m

:

Wir konstruieren nun eine GP-Reduktion � : g 7! G = (V;E) auf MAX-CLIQUE :

V = fv

i;j

j1 � i � m; 1 � j � 3g

E = ffv

i

1

;j

1

; v

i

2

;j

2

gji

1

6= i

2

^ 

i

1

;j

1

6= :

i

2

;j

2

g

Wenn nun eine Knotenteilmenge C � V eine Clique von G ist, induziert diese eine konsi-

stente Wahrheitsbelegung von x

1

; :::; x

n

, da jede Variable in h

�

ohstens einer Belegung in C

vorkommt. Pro Klausel 

i

existiert au�erdem h

�

ohstens ein Knoten in C, der ein Literal re-

pr

�

asentiert, das 

i

erf

�

ullt. Andersherum erf

�

ullt ein Knoten v

i;j

2 C auh die Klausel 

i

. Somit
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sind jCj Klauseln von g erf

�

ullt. Es folgt also mit N = 3m,

kMAX-3SAT(g)k = l ) MAX-CLIQUE (G) = lN=3

kMAX-3SAT(g)k <

l

1 + �

) MAX-CLIQUE (G) <

lN

3(1 + �)

Fassen wir noh mal den Satz 10.3 zusammen, so erhalten wir folgende Aussage: F

�

ur alle

�

0

> 0 existiert eine GP -Reduktion � mit Parametern (l; 1+ �

0

) und (l

N

3

; 1 + �

0

), s.d.

� : g =

m

^

i=1



i

7! G = (V;E) mit jV j = N = 3m

Es gilt dabei ferner

kMAX-3SAT(g)k = l ) MAX-CLIQUE (G) = lm = lN=3

kMAX-3SAT(g)k <

l

1 + �

0

) MAX-CLIQUE (G) <

lm

1 + �

0

= lN=3

1

1+ �

0

:

F

�

ur das Entsheidungsproblem 3SAT m

�

ussen wir l = 1 setzen. Wir �xieren nun �, so da�

1 + � =

1

1+�

0

. Dann ist das folgende Entsheidungsproblem ob 1. oder 2. gilt, als Konsequenz

von Lemma 10.1 NP -hart.

1. MAX-CLIQUE (G) � N=3 �!MAX � 3SAT (g)� m

2. MAX-CLIQUE (G) < N=(3(1 + �)) �!MAX � 3SAT (g) < m=1 + �

Da wir � beliebig w

�

ahlen k

�

onnen, erhalten wir mit Lemma 10.1 eine shw

�

ahere Ausage als

in unserem Hauptsatz:

Satz 10.4 Es existiert ein � > 0, so da� die Approximation von MAX-CLIQUE mit A:R:

(1 + �) NP -hart ist.

Um diese Aussage zu versh

�

arfen, brauhen wir eine Konstruktion, die die Gr

�

o�e der ma-

ximalen Clique in G in einem viel st

�

arkeren Ma� von der Erf

�

ullbarkeit der 3SAT Formel g

abh

�

angig maht. Wir f

�

uhren dazu die sogenannten (n; k; �)-Booster ein:
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De�nition 10.2 ((n; k; �)-Booster) Sei n 2 IN gegeben. Ein (n; k; �)-Booster B ist eine

Menge B � P

k

(f1; :::; ng) von k-elementigen Teilmengen von f1; :::; ng, so da� f

�

ur alle A �

f1; :::; ng

(�� �)

k

�

jfBjB 2 B; B � Agj

jBj

| {z }

=r

B

� (�+ �)

k

f

�

ur � = jAj=n gilt. r

B

wird BOOSTER-RATIO von B genannt.

Als Beispiel betrahten wir B = P

k

(f1; :::; ng). F

�

ur � � 0 ist B ein (n; k; �)-Booster: Sei

A � f1; :::; ng mit jAj = �n. Der BOOSTER-RATIO r

B

ist dann

(

�n

k

)

(

n

k

)

�

(�n)

k

n

k

= �

k

. Die

Gr

�

o�e von B ist

�

n

k

�

= �(n

k

). Somit folgt, da� wir nur f

�

ur konstantes k diesen einfahen

Booster ist polynomieller Zeit konstruieren k

�

onnen. Alon, Feige, Widgderson und Zukerman

[AFWZ95℄ zeigen, da� aber auh f

�

ur k = O(logn) (n; k; �)-Booster in polynomieller Zeit

konstruiert werden k

�

onnen:

Satz 10.5 (BOOSTER-SATZ [AFWZ95℄) Sei k = O(logn) und � > 0. Dann kann man

in polynomieller Zeit einen (n; k; �)-Booster B mit polynomieller Gr

�

o�e berehnen.

Mit diesem Werkzeug, k

�

onnen wir unser Nihtapproximierbarkeitsresultat erheblih verbes-

sern. Wir werden mit Hilfe von (n; k; �)-Boostern unseren Graphen G geeignet aufbl

�

ahen.

Setze (1� �) = (1 + �).

De�nition 10.3 (BOOSTER-PRODUKT (BP ) von Graphen) Sei G = (f1; :::; ng;E)

ein Graph und B ein (n; k; �)-Booster. Das Booster-Produkt G

B

ist dann der folgende Graph:

G

B

= (B; ffs

i

; s

j

gjs

i

; s

j

2 B; s

i

[ s

j

ist eine Clique in Gg)

Dann steht die Gr

�

o�e der maximalen Clique von G mit der Gr

�

o�e der maximalen Clique von

G

B

in folgendem Verh

�

altnis.
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Lemma 10.2 Sei G ein Graph auf N Knoten und G

B

das Booster-Produkt f

�

ur einen (N; k; �)-

Booster B. Dann gilt



1

�MAX-CLIQUE (G

B

) � 

2

f

�

ur



1

=

�

MAX-CLIQUE (G)

N

� �

�

k

jBj



2

=

�

MAX-CLIQUE (G)

N

+ �

�

k

jBj

Beweis: Sei C � f1; :::;Ng eine maximale Clique der Gr

�

o�e t in G. Nah der De�nition von

(N; k; �)-Boostern, gilt f

�

ur die Anzahl u der Mengen X 2 B, f

�

ur die gilt, da� X � C,

(t=N � �)

k

jBj � u � (t=N + �)

k

jBj:

Nah der De�nition von G

B

bilden alle diese X eine Clique von G

B

. Wenn nun B � B eine

maximale Clique von G

B

ist, dann ist

C =

[

W2B

W ist eine Clique mit h

�

ohstens MAX-CLIQUE (G) Knoten in G

Nah Satz 10.5 k

�

onnen wir in polynomieller Zeit einen (N; logN; �=9)-BoosterB konstruieren.

Also k

�

onnen wir auh in polynomieller Zeit den BP -Graphen G

B

= (B; E

0

) konstruieren. Aus

Lemma 10.2 folgt, da�



1

�MAX-CLIQUE (G

B

) � 

2

mit



1

=

�

MAX-CLIQUE (G)

N

� �=9

�

logN

jBj

� ((3� �)=9)

logN

jBj

und



2

=

�

MAX-CLIQUE (G)

N

+ �=9

�

logN

jBj

< ((3 + 2�)=9)

logN

jBj:

Da jBj polynomiell in m w

�

ahst, erhalten wir eine GAP von jBj

�

f

�

ur ein � � 1=5.



Kapitel 11

Der Beweis von NP = PCP (log n; 1)

Dieses Kapitel beshreibt den Beweis des bahnbrehenden Resultats von [ALM

+

92℄, da�

NP = PCP (logn; 1):

Genauer gesagt, zeigen wir hier die niht-triviale Inklusion NP � PCP (logn; 1). Der Beweis

ist wie folgt aufgebaut:

1. Zun

�

ahst zeigen wir, da� NP � PCP (n

O(1)

; 1). Das hei�t, es existieren f

�

ur Sprahen

ausNP gro�e Beweise �, die mit konstant vielen Bitqueries randomisiert auf Rihtigkeit

�

uberpr

�

uft werden k

�

onnen.

2. In Abshnitt 11.2 zeigen wir dann, da� NP � PCP (logn; poly logn) ist, mit der Be-

sonderheit, da� der Tester nur O(1) Segmente der L

�

ange poly logn nahfragt. Wenn

wir die Anzahl der Queries in nahgefragten Paketen oder Segmenten messen w

�

urden,

k

�

amen wir also mit konstant vielen Nahfragen aus.

3. In Abshnitt 11.3 werden wir nun Beweise f

�

ur eine NP-vollst

�

andige Sprahe derart re-

kursiv kodieren, da� in jeder Rekursion immer nurO(1) Pakete des Beweises nahgefragt

werden. Die Beweisgr

�

o�e wird dabei kleiner und die Gr

�

o�e der Pakete ist durh eine

125
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Funktion in Abh

�

angigkeit der Paketgr

�

o�e des Beweissystems im vorherigen Rekursi-

onsshritt bestimmt. Wenn wir nun mit einem PCP (poly(n); 1)-Beweissystem anfan-

gen, dann k

�

onnen wir es nah endlih vielen Rekursionsshritten auf ein PCP (logn; 1)-

Beweissystem reduzieren.

Dies war eine sehr grobe Skizze des reht komplizierten Beweises, der im folgenden ausf

�

uhr-

liher behandelt wird.

11.1 ,,Parity based enoding"

Wir beginnen mit der folgenden shw

�

aheren Version des PCP-Theorems.

Satz 11.1 NP � PCP (poly(n); 1)

Beweis:

Wir werden zeigen, da� 3SAT2 PCP (n

3

; 1) gilt.

Sei f(X

1

; :::; X

n

) eine 3SAT-Formel

�

uber n Variablen. Nehmen wir nun an, es gibt eine

erf

�

ullende Belegung a = a

1

:::a

n

von f .

Wir werden a so kodieren, da� der resultierende Code exponentielle L

�

ange in jaj hat. Da

alle exponentiell vielen Stellen zueinander ,,passen" m

�

ussen, wird die Wahrsheinlihkeit, da�

der Beweis den Test t

�

ausht, sehr klein sein. Man sieht sp

�

ater, da� der Beweis nur an O(1)

Stellen untersuht werden mu�, damit der Tester mit hoher Siherheit garantieren kann, da�

der Beweis korrekt ist.

De�niere f

�

ur beliebige Vektoren x 2 GF(2)

l

und y 2 GF(2)

m

, x Æ y := (x

i

y

j

) 2 GF(2)

l�m

.

Mit unserer Belegung a sei nun

b := a Æ a 2 GF(2)

n�n

und  := a Æ b 2 GF(2)

n�n�n

:
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Man erh

�

alt mit a; b;  als KoeÆzienten lineare Funktionen A(x); B(y); C(z) wie folgt:

A : GF(2)

n

! GF(2) ; A(x) :=< a; x >=

n

X

i=1

a

i

x

i

B : GF(2)

n�n

! GF(2) ; B(y) :=< b; y >=

n

X

i=1

n

X

j=1

b

ij

y

ij

C : GF(2)

n�n�n

! GF(2) ; C(z) :=< ; z >=

n

X

i=1

n

X

j=1

n

X

k=1



ijk

z

ijk

Der Beweis soll nun aus drei Tabellen A := (A(x))

x2GF(2)

n

; B := (B(y))

y2GF(2)

n�n
; C =

(C(z))

z2GF(2)

n�n�n bestehen.

Angenommen, der Beweis besteht aus den Tabellen

~

A;

~

B;

~

C, die angeblih eine erf

�

ullende

Belegung von f kodieren. Ziel ist es, einen (poly(n); 1)-beshr

�

ankten Tester zu konstruieren,

der Def. 2.4 gen

�

ugt. Er mu� zwei Eigenshaften des Beweises

�

uberpr

�

ufen:

1. Die Tabellen

~

A;

~

B;

~

C kodieren (gem

�

a� obiger Konstruktion) eine Belegung ~a von f ;

2. ~a erf

�

ullt auh tats

�

ahlih die 3SAT-Formel f .

Test f

�

ur Punkt 1:

Betrahte folgenden Algorithmus:

Eingabe: 2 Konstanten k

1

; k

2

2 IN und Lesezugri� auf die Tabellen

~

A;

~

B;

~

C.

Ausgabe: Akzeptiere genau dann, wenn der Beweis Test 1 und Test 2 besteht.

Test 1: Wiederhole die folgenden 3 Tests k

1

-mal :

1. Teste f

�

ur x; x

0

2

R

GF(2)

n

,

~

A(x) +

~

A(x

0

) =

~

A(x+ x

0

):

2. Teste f

�

ur y; y

0

2

R

GF(2)

n�n

,

~

B(y) +

~

B(y

0

) =

~

B(y + y

0

):
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3. Teste f

�

ur z; z

0

2

R

GF(2)

n�n�n

,

~

C(z) +

~

C(z

0

) =

~

C(z + z

0

):

Test 2: Wiederhole die folgenden 2 Tests k

2

-mal :

1. Gilt f

�

ur x; y 2

R

GF(2)

n

� f0g,

SC-A(x) � SC-A(y) = SC-B(x Æ y)

2. Gilt f

�

ur x 2

R

GF(2)

n

� f0g; y 2

R

GF(2)

n�n

� f0g,

SC-A(x) � SC-B(y) = SC-C(x Æ y)

Mit den Unterprogrammen,

SC-A (x 2 GF(2)

n

)

W

�

ahle r 2

R

GF(2)

n

;

Return(

~

A(r) +

~

A(x� r)) =

~

A(x), falls

~

A linear.

SC-B (y 2 GF(2)

n�n

)

W

�

ahle r 2

R

GF(2)

n�n

;

Return(

~

B(r) +

~

B(y � r)) =

~

B(y), falls

~

B linear.

SC-C (z 2 GF(2)

n�n�n

)

W

�

ahle r 2

R

GF(2)

n�n�n

;

Return(

~

C(r) +

~

C(z � r)) =

~

C(z), falls

~

C linear.

De�nition 11.1 f; g : D ! R seien zwei Funktionen

�

uber endlihen Mengen D;R. Der

Abstand �(f; g) zwishen f und g sei wie folgt de�niert:

�(f; g) := Pr

x2

R

D

[f(x) 6= g(x)℄ =

jfx 2 Djf(x) 6= g(x)gj

jDj

(f; g) hei�t Æ-nah, wenn �(f; g) � Æ.
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Lemma 11.1 F

�

ur gegebene Konstanten 0 � Æ; p � 1 existieren Konstanten k

1

; k

2

, so da� der

obige Algorithmus mit Wahrsheinlihkeit von mindestens p verwirft, wenn keine Belegung a

von f existiert (und somit auh keine induzierten A;B;C) , f

�

ur die (A;

~

A); (B;

~

B)und(C;

~

C)

alle Æ-nah sind.

Beweis:

Betrahte zun

�

ahst folgendes Lemma von Blum et al. [BLR90℄:

Lemma 11.2 Sei ~g : F ! F

0

eine Funktion

�

uber zwei endlihen K

�

orpern F und F

0

. Wenn

Pr

x;y2

R

F

[~g(x) + ~g(y) 6= ~g(x+ y)℄ �

Æ

2

;

dann existiert eine lineare Funktion g : F ! F

0

, so da� (g; ~g) Æ-nah ist.

(Lemma 11.2)

Angenommen, es gibt keine lineare Funktion, die Æ-nah an

~

A liegt. Dann folgt aus dem obigen

Lemma, da�

Pr

x;y2

R

GF(2)

n

[

~

A(x) +

~

A(y) 6=

~

A(x+ y)℄ >

Æ

2

:

Analog f

�

ur

~

B;

~

C. Daraus folgt, da� nah bestandenem Test mit hoher Wahrsheinlihkeit li-

neare Funktionen mit KoeÆzienten a 2 GF(2)

n

; b 2 GF(2)

n�n

;  2 GF(2)

n�n�n

existieren, so

da� (a;

~

A); (b;

~

B); (;

~

C) Æ-nah aneinander liegen. Wir werden nun zeigen, da� mit beshr

�

ank-

ter Fehlerwahrsheinlihkeit b = a Æ a und  = b Æ a garantiert werden kann, wenn auh Test

2 erfolgreih war.

Lemma 11.3 Sei x 2 GF(2)

n

n f0g. Dann existieren genau 2

n�1

zu x orthogonale Vektoren

y 2 GF(2) (Bzw. genau 2

n�1

Vektoren y

0

2 GF(2)

n

n f0g, f

�

ur die x

t

y

0

= 1 gilt).
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Beweis: Sei x 2 GF(2)

n

n f0g. O.B.d.A. sei x

n

= 1. Man nehme nun ein y 2 GF(2)

n

und

ordne y eindeutig y

0

= (y

0

i

) mit

y

0

i

=

8

>

<

>

:

y

i

; i < n

1� y

i

; i = n

zu. Nimm an, da� y

n

= 0. Dann gilt

x

t

y =

n�1

X

i=1

x

i

y

i

6=

n�1

X

i=1

x

i

y

i

+ 1 = x

t

y

0

Analoges gilt f

�

ur den Fall y

n

= 1. Auf jeden Fall existiert eine Bijektion zwishen den zu x

orthogonalen und nihtorthogonalen Vektoren, womit die Behauptung folgt. (Lemma

11.3)

Aus Lemma 11.3 folgt, da� f

�

ur �; � 2 GF(2)

n

; � 6= � Pr

y2

R

f0;1g

n

nf0g

[�

T

y 6= �

T

y℄ =

1

2

gilt.

Da f

�

ur ein V 2 GF(2)

n�n

x

T

V = (x

T

v

i

)

i

, folgt dann, da� f

�

ur X; Y 2 GF(2)

n�n

; X 6= Y

Pr

x2

R

f0;1g

n

�f0g

[x

T

X 6= x

T

Y ℄ = Pr[x

T

(x

1

� y

1

) 6= 0 _ :::_ x

T

(x

n

� y

n

) 6= 0℄ �

1

2

gilt. Kombiniert man beide Ergebnisse, erh

�

alt man f

�

ur X; Y 2 GF(2)

n�n

; X 6= Y

Pr

x;y2

R

f0;1g

n

�f0g

[x

T

Xy 6= x

T

Y y℄ �

1

2

�

1

2

=

1

4

:

Mit X := a

T

a und Y = (b

ij

) folgt, da� (unter der Annahme,da�

~

A;

~

B linear sind) der erste

Test inTest 2mitWahrsheinlihkeit gr

�

o�er oder gleih

1

4

negativ ist, wenn b 6= aÆa (Beahte,

da� xa

T

ay

T

= (ax

T

)(ay

T

) und

P

i;j

b

ij

x

i

y

j

=

P

i

x

i

P

j

b

ij

y

j

= xBy

T

). Gleihes Argument

gilt f

�

ur  = a Æ b.

Was ist, wenn

~

A;

~

B;

~

C niht gleih, sondern nur Æ-nah an den linearen Funktionen A,B,C mit

KoeÆzienten a; b;  liegen? Es mu� sihergestellt werden, da� die beim Test 2 erforderlihen

Werte korrekt sind. Betrahte das Unterprogramm SC-A. Es gilt wegen Lemma 11.2:

Pr

r

[

~

A(x� r) 6= A(x� r)℄ � Æ und Pr

r

[

~

A(r) 6= A(r)℄ � Æ

) Pr

r

[

~

A(x� r) 6= A(x� r) _

~

A(r) 6= A(r)℄ � 2Æ
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Da x

1

+ x

2

6= y

1

+ y

2

impliziert, da� x

1

6= y

1

_ x

2

6= y

2

folgt

Pr

r

[

~

A(x� r) +

~

A(r) 6= A(x� r) + A(r)℄ � 2Æ:

Also ist das Ergebnis von SC-A mit Wahrsheinlihkeit gr

�

o�er oder gleih (1 � 2Æ) rihtig

(Gleihes Argument gilt f

�

ur SC-B,SC-C). Also ist die Gesamtfehlerwahrsheinlihkeit, wenn

beide Tests akzeptieren, durh die Konstante 2 �

1

4

(1 � 2Æ) nah oben beshr

�

ankt. Durh

konstant viele Iterationen kann jede beliebige Shranke p erreiht werden. =) Lemma 11.1.

(Lemma 11.1)

Test f

�

ur Punkt 2.

Wir wissen zwar, da� mit hoher Wahrsheinlihkeit

~

A;

~

B;

~

C eine Belegung ~a von f kodieren,

jedoh niht, ob ~a f auh wirklih erf

�

ullt.

f hat als 3SAT-Formel die Form: f(x) =

V

j2J

C

j

(x) mit den Klauseln

C

j

(x) = (x

�

j1

j1

_ x

�

j2

j2

_ x

�

j3

j3

) =

(De Morgan) = : (x

1��

j1

j1

^ x

1��

j2

j2

^ x

1��

j3

j3

)

| {z }

=:C

0

j

(x)

Mit y

�

:=

8

>

<

>

:

y ; � = 0

:y ; � = 1

Arithmetisiere die C

0

j

wie folgt:

(x

�

j1

j1

^ x

�

j2

j2

^ x

�

j3

j3

) = C

0

j

(x) 7!

^

C

j

(x) := (�

j1

+ x

j1

)(�

j2

+ x

j2

)(�

j3

+ x

j3

)

Beahte dabei, da�

�

uber GF(2) 1� x = 1 + x gilt. Aus der Konstruktion folgt dann, da�

f(a) = 1,

^

C(a) := (

^

C

j

(a))

j2J

= 0

Wenn

^

C(a) niht der Nullvektor ist, folgt wieder nah Lemma 11.3, da�

Pr

r2

R

f0;1g

jJj

nf0g

[<

^

C(a); r >6= 0℄ �

1

2
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gilt. F

�

ur beliebiges r 2 f0; 1g

jJ j

hat <

^

C(a); r > folgende Form:

<

^

C(a); r > =

X

j2J

r

j

^

C

j

(a) =

=

X

j2J

r

j

(�

j1

+ a

j1

)(�

j2

+ a

j2

)(�

j3

+ a

j3

) =

(�) =

X

j2J

r

j

(�

j1

�

j2

�

j3

+ �

j1

�

j3

a

j2

+ �

j2

�

j3

a

j1

+ �

j3

a

j1

a

j2

+

+�

j1

�

j2

a

j3

+ �

j1

a

j2

a

j3

+ �

j2

a

j1

a

j3

+ a

j1

a

j2

a

j3

)

=

=

X

j2J

r

j

�

j1

�

j2

�

j3

| {z }

=:

+

+

n

X

i=1

a

i

(

X

l:r

l

Koe�. v.a

i

in (�)

r

l

)(

X

m

1

;m

2

:�

m1

�

m2

Koe�. v. a

i

in (�)

�

m1

�

m2

)

| {z }

=:�

i

+

+

n

X

i;j=1

a

i

a

j

(

X

l:r

l

Koe�. v. a

i

a

j

in (�)

r

l

)(

X

m:�

m

Koe�. v. a

i

a

j

in (�)

�

m

)

| {z }

=: 

ij

+

+

n

X

i;j;k=1

a

i

a

j

a

k

(

X

l:r

l

Koe�. v. a

i

a

j

a

k

in (�)

r

l

)

| {z }

=:!

ijk

=

(��) =  +A(�) + B( ) + C(!)

Beahte dabei, da� man ; �;  ; ! in polynomieller Zeit berehnen kann. Es gen

�

ugt also, den

Ausdruk (��) zu berehnen und genau dann zu akzeptieren, wenn er Null ergibt. Wir k

�

onnen

jedoh niht siher sein, da� die Werte stimmen,da

~

A;

~

B;

~

C nur Æ � nah an A;B;C liegen.

Wie zuvor k

�

onnen wir die Selbstreduzierung von linearen Funktionen zur Hilfe nehmen und

erhalten mit Wahrsheinlihkeit � (1� 2Æ) jeweils das rihtige Ergebnis. Somit mahen wir,

wenn wir akzeptieren, mit Wahrsheinlihkeit kleiner oder gleih

1

2

(1� 6Æ) einen Fehler.

Resultieren wir:

� Die Gesamtfehlerwahrsheinlihkeit ist durh eine Konstante nah oben beshr

�

ankt;

� alle Tests sind in polynomieller deterministisher Zeit berehenbar;
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� da f eine 3SAT-Formel ist, folgt jJ j �

�

n

3

�

= O(n

3

). Also ist die Anzahl der Zufallsbits

O(n

3

) und

� die Anzahl der Fragen an den Beweis ist konstant.

Somit folgt, da� 3SAT 2 PCP (n

3

; 1). (Satz 11.1)

11.2 Segmentierung der Fragen

Im n

�

ahsten Unterabshnitt werden wir einen randomisiert

�

uberpr

�

ufbaren Beweis (f

�

ur Spra-

hen aus NP ) ben

�

otigen, der mit konstant vielen Fragen auf Korrektheit getestet werden

kann. In unserem Fall ist die L

�

ange der Fragen jeweils poly log(n). Man kann diese Eigen-

shaft auh als Segmentierung des Beweises betrahten, wobei der Tester nur konstant viele

Segmente des Beweises untersuht.

Satz 11.2 F

�

ur jede Sprahe aus NP gibt es ein PCP -Beweissystem, so da� der Tester

� O(log(n)) Zufallsbits ben

�

otigt und

� O(1) Segmente der L

�

ange poly log(n) nahfragt.

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 11.2 betrahte das folgendende shw

�

ahere Resultat

von Babai et al.:

Satz 11.3 ([BFLS91℄)

NP = PCP (logn; poly logn)

Bemerkung 11.1 Wenn f eine 3SAT-Formel ist und w eine erf

�

ullende Belegung von f ,

dann ist die L

�

ange l = j�j des PCP (logn; poly logn)-Beweises �, l := n

O(1)

.
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Im folgenden sei d := d

logn

log logn

e, I := f1; :::; dlogneg. Da

dlogne

d

log n

log log n

e

� logn

log n

log log n

= 2

log logn

log n

log log n

= n

gilt, kann man eine Zeihenkette x

�

uber f0; 1g der L

�

ange n auh als Abbildung x von I

d

nah

f0; 1g betrahten. Unser Ziel ist, diese Abbildung in ein Polynom (mit beshr

�

anktem Grad)

�

uber einem endlihen K

�

orper einzubetten. Sei also q 2 [(k log l)

4

; 2(k log l)

4

℄ eine Primzahlpo-

tenz f

�

ur k 2 IN eine Konstante. Es gilt nun, da� Q := GF(q) � I .

Lemma 11.4 (Low-Degree-Erweiterung) Sei f : H

m

! F mit H � F und F ein endli-

her K

�

orper. Dann existiert ein eindeutiges m-variates Polynom

^

f

�

uber F , so da�

� der Grad von

^

f in jeder Variable � jH j � 1 ist. Also ist deg

^

f � m(jH j � 1).

�

^

f(x) = f(x) 8x 2 H

m

.

^

f wird auh die Low-Degree-Erweiterung von f genannt.

Beweis:

Sei u 2 H und

L

u

(x) :=

Q

i2Hnfug

(x� i)

Q

i2Hnfug

(u� i)

=

8

>

<

>

:

1 ; x = u

0 ; x 6= u

L

u

ist ein univariates Polynom mit Grad jH j � 1. Nun k

�

onnen wir

^

f wie folgt de�nieren:

^

f(x) :=

X

u=(u

1

;:::;u

m

)2H

m

f(u)

m

Y

i=1

L

u

i

(x

i

)

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsahe, da�

^

f h

�

ohstens m(jH j� 1) Nullstellen

�

uber F hat.

((Lemma 11.4))

Beweis: (von Satz 11.2)
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Sei � der Beweis des PCP Systems von Satz 11.3. Mit obigen Vorbemerkungen k

�

onnen wir

� auh als Abbildung � : I

d

! f0; 1g shreiben. Das neue Beweis-Orakel bestehe nun aus

folgenden Tabellen:

� T

points

sei die Wertetabelle der Low-Degree-Erweiterung �̂ : Q

d

! Q von �. Es gilt

deg �̂ � jI jd. Beahte ferner, da�

q

d

= O(log

O(1)�d

(l)) = O(l

O(1)

) = n

O(1)

ist. Somit sind in T

points

n

O(1)

Eintr

�

age der L

�

ange poly log(n).

� T

lines

sei eine Tabelle, so da� T

lines

(a; b) ein univariates Polynom ist, das �̂(a + ib) als

Funktion in i beshreibt. [T

lines

hat q

2d

= poly(n) Eintr

�

age. Die L

�

ange der Eintr

�

age ist

q log q = log

O(1)

n log logn = poly log(n) .℄

� Sp

�

ater wird der Tester r = (a

0

; a

1

; :::; a

k

) 2

R

Q

d

� (I

d

)

k

w

�

ahlen (Bedarf an Zufallsbits

ist O(log polyn) = O(logn) ) und eine Funktion p

r

: Q ! Q

d

konstruieren, so da�

p

r

(i) = a

i

; (i = 1; ::; k) und die einzelnen Komponenten (p

r

)

j

Polynome vom Grad � k

sind.

Der Beweisende soll nun eine Tabelle T

p

konstruieren, die f

�

ur jede Wahl von r =

(a

0

; :::; a

k

) die Werte von �̂ Æ p

r

enth

�

alt. �̂ Æ p

r

ist ein Polynom vom Grad � kdjI j.

[ n

O(1)

Eintr

�

age, der L

�

ange poly log(n). (Siehe letzter Punkt)℄

Der Test, ob der kodierte Beweis auh korrekt ist, verl

�

auft wie folgt:

Shritt 1:

1. W

�

ahle a; b 2

R

Q

d

und i 2

R

Q ;

2. Teste, ob T

points

(a+ ib) = T

lines

(a; b)(i) ;

3. Wenn Test erfolgreih, so fahre fort, sonst verwerfe .

Shritt 2: W

�

ahle r = (a

0

; a

1

; :::; a

k

) 2

R

Q

d

�(I

d

)

k

und konstruiere p

r

. Teste, ob p

r

(1); :::; p

r

(k)

den Test von Satz 11.3 bestanden h

�

atten.
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Shritt 3: W

�

ahle t 2

R

Q und teste, ob T

p

r

(t) = T

points

Æ p

r

(t).

Insgesamt werden O(1) Eintr

�

age (der L

�

ange poly logn) der Tabellen untersuht und O(logn)

Zufallsbits ben

�

otigt. Es bleibt die Korrektheit des Testalgorithmus zu zeigen.

Beh:

Pr

r;a;b;i;t

[T

points

(a+ ib) 6= T

lines

(a; b)(i)_ T

p

r

(t) 6= T

points

Æ p

r

(t)℄ � Æ

) Pr

r;t

[T

p

r

6= T

points

Æ p

r

^ T

p

r

(t) = T

points

Æ p

r

(t)℄ � 3Æ

Die Aussage ist

�

aquivalent zu der Aussage, da� wenn die Antworten von T

p

r

f

�

ur ein r niht

mit den Antworten von � (bei Eingaben a

1

; :::; a

k

)

�

ubereinstimmen und T

points

nah ein einem

Polynom liegt, der Beweis durh Test 3 mit konstanter Wahrsheinlihkeit f

�

allt.

Beweis: (der Beh.)

Es gilt also, da�

Pr

(a;b;i)2

R

(Q

d

)

2

�Q

[T

points

(a+ ib) 6= T

lines

(a; b)(i)℄� Æ

(Satz 11.4 )) Es existiert ein Polynom g vom Grad � jI jd, so da�

Pr

x2

R

Q

d

[T

points

(x) 6= g(x)℄� 2Æ

Also erhalten wir:

Pr

r;t

[T

p

r

6= T

points

Æ p

r

^ T

p

r

(t) = T

points

Æ p

r

(t)℄ �

� Pr

r;t

[T

p

r

6= g Æ p

r

^ T

p

r

(t) = g Æ p

r

(t)℄ + 2Æ �

�

kjI jd

q

| {z }

�Æ f

�

ur k gro� genug

+2Æ (Beahte

k logn

log n

log log n

k

4

log

4

n

=

1

k

3

log

2

n log logn

)

Womit Satz 11.2 bewiesen w

�

are. ((Satz 11.2))
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11.2.1 Der Low-Degree-Test

Bemerkung 11.2 Wenn Pr

x2X

[ (x) 6= �(x)℄ � Æ , dann folgt aus der Markovshen Unglei-

hung,

Pr

x2X

�

jfxj (x) = �(x)gj

jX j

� (1� �)

�

� 1� Pr

�

jfxj (x) = �(x)gj

jX j

� (1� �)

�

| {z }

jfxj (x) 6=�(x)gj

jXj

��

| {z }

�

Æ

�

� 1�

Æ

�

F

�

ur x̂;

^

h 2 F

n

sei P

x̂;

^

h

(y) ein Polynom vom Grad d in y, das die Anzahl der gemeinsamen

Punkte mit f(x̂+ y

^

h) maximiert.

Satz 11.4 Sei f : F

n

! F gegeben, so da�

Pr

x̂;

^

h2

R

F

n

[f(x̂) = P

x̂;

^

h

(0)℄ � 1� Æ

Dann existiert ein Polynom g : F

n

! F mit deg(g) � d, so da�

Pr

x̂2

R

F

n

[f(x̂) = g(x̂)℄ � 1� 2Æ:

Beweis: via Lemma 11.5-11.8.

Bemerkung 11.3 Es gilt folgende

�

Aquivalenz:

Pr

x̂;

^

h2

R

F

n

[f(x̂) = P

x̂;

^

h

(0)℄ � 1� Æ , Pr

x̂;

^

h2

R

F

n

;y2

R

F

[f(x̂+ y

^

h) = P

x̂;

^

h

(y)℄ � 1� Æ

Beweis: Die R

�

ukrihtung ist klar. Umgekehrt maximiert P

x̂;

^

h

(y) = P

x̂+y

^

h;

^

h

1

(0) die Anzahl

der gemeinsamen Punkte mit f(x̂+ y

^

h+ 0

^

h

1

). Also folgt

Pr

x̂;

^

h

0

;

^

h

1

;y

[f(x̂+ y

^

h

0

+ 0

^

h

1

)

| {z }

=f(x̂+y

^

h

0

)

= P

x̂+y

^

h

0

;

^

h

1

(0)

| {z }

=P

x̂;

^

h

0

(y)

℄ � 1� Æ
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De�nition 11.2 Sei M = (m

yz

)

yz2F

eine Matrix. Dann hei�t das Polynom

� in z, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte mit der y-ten Reihe in M maximiert,

R

M

y

(z).

� in y, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte mit der z-ten Spalte in M maximiert,

C

M

z

(y).

Betrahte folgendes Lemma ohne Beweis:

Lemma 11.5 (Arora, Safra [AS92b℄)

Es gibt ein ��, so da� 8� < �� bei gegebener Matrix M = (m

yz

)

yz2F

mit der Eigenshaft

Pr

y;z

[m

yz

= R

M

y

(z)℄ � 1� � und Pr

y;z

[m

yz

= C

M

z

(y)℄ � 1� �

ein bivariates Polynom Q(y; z) mit deg(Q) � d in y; z, so da�

Pr

y

[R

M

y

� Q(y; )℄ � 1� � und Pr

z

[C

M

z

� Q(; z)℄ � 1� �:

De�niere nun g wie folgt:

g � majority

^

h2F

n

fP

x̂;

^

h

(0)g () [g(x̂) = �z , jf

^

hjP

x̂;

^

h

(0) = �zgj � jf

^

hjP

x̂;

^

h

(0) = zgj8z 6= �z℄

Wie oben sei P

0

x̂;

^

h

(y) ein Polynom vom Grad d in y, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte

mit g(x̂+ y

^

h) maximiert.

Lemma 11.6

Pr

x̂2

R

F

n

[f(x̂) = g(x̂)℄ � 1� 2Æ:

Beweis: Sei G

x̂

:= f

^

hjg(x̂) = P

x̂;

^

h

(0)g und F

x̂

:= f

^

hjf(x̂) = P

x̂;

^

h

(0)g.

Es gilt:

g(x̂) 6= f(x̂), j G

x̂

\ F

x̂

| {z }

F

n

n(

�

G

x̂

[

�

F

x̂

)

j = 0) j

�

G

x̂

[

�

F

x̂

j � 1
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Also gilt

Pr

x̂

[g(x̂) 6= f(x̂)℄ � Pr

x̂

[j

�

G

x̂

[

�

F

x̂

j � 1℄ �

(Markowshe Ungleihung) � E

x̂

[j

�

G

x̂

[

�

F

x̂

j℄ �

� E

x̂

[j

�

G

x̂

j℄ + E

x̂

[j

�

F

x̂

j℄ � 2Æ

Lemma 11.7

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[P

x̂;

^

h

1

(0) = P

x̂;

^

h

2

(0)℄ � 1�

4Æ

�

Beweis: Sei

^

h

1

;

^

h

2

2 F

n

und M = (m

yz

) mit m

yz

= f(x̂+ y

^

h

1

+ z

^

h

2

) gegeben. Aus Bem

11.3 und der Tatsahe, da� x̂ + y

^

h

1

;

^

h

2

zuf

�

allig gew

�

ahlt und unabh

�

angig sind, folgt

Pr

^

h

1

;

^

h

2

2

R

F

n

[f(x̂+ y

^

h

1

+ z

^

h

2

) = P

x̂+z

^

h

2

;

^

h1

(y)℄ � 1� Æ

Pr

^

h

1

;

^

h

2

2

R

F

n

[f(x̂+ y

^

h

1

+ z

^

h

2

) = P

x̂+z

^

h

1

;

^

h2

(z)℄ � 1� Æ

(Bem. 11.2) =) Die Annahme, da�

Pr

y;z

[ m

yz

= R

M

y

(z)

| {z }

f(x̂+y

^

h

1

+z

^

h

2

)=P

x̂+y

^

h

1

;

^

h

2

(z)

℄ � 1� � und Pr

y;z

[m

yz

= C

M

z

(y)

| {z }

(:::)

℄ � 1� �

ist mit Fehlerwahrsheinlihkeit �

2Æ

�

rihtig.

(Lemma 11.5) =) Es existiert ein bivariates Polynom Q(y; z) mit deg(Q) � d, so da� mit

Y

1

:= fyjR

M

y

� Q(y; )g und Z

1

:= fzjC

M

z

� Q(; z)g;

jY

1

j; jZ

1

j � (1� �)jF j gilt.

Seien y; z 2

R

F . Da x̂+ y

^

h

1

;

^

h

2

zuf

�

allig gew

�

ahlt und unabh

�

angig sind, gilt

Pr

^

h

1

;

^

h

2

2

R

F

n

[f(x̂+ y

^

h

1

) = P

x̂+y

^

h

1

;

^

h2

(0)℄ � 1� Æ

Pr

^

h

1

;

^

h

2

2

R

F

n

[f(x̂+ z

^

h

2

) = P

x̂+z

^

h

2

;

^

h1

(0)℄ � 1� Æ
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Sei nun

Y

2

:= fyjf(x̂+ y

^

h

1

) = P

x̂+y

^

h

1

;

^

h2

(0)g und Z

2

:= fzjf(x̂+ z

^

h

2

) = P

x̂+z

^

h

2

;

^

h1

(0)g

Da

jY

2

j

jF j

� 1� Æ gilt, folgt nah Bem. 11.2

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[jY

2

j � (1� �)jF j℄ � 1�

Æ

�

Analog erh

�

alt man Pr

^

h

1

;

^

h

2

[jZ

2

j � (1� �)jF j℄ � 1�

Æ

�

Mit Fehlerwahrsheinlihkeit �

4Æ

�

kann man nun annehmen, da�

jF n Y

2

j

jF j

+

jF n Y

1

j

jF j

� 2� und

jF n Z

2

j

jF j

+

jF n Z

1

j

jF j

� 2�

Da 2� �

1

jF j

(j

�

Y

1

j+ j

�

Y

2

j) �

1

jF j

(j

�

Y

1

[

�

Y

2

j) =

1

jF j

(jF j � jY

1

\ Y

2

j) gilt, folgt

jY

1

\ Y

2

j � (1� 2�)jF j und analog jZ

1

\ Z

2

j � (1� 2�)jF j

bei gleiher Fehlerwahrsheinlihkeit.

F

�

ur y 2 Y

1

\ Y

2

folgt dann P

x̂+y

^

h

1

;

^

h2

(z) = Q(y; z) und m

y0

= P

x̂+y

^

h

1

;

^

h2

(0)

)m

y0

= Q(y; 0). Wenn nun (1� 2�) >

1

2

) P

x̂;

^

h

1

(y) � C

M

0

� Q(y; z) j

z=0

. Analog gilt dann

P

x̂;

^

h

2

(z) � R

M

0

� Q(y; z) j

y=0

. Daraus folgt dann, mit WK �

4Æ

�

P

x̂;

^

h

1

(0) = Q(0; 0) = P

x̂;

^

h

2

(0):

=) Pr

^

h

1

;

^

h

2

[P

x̂;

^

h

1

(0) = P

x̂;

^

h

2

(0)℄ � 1�

4Æ

�

Lemma 11.8

8x̂;

^

h gilt g(x̂) = P

0

x̂;

^

h

(0)

Beweis:

Seien

^

h

1

;

^

h

2

2

R

F

m

und de�niere die Matrix M = (m

yz

) mit

m

y0

= g(x̂+ y

^

h) und m

yz

= f(x̂+ y

^

h + z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) (z � 1)
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Es gilt

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[f(x̂+ y

^

h + z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) 6= g(x̂+ y

^

h+ z(

^

h

1

+ y

^

h

2

))℄ � Æ

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[f(x̂+ y

^

h+ z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) 6= P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(z)℄ � Æ

(Lemma 11.7)) Pr

^

h

1

;

^

h

2

[g(x̂+ y

^

h+ z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) 6= P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(z)℄ �

4Æ

�

Insgesamt ergibt dies

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

yz

= f(x̂+ y

^

h+ z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) = g(x̂+ y

^

h+ z(

^

h

1

+ y

^

h

2

)) = P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(z)℄ � 1� Æ

1

mit Æ

1

:= 2Æ +

4Æ

�

. Wie bei Lemma 3 folgt mit Bem. 11.2, da�

Pr

y;z

[m

yz

= R

M

y

(z)℄ � 1� � und Pr

y;z

[m

yz

= C

M

z

(y)℄ � 1� �

zutri�t mit Wahrsheinlihkeit � 1� Æ

2

(�) (mit Æ

2

=

Æ

1

+Æ

�

). (Lemma 11.5) =) Es existiert

ein bivariates Polynom Q(y; z) mit deg(Q) � d, so da� mit

Y

1

:= fyjR

M

y

� Q(y; )g und Z

1

:= fzjC

M

z

� Q(; z)g

jY

1

j; jZ

1

j � (1� �)jF j gilt.

Beh:

1. Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

y0

= Q(y; 0)℄>

1

2

2. Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

00

= Q(0; 0)℄� 1� Æ

1

� Æ

2

zu 1.: F

�

ur beliebiges y 2 F gilt

Pr

h

1

;h

2

[(m

y0

=)g(x̂+ y

^

h) = P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(0)℄ � 1� Æ

1

Aus Bem 11.2 folgt dann, da� mit Wahrsheinlihkeit � 1 � Æ

2

f

�

ur einen Anteil von

mindestens (1� �) der y gilt, da�

m

y0

= P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(0)

F

�

ur y 2 Y

1

gilt jedoh P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(0) = Q(y; 0). Wenn 1� 2� >

1

2

, folgt Beh. 1 :

Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

y0

6= Q(y; 0)℄� Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

y0

6= P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(0)_ P

x̂+y

^

h;

^

h

1

+y

^

h

2

(0) 6= Q(y; 0)℄ � 2�
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zu 2.: Analog zeigt man, da� f

�

ur z 2 Z

1

, Pr

^

h

1

;

^

h

2

[P

x̂;

^

h

1

(z) = m

0z

= Q(0; z)℄ >

1

2

mit Wahr-

sheinlihkeit � 1� Æ

2

, so da� P

x̂;

^

h

1

(z) = Q(0; z). Setzt man y = 0 so erh

�

alt man

Pr

h

1

;h

2

[(m

00

=)g(x̂) = P

x̂;

^

h

1

(0)℄ � 1� Æ

1

=) Pr

^

h

1

;

^

h

2

[m

00

6= Q(0; 0)℄� Æ

1

+ Æ

2

) Beh. 2

Insgesamt gilt nun

� Mit Wk � Æ

2

gilt m

y0

6= Q(y; 0).

� Mit Wk � Æ

2

+ Æ

1

gilt m

00

6= Q(0; 0).

Wegen (�) folgt dann:

(��) = Pr

^

h

1

;

^

h

2

[g(x̂) = P

0

x̂;

^

h

(0)

| {z }

(���)

℄ � 1� 3Æ

2

� Æ

1

Da der Ausdruk (� � �) jedoh unabh

�

angig von

^

h

1

;

^

h

2

ist, folgt, da� (��) = 1 (wenn 1� 3Æ

2

+

Æ

1

> 0).

Beweis: (Satz 11.4)

(Lemma 11.6) ) Pr

x̂2

R

F

n

[f(x̂) = g(x̂)℄ � 1� 2Æ

(Lemma 11.8) ) g(x̂) � P

0

x̂;

^

h

(0) und deg(P

0

) � d

=) die Behauptung von Satz 11.4. ((Satz 11.4))

11.3 Rekursive Kodierung

Wir werden einen Beweis f

�

ur eine NP-vollst

�

andige Sprahe derart rekursiv kodieren, da� in

jeder Rekursion die Eigenshaft erhalten bleibt, da� zum Testen nur O(1) Fragen an den

Beweis gestellt werden m

�

ussen. Als Basis verwenden wir das ,,Parity based enoding" vom

vorletzten Unterabshnitt. Mit den Ergebnissen vom letzen Abshnitt k

�

onnen wir die Kodie-

rungen so konstruieren, da� jeweils nur konstant viele Segmente mit konstant vielen Fragen
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getestet werden m

�

ussen. Wenn wir nun garantieren k

�

onnen, da� die L

�

ange des Beweises sehr

klein wird ( sagen wir in der Ordnung von poly log log(n) in der Eingabel

�

ange n ), dann

erhalten wir statt dem urspr

�

unglihen Aufwand von poly(n) Zufallsbits, einen Aufwand von

poly log logn = O(logn). Zur Pr

�

azisierung werden wir nun die Notation von Kodierungsshe-

mata zur Hilfe nehmen:

De�nition 11.3 (Kodierungsshema) Ein l(n)-Kodierungsshema E

�

f

�

ur ein zweistelli-

ges booleshes Pr

�

adikat �(; ) hat zwei Eingaben x und y, und generiert ein Tripel (X; Y; �)

mit der Eigenshaft

� X; Y; � sind Bin

�

arstrings,

� X ist nur von x und Y nur von y abh

�

angig,

� � darf von x; y und � abh

�

angen,

� j(X; Y; �)j= O(l(n)), mit n = jxj+ jyj.

De�nition 11.4 Zwei Tripel (X

1

; Y

1

; �

1

) und (X

2

; Y

2

; �

2

) liegen �-XY-nah aneinander, falls

f

�

ur die Hammingdistanzen von X

i

bzw. Y

i

gilt, da�

d(X

1

; X

2

) � �jX

1

j und d(Y

1

; Y

2

) � �jY

1

j:

De�nition 11.5 (Distanz eines Kodierungshema)

Ein Kodierungshema E

�

hat die Distanz �, wenn f

�

ur jede Eingabe (x

1

; y

1

) 6= (x

2

; y

2

) gilt,

da� E

�

(x

1

; y

1

) und E

�

(x

2

; y

2

) niht �-XY-nah sind.

De�nition 11.6 (gutartige Kodierungen) Ein l(n)-Kodierungsshema E

�

mit Distanz �

wird gutartig genannt, wenn ein randomisierter Algorithmus T mit folgenden Eigenshaften

existiert:
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� T untersuht nur konstant viele Bits in (X

0

; Y

0

; �

0

),

� [T (E

�

(x; y)) = akzeptiere℄, wenn �(x; y) = 1,

� Es existiert ein Æ > 0, so da�

Pr[T ((X

0

; Y

0

; �

0

)) = verwerfe℄ � Æ ,wenn

{ 6 9x; y [E

�

(x; y) und (X

0

; Y

0

; �

0

) sind

�

4

�XY-nah℄ oder

{ 9x; y [E

�

(x; y) und (X

0

; Y

0

; �

0

) sind

�

4

� XY-nah℄ ^ �(x; y) = 0.

Die Basis

Satz 11.5 Es gibt ein gutartiges (2

poly(n)

)-Kodierungsshema E

(0)

�

f

�

ur ein in polynomieller

(deterministisher) Zeit auswertbares P

�

adikat �. Es werden dabei r

0

(n) := n

O(1)

Zufallsbits

ben

�

otigt.

Beweis:

Sei �(x; y) gegeben. Aus Cooks Theorem [C71℄ folgt, da�

�(x; y) = 1, 9z; f [ f ist eine 3SAT-Formel ℄ : f(x; y; z) = 1

Dabei folgt aus der Konstruktion von f , da� jzj = O(p

2

(n)) und jf j = O(p

O(1)

(n)), wenn

�(x; y) in Zeit p(n) 2 n

O(1)

evaluiert werden kann (n = jxj+ jyj).

Konstruktion der Kodierung E

(0)

�

(x; y) = (X; Y; �): Sei

X := (xu

T

)

u2GF(2)

jxj

und Y := (yv

T

)

v2GF(2)

jyj

Wenn a = xyz eine erf

�

ullende Belegung von f ist, dann sei � die Kodierung von a wie im

Beweis von Satz 11.1 (parity based enoding). Aus der Konstruktion folgt, da� jXY �j =

O(2

O(p

6

(n))

) = O(2

poly(n)

) gilt.

Ein Testalgorithmus f

�

ur E

(0)

�

(x; y):
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1. Teste, ob � die Kodierung einer erf

�

ullenden Belegung von f ist. Wende dabei den Al-

gorithmus aus Satz 11.1 an. Wir ben

�

otigen dabei nur konstant viele Nahfragen an �.

Die Fehlerwahrsheinlihkeit ist durh ein Æ

1

nah oben beshr

�

ankt.

2. Teste, ob X; Y Kodierungen von x; y sind, so da� xy Pr

�

a�x von a ist. Da alle inneren

Produkte xu

T

aus X auh in � enthalten sind, verl

�

auft der Test wie folgt:

(a) Teste wie bei Satz 11.1, ob X Æ

0

-nah an einer linearen Funktion liegt.

(b) W

�

ahle u; r

1

; r

2

2

R

GF(2)

jxj

und teste, ob

x(r

1

� u)

T

+ xr

T

1

=

~

A(r

2

� u) +

~

A(r

2

);

() Akzeptiere genau dann, wenn Test (a) und (b) erfolgreih waren.

Der Test f

�

ur y verl

�

auft analog. Wie bei Satz 11.1 erh

�

alt man f

�

ur die Fehlerwahrshein-

lihkeit eine obere Shranke Æ .

Es folgt nun, da� E

(0)

�

ein gutartiges (2

poly(n)

)-Kodierungsshema ist und r

0

= O(n

3

) gilt.

Die Rekursion

Wie einige Male zuvor:

Sei �(x; y) gegeben. Aus Cooks Theorem folgt, da�

�(x; y) = 1, 9z; f [ f ist eine 3SAT-Formel ℄ : f(x; y; z) = 1

Dabei folgt aus der Konstruktion von f , da� jzj = O(p

2

(n)) und jf j = O(p

O(1)

(n)), wenn

�(x; y) in Zeit p(n) 2 n

O(1)

evaluiert werden kann (n = jxj+ jyj).

Bemerkung 11.4 Betrahte folgende Abstraktion des segmentierten Beweises aus Abshnitt

11.2:
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1. Der Beweis besteht aus konstant vielen Tabellen T

1

; :::; T



;

2. Jede Tabelle T

j

hat poly(n)-viele Eintr

�

age der L

�

ange poly log(n) ;

3. Die Tabellen T

1

; T

2

kodieren x bzw. y mit Hilfe der Low-Degree-Erweiterung der Zei-

henketten x; y. Aus dem Lemma von Shwartz [S80b℄ folgt, da� f

�

ur die Tabellen von

zwei vershiedenen Strings x

1

und x

2

gilt, da� der Anteil der gleihen Eintr

�

age durh

eine Konstante nah oben beshr

�

ankt ist. F

�

ur y gilt dasselbe.

4. Es existiert eine Veri�kationsprozedur, die die Tabelle nur an konstant vielen ( sagen

wir 

0

) Eintr

�

agen untersuht und mit durh eine Konstante beshr

�

ankter Fehlerwahr-

sheinlihkeit testen kann, ob

� T

1

; T

2

, Belegungen x; y zul

�

assig kodieren und

� ob ein z existiert, so da� f(x; y; z) = 1 ist.

Die Anzahl der ben

�

otigten Zufallsbits ist dabei O(logn).

Konstruiere nun E

(i)

rekursiv mit Hilfe von E

(i�1)

wie folgt:

� Bilde eine Tabelle T

overall

, indem man f

�

ur alle m

�

oglihen Folgen von Zufallsbits, die

in der Veri�kationsprozedur von Abshnitt 11.2 auftreten k

�

onnen [ 2

O(logn)

-viele ℄, die

Konkatenation aller bei den jeweiligen Zufallsfolgen ausgelesenden Eintr

�

age aus T

i

; (i =

1; :::; ) eintr

�

agt ;

� Bilde 

0

Vergleihstabellen T

0

j

; (j = 1; :::; 

0

), die f

�

ur jede m

�

oglihe Zufallsfolge [ 2

O(logn)

-

viele ℄ zwei Eintr

�

age (T

0

j

(r)

1

; T

0

j

(r)

2

) hat:

1. die (bei der jeweiligen Zufallswahl) vom Tester beim j-ten Test ausgelesenen Be-

weisteile;

2. Konkatenation aller bei der jeweiligen Zufallswahl ausgelesenen Eintr

�

age des Be-

weises [Beahte T

0

j

(r)

2

= T

overall

(r)℄ .
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Jeder Eintrag wird nun mit dem Kodierungsshema E

(i�1)

 

j

wie folgt kodiert:

� Die Eintr

�

age von T

k

; (k = 1; :::; ) werden mit E

(i�1)

 

1

,  

1

(�; 0) = 0 kodiert, f

�

ur alle

Eintr

�

age � in T

k

( Die zweite Stelle ist hier nutzlos; sp

�

ater wird nur die Kodierung von

� ben

�

otigt) ;

� Die Eintr

�

age von T

overall

werden mit E

(i�1)

 

2

,

 

2

(0; �) = 1, �

�

uberzeugt den Tester aus Abshnit 11.2

f

�

ur alle Eintr

�

age � in T

overall

;

� Die Eintr

�

age von T

0

k

; (k = 1; :::; 

0

) werden mit E

(i�1)

 

3

,

 

3

(�

1

; �

2

) = 1, �

1

= dem j-ten Teil von �

2

f

�

ur alle Paare (�

1

; �

2

) von Eintr

�

agen in T

0

k

.

E

(i)

�

= (X; Y; �) ist die Konkatenation aller kodierten Eintr

�

age von T

1

; :::; T



; T

overall

; T

0

1

; :::; T

0



0

,

so da�

� X = Kodierung von T

1

;

� Y = Kodierung von T

2

;

� � = Rest .

Satz 11.6 E

(i)

�

ist gutartig f

�

ur i � 0 . (Mit � ein in polynomieller (deterministisher) Zeit

auswertbares P

�

adikat). Wenn l

i

die L

�

ange der Kodierung E

(i)

�

und r

i

die Anzahl der ben

�

otigten

Zufallsbits in der Veri�kationsprozedur ist, dann gilt:

1. l

i

(n) = poly(n) � l

i�1

(poly logn)

2. r

i

(n) = O(logn) +O(r

i�1

(poly logn)) + O(log(l

i�1

(poly logn)))
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Beweis: Wir haben in der Kodierung poly(n) Eintr

�

age der L

�

ange l

i�1

(poly logn)) Beh.

(1). Den Rest durh Induktion

�

uber i:

i = 0: Folgt aus Satz 11.5 .

i� 1! i:

� Nah Induktionsvoraussetzung hat E

(i�1)

Distanz � > 0. Wegen Punkt 3 in Be-

merkung 11.4 untersheiden sih die jeweiligen Tabellen f

�

ur x

1

6= x

2

in mehr als

�

0

jT

1

j Eintr

�

agen f

�

ur eine Konstante �

0

> 0. Daraus folgt, da� die Kodierung von x

eine Distanz � minf�; �

0

g hat. Analoges gilt f

�

ur y.

� Betrahte folgende Veri�kationsprozedur:

Shritt 1: W

�

ahle r 2

R

GF(2)

O(logn)

.

Shritt 2: Teste mit dem Tester f

�

ur E

(i�1)

 

2

im r-ten Eintrag der Kodierung von

T

overall

, ob  

2

erf

�

ullt ist.

(, 9a = a

1

:::a



0

[diese 

0

Strings

�

uberzeugen den Veri�zierenden aus Bem. 11.4℄

)

Der Aufwand an Query-Bits ist nah I.V. O(1) [an Zufallsbits r

i�1

(poly logn)℄.

Die Fehlerwahrsheinlihkeit ist nah I.V. durh eine Konstante Æ

1

beshr

�

ankt.

Shritt 3: Teste mit dem Tester f

�

ur E

(i�1)

 

3

in der r-ten Zeile der Kodierung von

T

0

k

; (k = 1; :::; 

0

), ob  

3

erf

�

ullt ist (, b

j

ist j-ter Teilstring von b ) .

Der Aufwand an Query-Bits ist nah I.V.O(1) [an ZufallsbitsO(r

i�1

(poly logn))℄.

Die Fehlerwahrsheinlihkeit sei ( wie bei Shritt 1 ) durh ein Æ

2

beshr

�

ankt.

Shritt 4: Teste, ob b

j

in T

0

j

mit a

j

, das in der Familie (T

i

) zu �nden ist,

�

uberein-

stimmt. Da E

(i�1)

nah Induktionsvoraussetzung Distanz � hat, gen

�

ugt es die

Kodierung von a

j

und b

j

an O(1) Stellen zu vergleihen: Annahme a

j

6= b

j

,

dann

Pr

k2

R

f1;:::;l

i�1

(poly logn)g

[E

(i�1)

(b

j

)

k

| {z }

=:B

j

6= E

(i�1)

(a

j

)

k

| {z }

=:A

j

℄ =

d(B

j

; A

j

)

jB

j

j

> �

Der Aufwand an Query-Bits ist O(1) [an Zufallsbits O(log(l

i�1

(poly log(n)))).

Die Fehlerwahrsheinlihkeit ist durh Æ

3

beshr

�

ankt.
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Shritt 5: Teste analog, ob a in T

overall

gleih b in T

0

j

; (j = 1; :::; 

0

) ist. Die Feh-

lerwahrsheinlihkeit ist durh Æ

4

beshr

�

ankt.

Wenn alle Tests erfolgreih waren, so gilt mit Wahrsheinlihkeit � 1� (

P

4

i=1

Æ

i

) :

{ Es existieren zwei Strings x; y, die zul

�

assig kodiert sind ;

{ x; y erf

�

ullen � .

Daraus folgt, da� E

(i)

eine gutartige Kodierung ist.

Korollar 11.1 F

�

ur E

(2)

�

gilt:

1. l

2

(n) = poly(n)

2. r

2

(n) = O(logn)

Beweis: Aus Satz 11.5 folgt, da� l

0

(n) = 2

poly(n)

; r

0

(n) 2 poly(n) ist. Daraus folgt:

l

1

(n) = poly(n) � 2

poly logn

= O(2

poly logn

)

Also ist l

2

(n) = poly(n) �O(2

poly log logn

)

| {z }

=O(2

O(logn)

)

2 poly(n). Ferner gilt:

r

1

(n) = O(logn) + O(poly logn) + O(log 2

poly logn

) = poly logn;

r

2

(n) = O(logn) +O(poly log logn) +O(log 2

poly log logn

) = O(logn):



Kapitel 12

Die Approximationskomplexit

�

at

von Z

�

ahlproblemen

In diesem Kapitel wollen wir uns einem ganz neuen Problemkreis zuwenden. Wir stellen die

Frage nah der Anzahl von L

�

osungen zu gewissen Problemen. Diese Fragestellung erweitert

das Entsheidungsproblem, bei dem nur nah der Existenz einer L

�

osung gefragt ist.

Z

�

ahlprobleme lassen sih niht direkt mit Entsheidungsproblemen vergleihen. So ist das

Ergebnis eines Z

�

ahlalgorithmus eine nat

�

urlihe Zahl. In [V79a℄ wird ein geeignetes Bereh-

nungsmodell f

�

ur Z

�

ahlprobleme eingef

�

uhrt.

De�nition 12.1 (Counting TM) Eine Counting TM (kurz CTM) M ist eine nihtdeter-

ministishe Turing Mashine, die au�erdem ohne zus

�

atzlihen Berehnungsaufwand auf einem

Extraband die Anzahl akzeptierender Berehnungsfolgen ausdrukt. Damit berehnet diese TM

eine Funktion

f

M

: �

�

! IN:

Mit Hilfe dieser De�nition k

�

onnen wir nun Komplexit

�

atsklassen de�nieren.

150
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De�nition 12.2 (#P) Mit #P bezeihnen wir alle Probleme, die mit einer polynomiell zeit-

beshr

�

ankten Counting TM berehnet werden k

�

onnen.

Anhand der De�nition ist klar, da� die zugeh

�

origen Z

�

ahlprobleme von Problemen aus NP in

#P liegen. Wie bei den Entsheidungsproblemen interessieren uns auh hier die shwersten

Probleme der Klasse. Dazu m

�

ussen wir zun

�

ahst einen geeigneten Reduktionsbegri� einf

�

uhren.

De�nition 12.3 (Orakel-Counting TM) Eine Orakel-Counting TM mit dem OrakelX ist

eine deterministishe TM M , die einen speziellen Orakelzustand in ihrer endlihen Kontrolle

besitzt. Geht M in diesen Zustand

�

uber, so wird der Inhalt eines speziellen Arbeitsbandes,

des Orakelbandes, als Eingabe f

�

ur das Orakel X verwendet, welhes das Ergebnis, d.h. die

Anzahl der L

�

osungen des Problems X auf das Orakelband shreibt. Mit diesem Ergebnis kann

M dann weiterarbeiten. Wir bezeihen die Klasse der so in polynomiell beshr

�

ankter Zeit

berehenbaren Probleme mit P

X

.

Damit k

�

onnen wir eine geeignete Reduktion wie folgt de�nieren.

De�nition 12.4 Ein Z

�

ahlproblem Y ist auf X reduzierbar, falls Y 2 P

X

. Eine Z

�

ahlproblem

X ist #P -hart, wenn

#P � P

X

Ein Z

�

ahlproblem X ist #P -vollst

�

andig, wenn X #P -hart ist und X in #P liegt.

Kandidaten f

�

ur #P-vollst

�

andige Z

�

ahlprobleme sind Z

�

ahlprobleme, die aus NP -vollst

�

andigen

Entsheidungsproblemen hervorgehen. Ob alle diese Z

�

ahlprobleme wirklih #P-vollst

�

andig

sind, ist ein o�enes Problem. Valiant gibt in [V79b℄ ein erstes nihttriviales #P-vollst

�

andiges

Z

�

ahlproblem an.

Satz 12.1 Die Berehnung der Permanente einer n�n Matrix mit Eintr

�

agen aus f0; 1g, d.h.

die Berehnung der Anzahl Perfekter Mathings eines bipartiten Graphen, ist #P -vollst

�

andig.
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Dieser Satz ist sehr erstaunlih, da das zugeh

�

orige Entsheidungsproblem, d.h. der Test auf die

Existenz von Perfekt Mathing, in polynomieller Zeit m

�

oglih ist. Ausgehend von dem #P

-vollst

�

andigen Problem der Permanentenberehnung hat Valiant noh eine Reihe weiterer

#P -vollst

�

andiger Probleme gefunden (siehe [V79a℄). Ein weiteres erstaunliherweise #P -

vollst

�

andiges Problem ist das monotone 2-DNF Z

�

ahlproblem.

De�nition 12.5 (monotone 2-DNF Z

�

ahlproblem) Gegeben sei eine booleshe Formel f

in disjunktiver Normalform, so da� keine Klausel mehr als zwei Literale enth

�

alt. Au�erdem

gebe es keine negierten Literale, d.h. die Formel ist monoton. Bezeihne #f die Anzahl der

erf

�

ullenden Belegungen

#f := jf�x j f(�x) = 1gj:

Das monotone 2-DNF Z

�

ahlproblem ist die Berehnung von #f .

Satz 12.2 Das monotone 2-DNF Z

�

ahlproblem ist #P -vollst

�

andig.

Bemerkung 12.1 Das monotone DNF Erf

�

ullungsproblem ist trivialerweise in P.

Wir sehen also, da� viele wihtige und grundlegende Z

�

ahlprobleme so shwer sind, da� wir

keine eÆzienten polynomiellen L

�

osungen erwarten d

�

urfen. Was kann uns aus diesem Dilemma

retten?

� Einshr

�

ankungen auf spezielle Klassen von zu z

�

ahlenden Objekten.

� Approximative anstatt exakter L

�

osungen.

Im Falle von DNF-Formeln zeigt Satz 12.2, da� Einshr

�

ankungen hier niht unbedingt zum

Ziel f

�

uhren. Daher werden Algorithmen entwikelt, um die Anzahl erf

�

ullender L

�

osungen einer

booleshen Formel in disjunktiver Normalform approximativ zu bestimmen. Daf

�

ur m

�

ussen

wir die Eigenshaften solher approximativer Algorithmen genauer de�nieren.
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De�nition 12.6 (�-Approximationsalgorithmus) Ein Algorithmus A f

�

ur das Z

�

ahlpro-

blem f ist ein �-Approximationsalgorithmus, falls f

�

ur die Ausgabe y von A

(1� �) �#f � y � (1 + �) �#f

gilt. Die Eingabegr

�

o�en des Algorithmus sind die Eingabegr

�

o�e des Z

�

ahlproblems f und der

Kehrwert von �.

De�nition 12.7 ((�; Æ)-Approximationsalgorithmus) Ein Algorithmus A f

�

ur das Z

�

ahl-

problem f ist ein (�; Æ)- Approximationsalgorithmus, falls f

�

ur die Ausgabe y von A

Pr[(1� �) �#f � y � (1 + �) �#f ℄ � 1� Æ

gilt. Die Eingabegr

�

o�en des Algorithmus sind die Eingabegr

�

o�e des Z

�

ahlproblems f , der Kehr-

wert von � und log(1=Æ).

Einige Approximationsalgorithmen mit polynomieller Laufzeit haben wir bereits kennenge-

lernt (Siehe auh Vorlesungsskript EÆziente Algorithmen und Komplexit

�

atstheorie (Alge-

braishe Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Wer-

ther) [K91℄ ). Wir beginnen im n

�

ahsten Abshnitt mit einem H

�

arteresultat f

�

ur das #2SAT

Problem. Dazu wollen wir einen zu den bisherigen Approximationsalgorithmen verwandten

Approximationsalgorithmus f

�

ur Z

�

ahlprobleme einf

�

uhren.

De�nition 12.8 Ein Algorithmus A f

�

ur das Z

�

ahlproblem f ist ein Approximationsalgorith-

mus mit A:R: �, wenn f

�

ur die Ausgabe y

maxfy=#f;#f=yg � �

gilt.

In Abshnitt 12.2 entwikeln wir einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus f

�

ur das DNF-Z

�

ahl-

problem. Er ist der Arbeit [KLM89℄ entnommen.
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12.1 Approximationsh

�

arte von #2SAT

Wir widmen uns jetzt dem Status von #2SAT und der

�

aquivalenten Z

�

ahlprobleme #IS und

#CLIQUE. Es gilt

Satz 12.3 ([GJ79℄, S. 260� 261) 2SAT 2 P .

Ist die Z

�

ahlfunktion f : f0; 1g

�

�! IN f

�

ur #2SAT auh in P? Die Antwort ist Nein, wie

folgender Satz zeigt.

Satz 12.4 (#2SAT ) Die Approximation von log(#2SAT ) mit A:R: O(n

�

) ist NP -hart, f

�

ur

ein � > 0.

Wir werden eine Reduktion von MAX-CLIQUE auf #2SAT konstruieren und dabei das

Approximationsh

�

arteresultat aus Kapitel 10 verwenden:

Beweis: Gegeben sei ein Graph G = (V;E) mit Knotenmenge V = f1; 2; : : : ; ng. Wir

konstruieren eine 2 � KNF -Formel f =

V

fi;jg=2E

(x

i

_ x

j

), (x := :x). F

�

ur eine Belegung s 2

f0; 1g

n

von f de�nieren wir V

s

= fijs

i

= 1g.

Bevor wir den Beweis fortsetzen ben

�

otigen wir die folgenden Lemmata:

Lemma 12.1 f(s) = 1() V

s

ist eine Clique von G

Beweis: ((=) V

s

ist eine Clique von G. F

�

ur alle fi; jg =2 E gilt fi; jg 6� V

s

. Daher ist

s

i

= 0 _ s

j

= 0 und somit f(s) = 1.

(=)) Sei f(s) = 1. Angenommen fi; jg =2 E und s

i

= 1 und s

j

= 1.

Dann gilt: (x

i

_ x

j

)(s) = 0 =) f(s) = 0 (Widerspruh)

Aus diesem Lemma folgt: Wenn f(s) = 1 und i; j 2 V

s

, dann ist auh fi; jg 2 E. V

s

ist eine

Clique von G.
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Lemma 12.2 Wenn MAX-CLIQUE (G) = k, dann gilt

O(n

k

) � #f = jfsjf(s) = 1gj � 2

k

Beweis: Via Lemma 12.1: Die Anzahl der Cliquen von G ist gleih #f . Da die Gr

�

o�e jeder

Clique in G h

�

ohstens k ist, ist die Anzahl der Cliquen von G

#f � [

�

n

k

�

+

�

n

k�1

�

+ : : :+

�

n

0

�

℄ = O(n

k

)

Sei C die MAX-CLIQUE von G. Dann ist auh jede Clique C

0

� C eine Clique von G.

Also ist die Anzahl der Cliquen von G mindestens 2

k

.

Mit den beiden Lemmata k

�

onnen wir den Beweis von Satz(#2SAT ) jetzt fortsetzen:

2

k

� #f � O(n

k

)

() k � log(#f) � O(k logn)

=)

log(#f)

logn

� O(k) � O(log(#f))

Vorausgesetzt ~y approximiere log(#f) mit A:R: n

�

0

. Dann gilt

~y

log(#f)

� n

�

0

(12.1)

log(#f)

~y

� n

�

0

(12.2)

Aus (12:1) folgt

~y

n

�

0

� log(#f)

~y

n

�

0

logn

� O(k)

~y

k

� n

�

0

logn
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Aus (12:2) erhalten wir

k

~y

� O(n

�

0

):

Als Ergebnis erhalten wir eine O(n

�

0

logn)-Approximation von k und folglih auh eine

O(logn)-Approximation f

�

ur log(#2SAT ). Die L

�

osung f

�

ur log(#2SAT ) impliziert also eine

O(n

�

0

logn)-Approximation von MAX-CLIQUE . Durh geeignete Wahl von � > �

0

, erhal-

ten wir einen Widerspruh mit Hauptsatz 10.2.

Korollar 12.1 Es gibt ein � > 0, so da� die Approximation von#2SAT ,#IS und #CLIQUE

mit A:R: 2

n

�

NP -hart ist.

Beweis: Via Beweis von Satz 12.4 und Hauptsatz 10.2. Angenommen ~y ist eine polynomielle

Approximation von #f mit A:R: 2

n

�

, f

�

ur alle � > 0. Dann gilt:

~y

#f

� 2

n

�

(12.3)

#f

~y

� 2

n

�

(12.4)

Durh Logarithmieren von (12:3) und Teilen durh log(#f) erhalten wir

log(~y)

log(#f)

� 1 � n

�

F

�

ur (12:4) existiert eine analoge Umformung.

Mit Satz(#2SAT ) folgt ein Widerspruh.

Mit #kIS bezeihnen wir die Einshr

�

ankung von #IS auf Graphen mit Maximalgrad k. Dyer

et al. [DFJ98℄ haben gezeigt, da� f

�

ur #kIS (mit k � 25) wahrsheinlih kein PTAS existieren

kann, w

�

ahrend #4IS einen PTAS besitzt [LV97℄. Somit haben wir die o�ene Frage, was f

�

ur

4 < k < 25 gilt.
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12.2 (�; Æ)-Approximationsalgorithmus f

�

ur #DNF

In diesem Abshnitt werden wir einen probabilistishen Z

�

ahlalgorithmus kennenlernen. Das

Prinzip dieses Algorithmus ist einfah:

Sei G = f�x j f(�x) = 1g und U � G. Der Algorithmus besteht aus N unabh

�

angig ausgef

�

uhrten

Versuhen. Jeder dieser Versuhe besteht aus den folgenden Shritten.

1. W

�

ahle zuf

�

allig ein Element ~x aus U . Zuf

�

allig bedeutet dabei unabh

�

angig und gem

�

a�

einer uniformen Verteilung.

2. Teste ob ~x 2 G, d.h. ob f(~x) = 1.

3. Setze die Ausgabe

Y :=

8

>

<

>

:

jU j falls f(~x) = 1

0 sonst .

Damit ist das Ergebnis eines Shrittes eine Zufallsvariable Y . Der Erwartungswert von Y ist

E[Y ℄ =

1

jU j

X

x2U

jU j � f(x) =

X

x2G

f(x) = jGj:

Damit gilt auh f

�

ur die Ausgabe

~

Y =

1

N

P

N

i=1

Y

i

des Z

�

ahlalgorithmus

E[

~

Y ℄ = jGj;

d.h. der Mittelwert der Ergebnisse der einzelnen Versuhe ist eine geeignete Zufallsvariable

f

�

ur die Anzahl der erf

�

ullenden Belegungen. Satz 3.1 (Satz von Bernstein) gab Auskunft

�

uber

die minimale Anzahl von Versuhen, so da� diese Zufallsvariable eine (�; Æ)-Approximation

darstellt:

Sei � =

jGj

jU j

. Dann ist der obige Algorithmus ein (�; Æ)-Approximationsalgorithmus, wenn die

Anzahl der Versuhe N gr

�

o�er gew

�

ahlt wird als

1

�

�

4

�

2

ln(

2

Æ

):
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Der Beweis dieses Satzes ist in Kapitel 3 und im Vorlesungsskript EÆziente Algorithmen und

Komplexit

�

atstheorie (Algebraishe Interpolations- und Z

�

ahlalgorithmen) von M. Karpinski

(ausgearbeitet von K. Werther) [K91℄ zu �nden.

Im folgenden sei G nun die Menge aller Einsstellen von f . Nun wollen wir versuhen eine

geeignete Obermenge U zu konstruieren. Diese Obermenge U mu� die folgenden Eigenshaften

besitzen, damit der Satz 3.1 von Bernstein eine polynomielle Laufzeit garantiert.

� jU j=jGj mu� polynomiell in der Eingabegr

�

o�e sein.

� Der Wert jU j=jGj mu� in polynomieller Zeit berehenbar sein.

� Es mu� in polynomieller Zeit m

�

oglih sein, Elemente von U gleihverteilt zu w

�

ahlen.

Die Menge U = f0; 1g

n

aller Vektoren der L

�

ange n ist niht geeignet, da der Quotient jU j=jGj

f

�

ur DNF-Formeln mit nur wenigen erf

�

ullenden Belegungen niht polynomiell beshr

�

ankt ist.

Die Menge U mu� also kleiner gew

�

ahlt werden. Um diese Wahl durhzuf

�

uhren, beahten wir,

da� f in disjunktiver Normalform gegeben ist

f = 

1

_ 

2

_ � � � _ 

m

:

f wird also genau dann erf

�

ullt, wenn mindestens eine Klausel 

i

erf

�

ullt wird. Bezeihne D

i

die Menge der Erf

�

ullenden f

�

ur die Klausel 

i

D

i

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

(�x

1

: : : �x

n

) j �x

k

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

1 x

k

kommt als positives Literal vor

0 x

k

kommt als negatives Literal vor

1 oder 0 x

k

kommt niht vor

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

:

Die Kardinalit

�

at von D

i

ist jD

i

j = 2

n�#Variablen in 

i

. Au�erdem gilt

G =

m

[

i=1

D

i

;
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d.h. G ist die Vereinigung von bekannten Mengen. Mit Hilfe der D

i

's k

�

onnen wir jetzt die

Kardinalit

�

at von G beshr

�

anken:

max

1�i�m

jD

i

j � jGj �

m

X

i=1

jD

i

j � m max

1�i�m

jD

i

j � mjGj:

Wir w

�

ahlen also U als die direkte Summe der D

i

. U =

L

m

i=1

D

i

ist eine Obermenge der

Menge

~

G = f(i; s) j 

i

(s) = 1 und 

j

(s) = 0 f

�

ur alle j < ig, die o�ensihtlih gleihm

�

ahtig zu

G ist. Die Menge U erf

�

ullt auh die Bedingungen des Satzes von Bernstein, da das Verh

�

altnis

jU j=j

~

Gj durh m beshr

�

ankt ist. Wir k

�

onnen die Menge

~

G auh als Menge der Einsstellen der

folgenden Funktion interpretieren:

'(s; i) =

8

>

<

>

:

1 i ist die kleinste Nummer einer Klausel mit 

i

(s) = 1

0 sonst.

Die De�nitionsmenge von ' ist gerade U und

~

G die Menge der Einsstellen von '. Es sei

bemerkt, das wir f

�

ur die Korrektheit des Algorithmus nur die Eigenshaft von ' ben

�

otigen,

da�

P

m

i=1

'(s; i) = 1 f

�

ur alle s 2

~

G gilt. Die ersten beiden Anforderungen f

�

ur den (�; Æ)-

Approximationsalgorithmus haben wir erf

�

ullt. Nun m

�

ussen wir noh zeigen, wie Elemente

aus U mittels einer Gleihverteilung gew

�

ahlt werden k

�

onnen. Dies geshieht folgenderma�en:

� Zuerst w

�

ahle eine Klausel mit Wahrsheinlihkeit jD

i

j=jU j.

� W

�

ahle eine erf

�

ullende Belegung dieser Klausel mit Wahrsheinlihkeit 1=jD

i

j.

Mit Hilfe der obigen Wahl wird jedes Element von U mit gleiher Wahrsheinlihkeit 1=jU j

gew

�

ahlt. Damit haben wir einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus gewonnen.

Algorithmus 3 (�; Æ)-Approximationsalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz �, Fehlerwahrsheinlihkeit Æ.

Shritt 1: Berehne die Anzahl der erf

�

ullenden Belegungen jD

k

j der k-ten Klausel.
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Shritt 2: Berehne A

i

=

P

i

k=1

jD

k

j f

�

ur 0 � i � m

Shritt 3: Setze

~

Y := 0.

Shritt 4: F

�

uhre die folgende Shleife N = m �

4 ln(2=Æ)

�

2

mal durh

a) W

�

ahle i mit Wahrsheinlihkeit jD

i

j=jU j. Dies geshieht durh Wahl von j 2

f1 : : : jU jg mit Wahrsheinlihkeit 1=jU j und bin

�

are Suhe des i's mit A

i�1

<

j � A

i

.

b) W

�

ahle erf

�

ullende Belegung s der Klausel 

i

, d.h s mit 

i

(s) = 1.

) Setze k := 0.

d) Suhe die erste Klausel 

k

mit 

k

(s) = 1.

e) Wenn k = i ist, so setze Y := jU j, sonst setze Y := 0.

f) Setze

~

Y :=

~

Y + Y .

Ausgabe:

~

Y =N .

Bemerkung 12.2 Die Shritte 4 a) und 4 b) w

�

ahlen ein (i; s) 2 U mit Wahrsheinlihkeit

1=jU j.

Satz 12.5 Der obige Algorithmus ist ein (�; Æ)-Approximationsalgorithmus und hat eine Lauf-

zeit von

O

 

nm

2

ln(1=Æ)

�

2

!

:

Beweis: Der Satz 3.1 von Bernstein sihert uns bei rihtig gew

�

ahltemN die (�; Æ)-Eigenshaft,

falls in Shritt 4 e) die Zufallsvariable Y den Erwartungswert E[Y ℄ = jGj hat. Sei ov (s) =

fi j 

i

(s) = 1g die Menge aller Klauseln, die von s erf

�

ullt werden. Dann gilt

X

i2ov (s)

'(s; i) = 1;

da es f

�

ur jedes s 2 G nur ein i mit '(s; i) = 1 gibt. Daraus folgt, da� E[Y ℄ =

P

(s;i)

'(s; i) =

P

s

P

i2ov(s)

'(s; i) =

P

s

1 = jGj ist. Daher liefert der Algorithmus eine (�; Æ)-Approximation.
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Die Laufzeit ergibt sih aus der Anzahl der Shleifendurhl

�

aufe von Shritt 4 und dem teu-

ersten Shritt in dieser Shleife. Dies ist die Bestimmung des i

�

, f

�

ur welhes '(i

�

; s) = 1

gilt. Dazu mu� f

�

ur jedes i � i

�

�

uberpr

�

uft werden, ob s die Klausel 

i

erf

�

ullt. Da jede solhe

�

Uberpr

�

ufung O(n) Zeit kostet und das gesuhte i

�

von der Gr

�

o�enordnung O(m) ist, ergibt

sih die obige Laufzeit des Algorithmus.

Mit dem Algorithmus 3 haben wir einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus gewonnen. Dabei

ist die Berehnung der Funktion '(i; s) mit einer Laufzeit von O(nm) sehr teuer. F

�

ur die

Korrektheit des Algorithmus ben

�

otigen wir nur die Eigenshaft

X

i2ov(s)

'(s; i) = 1 (�):

Wir werden nun eine randomisierte Funktion '

0

konstruieren, die die Eigenshaft (�) besitzt,

deren Berehnungzeit im Erwartungswert aber wesentlih g

�

unstiger ist.

12.2.1 Selbstjustierender Z

�

ahlalgorithmus

Wir werden die Funktion ' des Z

�

ahlalgorithmus durh eine Zufallsvariable '

0

ersetzen, die nur

von der erf

�

ullenden Belegung s abh

�

angig ist und f

�

ur jedes s den Erwartungswert E['

0

(s)℄ =

1=jov(s)j hat. Damit ergibt sih, da� '

0

die Bedingung (�) erf

�

ullt. Ein einzelner Versuh

sieht dann genauso aus wie oben:

� W

�

ahle (i; s) 2 U .

� Berehne '

0

(s).

� Setze Y = jU j � '

0

(s).

F

�

ur den Erwartungswert von Y gilt

E[Y ℄ =

X

s

X

i2ov (s)

'

0

(s) = jGj:

Damit ist der obige Versuh f

�

ur einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus geeignet. Die Bereh-

nung von '

0

(s) geshieht folgenderma�en.
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1.) t(s) := 0

2.) wiederhole bis s 2 D

j

a) t(s) := t(s) + 1

b) w

�

ahle j 2 1 : : :m mit Wahrsheinlihkeit 1=m.

3.) '

0

(s) := t(s)=m

Die Zeit zur Berehnung der Zufallsvariable '

0

(s) ist also auh eine Zufallsvariable.

Lemma 12.3 Der Erwartungswert f

�

ur t(s) ist

E[t(s)℄ =

m

jov (s)j

:

Beweis: t(s) ist eine geometrish verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrsheinlihkeit

jov (s)j=m. 2

Damit ergibt sih E['

0

(s)℄ = 1=jov (s)j. Also ist die obige Prozedur f

�

ur einen

(�; Æ)-Approximationsalgorithmus geeignet.

Nun wollen wir den durhshnittlihen Zeitverbrauh der obigen Prozedur untersuhen. Dazu

sei eine Aktion eine Shleifeniteration der Prozedur. Gesuht ist also der Erwartungswert f

�

ur

die Anzahl t von ausgef

�

uhrten Iterationen pro Versuh. Die Kosten f

�

ur jede dieser Aktion kann

durh die Kosten f

�

ur die zuf

�

allige Wahl von (i; s) 2 U , der zuf

�

alligen Wahl von j 2 f1 : : :mg

und des Testes, ob s 2 D

j

ist, abgesh

�

atzt werden. Im Falle des DNF-Z

�

ahlproblems sind diese

Kosten O(n+log jU j+logm). Die Anzahl der Klauseln m ist durh 2

n

beshr

�

ankt, die Gr

�

o�e

von U durh m2

n

. Im allgemeinen kann also log jU j gr

�

o�er sein als O(n). Wir betrahten

jedoh nur Eingaben, f

�

ur die U klein, also jU j = O(n) ist. F

�

ur die anderen Eingaben ist

jU j=jGj f

�

ur U = f0; 1g

n

und G = fs j f(s) = 1g polynomiell beshr

�

ankt. Daher sind die

Kosten, die innerhalb einer Shleifeniteration auftreten, von der Gr

�

o�enordnung O(n).

Lemma 12.4 Sei � = jGj=jU j. Dann ist

E[t℄ = m�:
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Beweis: Es gilt

E[t℄ =

1

jU j

X

(s;i)2U

E[t(s)℄

=

1

jU j

X

s2G

X

i2ov (s)

E[t(s)℄

=

1

jU j

X

s2G

m = m�:

Damit haben wir einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus. Angewandt auf das DNF-Z

�

ahlpro-

blem ist er aber leider niht shneller als der alte Algorithmus, da wir E[t℄ nur durh m

absh

�

atzen k

�

onnen. Daher betr

�

agt auh hier die Laufzeit O(nm

2

). Wir k

�

onnen aber trotzdem

Vorteil aus der neuen Berehnung von '

0

ziehen.

Nehmen wir an, wir k

�

onnten � berehnen und folglih die Anzahl der Versuhe mit

N(�) =

 ln(1=Æ)

��

2

angeben, wobei  eine geeignete Konstante ist. Dann ist die Anzahl der insgesamt ausgef

�

uhrten

Aktionen T (�) eine Zufallsvariable mit Erwartungswert

E[T (�)℄ = N(�) �E[t℄ =

m ln(1=Æ)

�

2

:

Dieser Erwartungswert ist um den Faktorm geringer als die obere Shranke, die wir berehnet

haben. Man beahte, da� E[T (�)℄ von � unabh

�

angig ist.

Sei T = m ln(1=Æ)

1

�

2

mit Konstante . Wir werden den Algorithmus nun T Aktionen lang

ausf

�

uhren. Die Anzahl der Versuhe, die w

�

ahrend dieser Aktionen beendet wurden, ist nun

eine Zufallsvariable N

T

in Ab

�

angigkeit von T . Wir werden zeigen, da� f

�

ur geeignet gew

�

ahltes

 mit hoher Wahrsheinlihkeit gen

�

ugend Versuhe durhgef

�

uhrt worden sind. Intuitiv wird

dieses deutlih, da der Erwartungswert von N

T

ungef

�

ahr gleih T=E[t℄ = N(�) ist. Der Algo-

rithmus justiert sih also selbst, da sowohl Versuhe mit wenigen als auh mit vielen Aktionen

ausgef

�

uhrt werden. Bei einer hinreihend gro�en Anzahl von Versuhen wird die Anzahl von

ausgef

�

uhrten Aktionen mit hoher Wahrsheinlihkeit sehr nahe an diesem Erwartungswert

liegen. Damit sieht unser selbstjustierender Z

�

ahlalgorithmus wie folgt aus.
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Algorithmus 4 Selbstjustierender Z

�

ahlalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz �, Fehlerwahrsheinlihkeit Æ

Shritt 1: Setze G := 0, N

T

:= 0,

Shritt 2: Setze T := 8(1 + �)m ln(2=Æ)=�

2

.

Shritt 3: F

�

uhre die Shleife durh bis G > T

a) W

�

ahle (s; i) zuf

�

allig aus U .

b) t(s) := 0.

) Wiederhole bis s 2 D

j

i) Wenn G > T gehe zur Ausgabe.

ii) W

�

ahle zuf

�

allig j 2 f1 : : :mg mit Wahrsheinlihkeit 1=m.

iii) t(s) := t(s) + 1.

iv) G := G+ 1.

d) Setze N

T

:= N

T

+ 1

e) Setze '

0

(s) := t(s)=m

f) Setze Y

N

T

:= jU j'

0

(s)

Shritt 4:

~

Y :=

1

N

T

P

N

T

i=1

Y

i

Ausgabe:

~

Y

Dieser Algorithmus hat die (�; Æ)-Eigenshaft und Laufzeit O(nm), da eine Aktion in O(n)

Zeit durhf

�

uhrbar ist.

Satz 12.6 Sei

~

Y =

T � jU j

mN

T

die Sh

�

atzung des Algorithmus. Diese Sh

�

atzung ist eine (�; Æ)-Approximation, falls bei � < 1

T =

8(1 + �)m ln(2=Æ)

�

2
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gew

�

ahlt wird.

Zum Beweis dieses Satzes m

�

ussen wir wieder ein wenig Vorarbeit leisten. F

�

ur k = 1; : : : ; m

sei

R

k

= fs 2 G j jov (s)j = kg

und r

k

= jR

k

j. Dann ist

P

m

k=1

r

k

= jGj und

P

m

k=1

kr

k

= jU j. Die Wahrsheinlihkeit, da� ein

zuf

�

allig gew

�

ahltes Element aus G in R

k

liegt, ist damit kr

k

=jU j, d.h. die Wahrsheinlihkeit

f

�

ur alle s 2 R

k

ist gleihgro� und nur von k abh

�

angig. Daher k

�

onnen wir die Zufallsvariablen

�

k

de�nieren, die die gleihe Verteilung haben wie t(s) f

�

ur s 2 R

k

. Auh diese Variablen haben

eine geometrishe Verteilung

Pr[�

k

= j℄ = k=m(1� k=m)

j�1

mit Erwartungswert m=k. F

�

ur d = �=m mit � � 1=2 ergibt sih

E[e

d�

k

℄ =

1

X

j=1

e

dj

Pr[�

k

= j℄

= e

d

k

m

1

X

j=1

(e

d

(1� k=m))

j�1

=

e

d

k

m(1� (1� k=m)e

d

)

:

Die Reihe konvergiert, da (1� k=m)e

d

< 1 f

�

ur d � 1=2m gilt.

Im folgenden seien t

1

; t

2

; : : : identish verteilte Zufallsvariablen mit der gleihen Zufallsvertei-

lung wie t. Die Zufallsvariable t

i

ist die Anzahl der Aktionen im i-ten Versuh. Sei S

l

=

P

l

i=1

t

i

die Anzahl von Aktionen nah dem l-ten Versuh und N

i

die Anzahl der Versuhe, die nah

i Aktionen beendet sind. Es gilt nah De�nition

N

i

< l () S

l

> i:

Lemma 12.5 Sei 0 � � � 1=2 und d = �=m. Dann gilt

E[e

dt

℄ � e

(�+2�

2

)�

= e

(md+2(md)

2

)�

:
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Beweis: Es gilt

E[e

dt

℄ =

1

jU j

m

X

k=1

kr

k

E[e

d�

k

℄:

Wir kennen den Erwartungswert von e

d�

k

. Wir setzen ihn in die Gleihung ein und erhalten

E[e

dt

℄ =

1

jU j

m

X

k=1

k

2

r

k

m(e

�d

� 1 + k=m)

:

Wir k

�

onnen nun die Summanden nah oben absh

�

atzen. Dazu benutzen wir die Ungleihungen

1� d � e

�d

und daraus folgend k=m� d � e

�d

� 1 + k=m. Damit ergibt sih

k

m(e

�d

� 1 + k=m)

�

k

m(k=m� d)

= 1 +

d

k=m� d

:

Setzen wir diese Absh

�

atzung in die Ungleihung ein, erhalten wir

E[e

dt

℄ � 1 +

1

jU j

m

X

k=1

kr

k

d

k=m� d

:

Aufgrund von d = �=m und k � 1 ergibt sih k=m� d �

k(1��)

m

. Also folgt

E[e

dt

℄ � 1 +

1

jU j

m

X

k=1

r

k

�

1� �

:

Nun benutzen wir die Ungleihung 1=(1��) � 1+2� f

�

ur 0 � � � 1=2. Au�erdem verwenden

wir die De�nition der r

k

mit der Gleihheit

P

r

k

= jGj. Es folgt

E[e

dt

℄ � 1 +

jGj

jU j

�(1 + 2�) = 1 + �(�+ 2�

2

) � e

�(�+2�

2

)

:

Aus diesem Lemma k

�

onnen wir das folgende Korollar ableiten.

Korollar 12.2 Sei � � 2. Dann gilt

Pr[S

l

> (1 + �)m�l℄ � e

���

2

l=8

:

Beweis: Nah Lemma 3.4 gilt

Pr[S

l

> (1 + �)m�l℄ � E[e

d(S

l

�(1+�)m�l)

℄
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und mittels Lemma 3.3 folgt

= E[e

dt

℄

l

e

�d(1+�)m�l

:

Dabei bezeihne t die Zufallsvariable mit der gleihen Verteilung wie die Zufallsvariablen t

i

.

Aus Lemma 12.5 ergibt sih eine Absh

�

atzung f

�

ur E[e

dt

℄

E[e

dt

℄ � e

(md+2(md)

2

)�

:

Setzen wir nun f

�

ur d = �=4m ein, so folgt

Pr[S

l

> (1 + �)m�l℄ � e

(�=4+�

2

=8)�l��=4(1+�)�l

= e

���

2

l=8

:

Eine

�

ahnlihe Absh

�

atzung gilt auh in die andere Rihtung.

Lemma 12.6 Sei 0 � � � 1=2 und d = �=m. Dann gilt

E[e

�dt

℄ � e

(����

2

)�

= e

(�md�(md)

2

)�

:

Korollar 12.3 Sei � � 2. Dann gilt

Pr[S

l

> (1� �)m�l℄ � e

���

2

l=8

:

Nun k

�

onnen wir die Korrektheit des selbstjustierenden Z

�

ahlalgorithmus beweisen.

Beweis: von Satz 12.6

Sei

k

1

=

8(1 + �) ln(2=Æ)

��

2

(1 + �)

und

k

2

=

8(1 + �) ln(2=Æ)

��

2

(1� �)

:

Damit ist T = k

1

m�(1 + �) = k

2

m�(1� �). Wenn k

1

� N

T

� k

2

gilt, so gilt auh

T

k

2

�

T

N

T

�

T

k

1
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und damit

T jU j

mk

2

�

~

Y �

T jU j

mk

1

:

Nah Einsetzen von k

1

und k

2

ergibt sih

jGj(1� �) �

~

Y � jGj(1 + �)

und somit ist die Sh

�

atzung eine �-Approximation. Es reiht also zu zeigen, da�

Pr[N

T

> k

2

℄ + Pr[N

T

< k

1

℄ � Æ

ist. Dies ergibt sih aber unmittelbar durh Benutzen der Korollare 12.2 und 12.3:

Pr[N

T

< k

1

℄ = Pr[S

k

1

> T ℄ = Pr[S

k

1

> k

1

m�(1 + �)℄ (�):

Durh Anwenden von Korollar 12.2 und Einsetzen von k

1

ergibt sih

(�) � e

���

2

k

1

=8

= e

ln(2=Æ)

= Æ=2:

Analoges gilt f

�

ur den anderen Teil.

12.3 GF(q) Z

�

ahlprobleme

Im vorigen Abshnitt haben wir das Problem untersuht, die Anzahl der Einsstellen einer

booleshen Funktion zu berehnen, die in disjunktiver Normalform gegeben ist. Nun stellen

wir die analoge Frage, was passiert, wenn die Funktion als Polynom

�

uber GF(2) gegeben ist.

Diese Fragestellung l

�

a�t sih verallgemeinern auf die Frage der -Stellen von Polynomen

�

uber

beliebigen endlihen K

�

orpern. Dies ist eine sehr wihtige Frage in der Geometrie, Algebra und

algebraishen Geometrie.

12.3.1 Approximative Z

�

ahlung der Einsstellen von GF(2) Polynomen

In diesem Abshnitt werden wir zeigen, da� wir den Approximationsalgorithmus f

�

ur das

DNF Z

�

ahlproblem auh f

�

ur das GF(2) Z

�

ahlproblem verwenden k

�

onnen. Dazu werden wir den

folgenden Satz beweisen.
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Satz 12.7 ( ([KL93℄)) Sei C = f

i

g eine beliebige Menge von m paarweise vershiedenen,

nihtleeren Klauseln

�

uber n Variablen. Bezeihne G die Menge der Einsstellen der Funktion

g =

W



i

und F die Menge der Einsstellen der Funktion f =

L



i

, d.h wir sehen die Menge

C einmal als Monome einer Funktion in diskunktiver Normalform und einmal als Monome

eines Polynoms

�

uber GF(2) an. Dann gilt

jGj=jF j � m:

Sei U die in Abshnitt 12.2 de�nierte

�

Uberdekung von G. Dann gilt f

�

ur das Verh

�

altnis von

jU j und jGj

jU j

jGj

� m:

Mit Hilfe von Satz 12.7 erhalten wir dann

jU j

jF j

� m

2

:

Diese Aussagen implizieren direkt den folgenden

Satz 12.8 Es gibt einen (�; Æ)-Approximationsalgoritmus f

�

ur das GF (2) Z

�

ahlproblem, der in

Zeit

O(nm

3

ln(1=Æ)=�

2

)

l

�

auft.

SeiX = fx

1

; : : : ; x

k

g eine Menge von Variablen und s eine Belegung der Variablen fx

1

; : : :x

n

g.

Dann de�nieren wir f

�

ur jede Teilmenge X

0

von X die Belegung s(X

0

) durh

s(X

0

)

i

:=

8

>

<

>

:

0 falls x

i

2 X nX

0

s

i

sonst

:

Lemma 12.7 Sei s eine Variablenbelegung mit g(s) = 1 und X die Variablenmenge eines

maximalen Terms  mit (s) = 1. Dann gibt es wenigstens eine Variablenbelegung s

0

= s(X

0

)

f

�

ur ein X

0

� X, mit f(s

0

) = 1, d.h. s

0

= s(X

0

) erf

�

ullt eine ungerade Anzahl von Klauseln.
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Beweis: Sei T = f

i

j 

i

(s) = 1g die Menge von Klauseln, die von s erf

�

ullt werden.

� Wenn jT j ungerade ist, dann erf

�

ullt X

0

= X die Bedingung.

� Wenn jT j gerade ist, so dann teilen wir T in die Mengen T

0

und T

00

. T

0

ist die Menge

aller Klauseln, so da� mindestens eine Variable aus X in der Klausel vorkommt, T

00

enth

�

alt die Klauseln, die keine Variablen mit X gemeinsam haben.

{ Falls jT

00

j ungerade ist, dann w

�

ahlen wir X

0

= ;. Dadurh werden alle Klauseln in

T

00

erf

�

ullt aber keine in T

0

.

{ Falls jT

00

j und damit auh jT

0

j gerade ist, so benutzen wir die folgende Konstruk-

tion. Dazu sei

P (X

0

) := f

i

j 

i

(s(X

0

)) = 1g;

Q(X

0

) := f

i

j Var (

i

) \X = X

0

g

und p(X

0

) und q(X

0

) die Parit

�

at der zugeh

�

origen Mengen. Aufgrund der Maxi-

malit

�

at von  besteht Q(X) nur aus dem Element . Damit ist q(X) = 1. Wir

sind nun interessiert an einem X

0

mit p(X

0

) = 1. Zwishen den Mengen P und Q

(und damit auh zwishen p und q) besteht der folgende, einfah zu beweisende

Zusammenhang:

P (X

0

) =

[

X

00

�X

0

Q(X

00

):

Dieser Zusammenhang l

�

a�t sih durh eine niht singul

�

are obere Dreieksmatrix

ausdr

�

uken. Ebenso lassen sih die Werte von p durh die Werte von q durh ein

lineares invertierbares Gleihungssystem

�

uber GF(2) ausdr

�

uken. Da q(X) 6= 0 ist,

folgt also, da� es wenigstens ein X

0

mit p(X

0

) 6= 0 gibt.

Lemma 12.8 Es gibt eine Zuordnung ' : G ! F , so da� f

�

ur alle s 2 F die Urbildmenge

'

�1

(s) h

�

ohstens m Elemente enth

�

alt.

Beweis: Zu s 2 F sei t

s

ein maximaler Term, der durh s erf

�

ullt wird, d.h. es gibt keinen

Term t mit t(s) = 1, dessen Variablenmenge die Variablenmenge von t

s

enth

�

alt. F

�

ur die
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(h

�

ohstens) m � 1 vielen Terme t, die niht von s erf

�

ullt werden, sei s

t

die Belegung, in der

alle Variablen, die in t vorkommen, auf 1 gesetzt sind, die aber sonst mit s

�

ubereinstimmt.

Damit de�nieren wir die Urbildmenge M

s

= '

�1

(s) von s als

M

s

= fsg [ fs

t

j t(s) = 0g:

Wir behaupten nun, da� G = [

s2F

M

s

gilt. Sei �s 2 G und s

0

die nah Lemma 12.7 konstruierte

erf

�

ullende Belegung von f . Nah dieser Konstruktion gilt �s 2M

s

0
. Daher ist ' die gew

�

unshte

Zuordnung.

Beweis: von Satz 12.7

In Lemma 12.8 haben wir ein Abbildung ' : G ! F konstruiert, so da� f

�

ur alle s 2 F die

Urbildmenge '

�1

(s) h

�

ohstens m Elemente enth

�

alt. Dann kann die Menge G h

�

ohstens m

mal so gro� sein wie F .

Dieses Ergebnis ist sogar optimal. Betrahten wir f

�

ur eine Zweierpotenz m das Polynom

g

T

=

Y

i2T

(x

i

� 1)

Y

i 62T

x

i

:

Wenn jT j = logm ist, so hat g

T

genau m Terme und eine Einsstelle. Die entsprehende

Funktion

f

T

=

^

i2T

(x

i

_ 1)

^

i 62T

x

i

:

in disjunktiver Normalform hat jedoh m Einsstellen.

Bis jetzt haben wir GF(2)-Polynome mit Termen betrahtet, deren Variablenmenge jeweils

nihtleer war. Dies sind gerade diejenigen Polynomen, die niht die Konstante 1 (= Term mit

leerer Variablenmenge) enthalten. F

�

ur GF(2)-Polynome mit Konstante 1 gilt der folgende

Satz 12.9 Sei p ein Polynom in den Variablen fx

1

; : : :x

n

g mit p(0; : : : ; 0) = 1. Sei U =

f0; 1g

n

die Menge aller Einsetzungen f

�

ur die Variablen und F die Menge aller Einsstellen

von p. Dann gilt

jU j=jF j � m:
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Dieser Satz impliziert direkt einen Algorithmus f

�

ur diese Polynome, der in Laufzeit

O(nm

2

log(1=Æ)=�

2

)

implementierbar ist.

12.3.2 Approximative Z

�

ahlung von -Stellen multilinearer Polynome

�

uber

GF(q)

In diesem Abshnitt wollen wir die Anzahl von -Stellen von multilinearen Polynomen

�

uber

GF(q) bestimmen ([KL91℄).

De�nition 12.9 Ein multivariates Polynom f(x

1

; : : : ; x

n

) hei�t multilinear, wenn deg

x

i

� 1

f

�

ur jedes i gilt.

De�nition 12.10 Es bezeihne

#



g = jf(x

1

; : : :x

n

) 2 GF(q)

n

j g(x

1

; : : :x

n

) = gj

die Anzahl der -Stellen von g 2 GF(q)[x

1

; : : : ; x

n

℄.

Lemma 12.9 Sei g 2 GF(q)[x

1

; : : : ; x

n

℄ ein multilineares niht konstantes Polynom. Dann

gilt f

�

ur alle  2 GF(q):

#



g � (q � 1)

n�1

:

Beweis: Wir beweisen das Lemma durh Induktion

�

uber n der Anzahl der Variablen.

n = 1 Sei g(x) = ax + b mit a 6= 0. Dann hat die Gleihung g(x) = s f

�

ur jedes

s 2 GF(q) genau eine L

�

osung. Somit gilt

#



g = 1 = (q � 1)

0

:
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n! n+ 1 Wir stellen das Polynom g folgenderma�en dar:

g(x

1

; : : :x

n+1

) = x

n+1

h(x

1

; : : :x

n

) + k(x

1

; : : :x

n

):

Dabei sind h und k multilineare Polynome in den Variablen x

1

; : : : ; x

n

.

Wir untersheiden nun drei F

�

alle:

� h(x

1

; : : : ; x

n

) � 0

In diesem Fall ist

#



g = q#



k � q(q � 1)

n�1

> (q � 1)

n

:

� h(x

1

; : : :x

n

) � d 6= 0

Das Polynom g hat also die Gestalt g(x

1

; : : :x

n+1

) = x

n+1

d +

k(x

1

; : : :x

n

). F

�

ur festes (x

1

; : : :x

n

) haben wir ein lineares univaria-

tes Polynom, welhes jeden Wert  2 GF(q) genau einmal annimmt

unabh

�

angig von dem Wert von k(x

1

; : : : ; x

n

). F

�

ur jede beliebige Be-

legung der Variablen x

1

; : : : ; x

n

hat g(x

1

; : : : ; x

n

; x

n+1

) =  genau

eine L

�

osung. Somit ist

#



g = q

n

> (q � 1)

n

:

� h(x

1

; : : : ; x

n

) ist niht konstant. Nah Induktionsannahme gibt es

mindestens (q � 1)

n�1

L

�

osungen der Gleihung h(x

1

; : : :x

n

) = d.

F

�

ur d 6= 0 ist gibt es f

�

ur jede dieser L

�

osungen (x

1

; : : : ; x

n

) genau ein

x

n+1

mit g(x

1

; : : : ; x

n+1

) = . Damit gilt

#



g �

X

d6=0

#

d

h � (q � 1)(q � 1)

n�1

= (q � 1)

n

:

Bezeihne Var (t) die Variablenmenge eines Polynoms oder Terms t.

Satz 12.10 Sei f 2 GF(q)[x

1

; : : : ; x

n

℄ ein multilineares Polynom und  2 GF(q). Bezeihne

m die Anzahl der Terme von f =

P

t

i

, D(f) := fs 2 GF(q)

n

j 9t

i

t

i

(s) 6= 0g und S



(f) :=
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fs 2 GF(q)

n

j f(s) = g. Falls f keinen konstanten Term enth

�

alt oder der konstante Term

gleih  ist, dann gilt

jD(f)j

jS



(f)j

� (q � 1)m:

Beweis: Wir partitionierenD(f) in Mengen D

i;j

(f) und

�

uberdeken S



(f) durh eine gleihe

Anzahl von Mengen R

i;j

(f). Durh eine Beziehung zwishen den Mengen R

i;j

(f) undD

i;j

(f)

erhalten wir dann die gew

�

unshte Aussage.

Zun

�

ahst

�

uberdeken wir D(f) durh niht notwendigerweise disjunkte Mengen D

i

(f):

D

i

(f) := fs 2 GF(q)

n

j t

i

(s) 6= 0; :9t

j

> t

i

mit t

j

(s) 6= 0g:

Dabei bedeutet t

i

< t

j

, da� Var (t

i

) � Var (t

j

) gilt.

D

i

(f) besteht also aus den Zuweisungen s, f

�

ur die der Term t

i

maximal unter allen Termen

mit t(s) 6= 0 ist.

D

i

(f) partitionieren wir in q

n�deg t

i

Mengen D

i;j

(f). D

i;j

(f) besteht aus all den Zuweisungen

aus D

i

(f), die auf den Variablen, die niht in t

i

auftauhen, gleih sind. Die Gr

�

o�e vonD

i;j

(f)

ist durh die Anzahl von Zuweisungen s zu den Variablen in t

i

mit t

i

(s) 6= 0 beshr

�

ankt. Da

jede der deg t

i

vielen Variablen einen Wert ungleih 0 erhalten mu�, sind dies (q � 1)

deg t

i

viele.

Zu den Mengen D

i;j

(f) de�nieren wir die Mengen R

i;j

(f) in der folgenden Weise. Die Zuwei-

sungen zu den Variablen, die niht in t

i

auftauhen, sei so wie in D

i;j

(f), d.h. wir betrahten

Polynome p , die aus einer partiellen Zuweisung der Variablen hervorgehen. Diese Polynome

sind Polynome in den Variablen in Var (t

i

). Wir erweitern nun die partielle Zuweisung, so da�

p und damit f zu  evaluiert.

Aufgrund der De�nition der Mengen D

i

(f), werden die Polynome, die durh partielle Zu-

weisung der Variablen aus f hervorgehen, niht konstant. Daher k

�

onnen wir Lemma 12.9

auf die Polynome p anwenden und erhalten daher f

�

ur alle i; j eine untere Shranke f

�

ur die
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Kardinalit

�

at der Mengen R

i;j

(f):

jR

i;j

(f)j � (q � 1)

deg t

i

�1

�

jD

i;j

(f)j

q � 1

:

Da die Mengen R

i;j

(f) die Menge S



(f)

�

uberdeken haben, wir die Ungleihung

jS



(f)j �

X

i;j

jR

i;j

(f)j:

Aufgrund der Konstruktion sind die Mengen R

i;j

(f) und R

i;k

(f) f

�

ur j 6= k disjunkt, da sie

den Variablen au�erhalb von Var (t

i

) vershiedene Werte zuweisen. Daher kann jedes Element

s 2 S



(f) in h

�

ohstens m vershiedenen Mengen R

i;j

(f) auftauhen. Damit haben wir

m � jS



(f)j �

X

i;j

jR

i;j

(f)j:

Zusammenfassend ergibt sih

jD(f)j

jS



(f)j

�

P

i;j

jD

i;j

(f)j

1=m

P

i;j

jR

i;j

(f)j

�

P

i;j

(q � 1)jR

i;j

(f)j

1=m

P

i;j

jR

i;j

(f)j

= m(q � 1):

Die Shranke des Satzes 12.10 ist sharf. Dies zeigt das Beispiel

f(x

1

; : : : ; x

n

) =

n

Y

i=1

x

i

:

Es gibt (q � 1)

n

Belegungen, so da� (der einzige) Term von f ungleih 0 wird, aber genau

(q � 1)

n�1

viele Belegungen, so da� f den Wert  annimmt. Das Verh

�

altnis ist genau q � 1.

Wir haben nun wieder eine geeignete

�

Uberdekung konstruiert, und k

�

onnen wieder dasselbe

Shema f

�

ur einen (�; Æ)-Approximationsalgorithmus anwenden.

Dieser Approximationsalgorithmus ist f

�

ur den Fall der beliebigen Polynome

�

uber GF(q) durh

Grigoriew und Karpinski [GK91℄ erweitert worden.



Kapitel 13

Neue Approximationsshemata

Wir haben in dem vorliegenden Skript vershiedene Probleme bez

�

uglih ihrer Approximier-

barkeit untersuht. Es wurden Approximationsalgorithmen f

�

ur Optimierungsprobleme wie

das Problem des Handlungsreisenden, Vertex-Cover, et. entwikelt, die ein konstantes Ap-

proximationsverh

�

altnis besitzen. F

�

ur einige Z

�

ahlprobleme haben wir (�; Æ)-Approximations-

shemata konstruieren k

�

onnen. F

�

ur andere Probleme haben wir gezeigt, da� sie gar niht

approximiert werden k

�

onnen (modulo hinreihend starker Bedingungen).

In Kapitel 1.3 haben wir f

�

ur Optimierungsprobleme sogenannte polynomzeitbeshr

�

anktes Approximations-

shemata de�niert:

Ein polynomzeitbeshr

�

anktes Approximationsshema (kurz PTAS) P ist eine Familie (P

�

; � >

0) von polynomiellen Algorithmen P

�

, mit Approximationsg

�

ute 1 + �.

Die Approximationsg

�

ute war dabei wie folgt de�niert:

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P . Ein Approximationsalgorithmus A besitzt eine Ap-

proximationsg

�

ute (ein Approximation Ratio A:R:) von �, wenn f

�

ur jede Instanz x 2 P

max

�

(A(x))

OPT (x)

;

OPT (x)

(A(x))

�

� �

gilt. Nun stellt sih die Frage, ob PTASs f

�

ur NP -harte Optimierungsprobleme

�

uberhaupt
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existieren k

�

onnen: Die Antwort ist Ja.

13.1 PTAS f

�

ur das Euklidishe Traveling Salesman und Stei-

ner Tree Problem

Im allgemeinen ist das TSP -Entsheidungsproblem NP -vollst

�

andig. Selbst die Approximati-

on des allgemeinen Problems ist NP -hart, wie wir shon in Kapitel 1.3 gesehen haben.

�

Uber

andere verwandte Probleme wie z. B. Steiner Tree Probleme siehe auh [KZ97a℄, [KR98℄.

Einshr

�

ankungen auf Eingabeinstanzen ver

�

andern wie im vorhergehenden Abshnitt die Lage

jedoh erheblih: Das TSP �Metri ist zwar noh NP -hart, es existieren allerdings Approxi-

mationalgorithmen, die L

�

osungen konstruieren, deren Kosten h

�

ohstens das 2- bzw. 1:5-fahe

der Optimall

�

osung betragen (siehe auh Kapitel 1.3). Papadimitrou und Yannakakis zeigten

jedoh, da� das Problem MAX-SNP -hart ist [PY93℄.

Das euklidishe TSP (ETSP ) ist immer noh NP -hart. Arora konstruierte jedoh 1996

erstaunliherweise einen PTAS f

�

ur das ETSP und andere euklidishe Optimierungsprobleme.

Satz 13.1 ([A96℄) Es gibt einen PTAS f

�

ur ETSP .

Beweismethode:

Durh rekursive Teilung der euklidishen Ebene (des IR

2

) und De�nition einer konstanten

Anzahl von Portalen an denen sih

�

Uberg

�

ange der Tour durh die Teilung existieren, kann

man eine polynomielle Anzahl von Touren isolieren, von denen eine mit hoher Wahrshein-

lihkeit �-nah an der optimalen Tour liegt. Man brauht shlie�lih nur noh alle diese Touren

aufzuz

�

ahlen und die beste auszuw

�

ahlen.



Kapitel 14

Die MCMC - Methode

Wir beshreiben in diesem Kapitel die Monte Carlo - Markov Chain - Methode (kurz: MCMC-

Methode), mittels derer man auh zahlreihe eÆziente Z

�

ahl- und Sampling-Verfahren erhal-

ten kann. Betrahten wir einf

�

uhrend folgendes Problem: Gegeben sei ein ungerihteter Graph

G = (V;E), wir wollen ein Random Mathing M erzeugen, d.h. wir fragen nah einem pro-

babilistishen Algorithmus, der uns Mathings gleihverteilt (uniformly at random) erzeugt.

Es wird sih zeigen, dass wir einen solhen Algorithmus erhalten, indem wir eine geeignete

Markov-Kette auf der Menge aller Mathings konstruieren und nahweisen, dass diese hinrei-

hend shnell gegen die Gleihverteilung auf der Menge aller Mathings von G konvergiert.

Wir beginnen mit einer Einf

�

uhrung

�

uber Markov-Ketten und behandeln dann ihre Konvergen-

zeigenshaften, insbesondere das sog. Rapid Mixing. Eine erfolgreihe Methode zum Erreihen

von Rapid Mixing ist das sogenannte Coupling, bei dem man

�

ubergeht zu Markov-Ketten auf

einem erweiterten State Spae, deren Projektionen auf den urspr

�

unglihen Zustandsraum die

urspr

�

unglihe Markov-Kette wiedergeben. Wir werden uns dabei auf das sog. Markov'she

Coupling beshr

�

anken. Bessere Ergebnisse k

�

onnen mit dem sog. Path Coupling erzielt wer-

den, das z.B. von Bordewih, Dyer und Karpinski zum Samplen von unabh

�

angigen Mengen

(Independent Sets) und F

�

arbungen in Hypergraphen verwendet wird ([BDK05℄,[BDK06℄).
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14.1 Markov - Ketten

Ein stohastisher Prozess ist eine Familie (X

t

)

t2I

von Zufallsvariablen. Falls I = IN oder

I = ZZ gilt, so spriht man von einem Prozessmit diskretem Zeitparameter. Auf solhe werden

wir uns in den folgenden Betrahtungen beshr

�

anken.

De�nition 14.1 Eine Folge (X

t

)

t2IN

von ZufallsvariablenX

t

mit Werten in 
 heisstMarkov-

Kette mit Zustandsraum (State Spae) 
, falls f

�

ur alle t 2 IN und x

0

; : : : ; x

t

2 
 gilt:

Pr[X

t+1

= yjX

t

= x

t

; : : : ; X

0

= x

0

℄ = Pr[X

t+1

= yjX

t

= x

t

℄

Falls dabei die rehte Seite der Gleihung noh unabh

�

angig von t ist, so spriht man von

einer zeithomogenen Markov-Kette (time-homogenious Markov Chain), d.h. es gibt dann eine

Matrix P = (P (x; y))

x;y2


so, dass f

�

ur alle t 2 IN und alle x; y 2 
 gilt:

P (x; y) = Pr[X

t+1

= yjX

t

= x

t

℄

P heisst Transitionsmatrix der Markov-Kette.

Eine zeithomogene Markov-Kette kann man also spezi�zieren durh Angabe der Anfangsver-

teilung X

0

(engl. initial distribution) und der Transitionsmatrix P . Dabei ist wohlgemerkt P

eine sogenannte stohastishe Matrix, d.h. f

�

ur alle x 2 
 gilt

P

y2


P (x; y) = 1. Die Transi-

tionsmatrix einer zeithomogenen Markov-Kette beshreibt die Einzelshritt-

�

Ubergangswahr-

sheinlihkeiten. Dann gilt f

�

ur das Matrix-Produkt P

t

= P � : : : � P , dass

P

t

(x; y) :=

8

>

<

>

:

I(x; y); falls t = 0

P

y

0

2


P

t�1

(x; y

0

) � P (y

0

; y); falls t > 0

die t-Shritt-

�

Ubergangswahrsheinlihkeiten beshreibt.

Man interessiert sih bei Markov-Ketten insbesondere daf

�

ur, ob diese gegen einen stabilen

Zustand, d.h. eine Grenzverteilung konvergieren.
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De�nition 14.2 Es sei (X

t

)

t2IN

eine zeithomogene Markov-Kette mit State Spae 
 und

Transitionsmatrix P . Dann heisst eine Verteilung �: 
! [0; 1℄ station

�

are Verteilung (statio-

nary distribution), falls f

�

ur alle y 2 
 gilt:

�(y) =

X

x2


�(x) � P (x; y)

Fassen wir � als einen j
j-dimensionalen Zeilenvektor auf, so k

�

onnen wir obige Bedingung

shreiben als � = � � P .

Es stellt sih nun die Frage nah hinreihenden Kriterien f

�

ur die Existenz station

�

arer Vertei-

lungen. Wir ben

�

otigen den Begri� der ergodishen Markov-Kette.

De�nition 14.3 Es sei (X

t

) eine zeithomogene Markov-Kette mit Transitionsmatrix P und

endlihem Zustandsraum 
.

(a) Die Markov-Kette heisst irreduzibel, falls f

�

ur alle x; y 2 
 ein t 2 IN existiert mit

P

t

(x; y) > 0.

(b) Die Markov-Kette heisst aperiodish, falls ggTftj P

t

(x; x) > 0g = 1 f

�

ur alle x 2 
 gilt.

(X

t

) heisst ergodish, falls sie irreduzibel und aperiodish ist.

F

�

ur ergodishe Markov-Ketten kann es h

�

ohstens eine station

�

are Verteilung geben. Denn wenn

�; �

0

zwei station

�

are Verteilungen einer ergodishen Markov-Kette mit Transitionsmatrix P

sind, so folgt � � P = �

0

� P (wobei wir wiederum �; �

0

als Zeilenvektoren au�assen), und aus

der Niht-Singularit

�

at von P folgt � = �

0

.

Lemma 14.1 Es sei P die Transitionsmatrix einer Markov-Kette mit State Spae 
, und

�: 
! [0; 1℄ sei eine Wahrsheinlihkeitsverteilung. Falls

8x; y 2 
 �(x) � P (x; y) = �(y) � P (y; x)

gilt, so ist � eine station

�

are Verteilung der Markov-Kette.
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Beweis: Es sei y 2 
, dann gilt

X

x2


�(x) � P (x; y) =

X

x2


�(y) � P (y; x)

= �(y) �

X

x2


P (y; x) = �(y)

Somit ist � station

�

ar.

Dass ergodishe Markov-Ketten tats

�

ahlih station

�

are verteilungen besitzen, besagt folgendes

Theorem.

Satz 14.1 Jede ergodishe Markov-Kette besitzt eine station

�

are Verteilung �. Ferner gilt f

�

ur

alle x; y 2 
 lim

t!1

P

t

(x; y) = �(y).

Wir f

�

uhren obiges Beispiel fort. Es sei G = (V;E) ein ungerihteter Graph, und es sei

M(G) = fM � E jM ist Mathing in Gg

Wir konstruieren eine Markov-Kette mit State SpaeM(G) wie folgt: Es ist die Anfangsver-

teilung X

0

gegeben durh

X

0

(M

0

) = 1; X

0

(M

0

) = 0 f

�

ur alle M

0

2 M(G) n fM

0

g

f

�

ur ein vorher gew

�

ahltes MathingM

0

in G. Wir beshreiben die Transitionsmatrix P implizit

durh einen probabilistishen Algorithmus, der bei Eingabe von M 2 M(G) f

�

ur M

0

2 M(G)

mit Wahrsheinlihkeit P (M;M

0

) das Mathing M

0

ausgibt:

1. Mit Wahrsheinlihkeit

1

2

setze M

0

=M und gib M

0

aus.

2. Andernfalls w

�

ahle e 2

R

E und setze M

0

:=M�feg.

3. Falls M

0

62 M(G), so setze M

0

:=M .

Gib M

0

aus.

Auf diese Weise wird eine Markov-Kette de�niert, und man kann zeigen, dass diese auh

ergodish ist: Sie ist irreduzibel, denn mit einer von 0 vershiedenen Wahrsheinlihkeit kann
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ein beliebiges Mathing M 2 M(G) durh iteriertes Anwenden von Shritt 2 auf Mathing-

Kanten in das leere Mathing transformiert werden, und aus diesem erh

�

alt man ebenfalls

jedes beliebige MathingM

0

2 M(G) mit einer von 0 vershiedenen Wahrsheinlihkeit durh

iteriertes Anwenden von Shritt 2 auf noh niht im jeweils aktuellen Mathing be�ndlihe

Kanten von M

0

.

Die Markov-Kette ist aperiodish, dies folgt direkt aus Shritt 1 des Algorithmus. Also ist sie

ergodish.

Ferner gilt: Die station

�

are Verteilung dieser Markov-Kette ist die uniforme Verteilung auf

M(G). Dies zeigt man wie folgt: Die station

�

are Verteilung ist eindeutig, und die uniforme

Verteilung (Gleihverteilung) auf M(G) ist station

�

ar. Dies folgt aus Lemma 5.1, denn f

�

ur

die Gleihverteilung � auf M(G) gilt �(M) = 1=jM(G)j f

�

ur alle M 2 M(G), und es gilt

P (M;M

0

) = P (M

0

;M) f

�

ur alle M;M

0

2 M(G).

14.2 Mixing-Zeiten

Um Markov-Ketten algorithmish einzusetzen, z.B. um Objekte zu samplen, reiht die blo-

�e Existenz einer station

�

aren Verteilung niht aus. Es muss zus

�

atzlih gesihert sein, dass

die Markov-Kette auh hinreihend shnell gegen diese konvergiert. Diese Eigenshaft von

Markov-Ketten wird als Rapid Mixing bezeihnet. Im folgenden betrahten wir Tehniken,

mittels derer man die Mixing-Zeit von Markov-Ketten beshr

�

anken kann. Zun

�

ahst stellen

wir in diesem Abshnitt die notwendigen Begri�e bereit.

Es sei (X

t

) eine ergodishe Markov-Kette mit abz

�

ahlbarem State Spae 
, Transitionsmatrix

P und Anfangsverteilung X

0

= x 2 
 (d.h. X

0

(x) = 1 und X

0

(y) = 0 f

�

ur alle y 2 
 n fxg.

Dann ist P

t

(x; �) die Verteilung von X

t

. Es sei � die station

�

are Verteilung, insbesondere gilt

also f

�

ur alle y 2 
 lim

t!1

P

t

(x; y) = �(y).

De�nition 14.4 Es seien �

1

und �

2

zwei Wahrsheinlihkeitsverteilungen auf 
, und 
 sei
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abz

�

ahlbar. Dann ist

k�

1

� �

2

k

TV

:=

1

2

X

x2


j�

1

(x)� �

2

(x)j = max

A�


j�

1

(A)� �

2

(A)j

die Total Variation Distane von �

1

; �

2

.

Die Total Variation Distane von P

t

zur station

�

aren Verteilung ist monoton in t:

Lemma 14.2 Die Total Variation Distane der Zeilen der t-Shritt-Transitionsmatrix P

t

einer ergodishen Markov-Kette zur station

�

aren Verteilung kP

t

(x; �)��k

TV

ist eine monoton

fallende Funktion von t.

Die Mixing-Zeit (engl. Mixing Time) ist nun die Konvergenzrate gemessen in der Total Va-

riation Distane.

De�nition 14.5 Die Mixing-Zeit �

x

(�) der ergodishen Markov-Kette (X

t

) mit Transitions-

matrix P und station

�

arer Verteilung � ist de�niert durh

�

x

(�) := minft j kP

t

(x; �)� �k

TV

� �g

Ferner ist �(�) := max

x2


�

x

(�).

14.3 Coupling und Rapid Mixing

Eine sehr erfolgreihe Methode zum Beshr

�

anken der Mixing-Zeit einer Markov-Kette ist

das sogenannte Coupling. Die Grundidee besteht darin, von einer Markov-Kette auf einem

State Spae 


�

uberzugehen zu einer Markov-Kette auf 
 � 
. Diese ist dann h

�

au�g einfa-

her zu analysieren, und man kann Kriterien angeben, unter denen sih die Mixing-Zeit der

urspr

�

unglihen Markov-Kette beshr

�

anken l

�

asst. Die einfahste Variante ist das sog. Mar-

kov'she Coupling. Zu den fortgeshrittenen Methoden z

�

ahlt das sog. Path Coupling. Dieses
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wurde von Bordewih, Dyer und Karpinski ([BDK05℄, [BDK06℄) zum Samplen von unabh

�

angi-

gen Mengen und F

�

arbungen in (uniformen) Hypergraphen verwendet.

Wir beginnen mit dem sogenannten Markov'shen Coupling.

De�nition 14.6 Es sei (Z

t

) eine zeithomogene Markov-Kette mit State Spae 
 und Tran-

sitionsmatrix P . Ein Markov'shes Coupling f

�

ur (Z

t

) ist eine Markov-Kette (X

t

; Y

t

) auf dem

State Spae 
� 
 mit Transitionsmatrix

^

P so, dass f

�

ur alle x; y 2 
 gilt:

X

y

0

2


^

P ((x; y); (x

0

; y

0

)) = P (x; x

0

)

X

x

0

2


^

P ((x; y); (x

0

; y

0

)) = P (y; y

0

)

Ein Markov'shes Coupling ist also eine Markov-Kette auf 
 � 
 so, dass die Projektionen

Markov-Ketten mit Transitionsmatrix P sind. Wenn nun mit hinreihend hoher Wahrshein-

lihkeit nah Zeit t (d.h. t Shritten) die beiden Projektionen gleih sind, so liefert t eine

Shranke f

�

ur die Mixing-Zeit:

Lemma 14.3 Es sei (X

t

; Y

t

) ein Markov'shes Coupling zur Markov-Kette (Z

t

).

Es sei t: [0; 1℄! IN so, dass f

�

ur alle x; y 2 
 und � > 0 gilt:

Pr[X

t(�)

6= Y

t(�)

jX

0

= x; Y

0

= y℄ � �

Dann gilt f

�

ur die Mixing-Zeit �(�) von (Z

t

), dass �(�) � t(�)

Beweis: Es sei P die Transitionsmatrix von (Z

t

). F

�

ur eine Teilmenge A � 
 setzen wir

P

t

(x;A) =

P

a2A

P

t

(x; a) = Pr[X

t

2 A℄. Es sei X

0

= x 2 
 (s.o.), und Y

0

sei gem

�

a� der

station

�

aren Verteilung � von (Z

t

) verteilt. Dann gilt f

�

ur jedes 0 < � < 1 und t := t(�):

P

t

(x;A) = Pr[X

t

2 A℄

� Pr[X

t

= Y

t

^ Y

t

2 A℄
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= 1� Pr[X

t

6= Y

t

_ Y

t

62 A℄

� 1� (Pr[X

t

6= Y

t

℄ + Pr[Y

t

62 A℄)

� Pr[Y

t

2 A℄� �

= �(A)� �

Weil hierbei A � 
 beliebig gew

�

ahlt war, erhalten wir f

�

ur die Total Variation Distane von

P

t

bei Startpunkten x bzw. y:

kP

t

(x; �)� P

t

(y; �)k

TV

= max

B�


jP

t

(x;B)� P

t

(y; B)j � �

sowie kP

t

(x; �)� �k

TV

� �.

14.3.1 F

�

arben von Bounded Degree Graphen

Wir betrahten als Beispiel das F

�

arben von Graphen mit maximalem Knotengrad � mit einer

festen Anzahl q von Farben.

De�nition 14.7 Es sei G = (V;E) ein Graph. Eine q-F

�

arbung von G ist eine Abbildung

�:V ! Q in eine Menge Q der Kardinalit

�

at jQj = q, so dass gilt:

8e = fu; vg 2 E �(u) 6= �(v)

Im allgemeinen ist bereits die Frage nah der Existenz von q-F

�

arbungen ein NP-vollst

�

andiges

Problem:

Satz 14.2 Das Entsheidungsproblem GRAPH COLORING (gegeben ein Graph G = (V;E)

und eine Zahl q 2 IN , besitzt G eine q-F

�

arbung ?) ist NP-vollst

�

andig.

Beweis: Wir beweisen die NP-Vollst

�

andigkeit des eingeshr

�

ankten Problems 3-COLORING

(Gegeben ein Graph G = (V;E), besitzt G eine 3-F

�

arbung ?). Dazu zeigen wir NAESAT�

p

3-COLORING, wobei NAESAT (Not-All-Equal SAT) wie folgt de�niert ist: Gegeben eine
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Formel in 3-KNF ' = C

1

^ : : : ^ C

m

, gibt es eine Belegung der Variablen so, dass f

�

ur jede

Klausel C

i

gilt, dass niht alle Literale der Klausel den gleihen Wahrheitswert haben ? Die

Reduktion ist wie folgt: Zu gegebener Instanz ' = C

1

^ : : :^C

m

von NAESAT mit Variablen

x

1

; : : : ; x

n

sei G

'

= (V;E) gegeben durh

V = fag [ fv

i;0

; v

i;1

j1 � i � ng [ fu

j;l

jl Literal in C

j

; 1 � j � mg

E = ffa; v

i;b

g j 1 � i � n; b 2 f0; 1gg

[ffu

j;l

; u

j;l

0

g j 1 � j � m; l; l

0

2 C

j

; l 6= l

0

g

[ffu

j;x

b

i

; v

i;b

g j 1 � i � n; 1 � j � m; x

b

i

2 C

j

g

Es gilt: ' ist eine Ja-Instanz von NAESAT genau dann, wenn G 3-f

�

arbbar ist.

Wir bezeihnen mit �

G

den maximalen Knotengrad von G. Brook's Theorem besagt, dass

f

�

ur den Fall q � �

G

� 3 unter der Voraussetzung, dass G niht den vollst

�

andigen Graphen

K

�

G

+1

als Zusammenhangskomponente besitzt, eine q-F

�

arbung von G existiert, und diese

kann dann auh in polynomieller Zeit konstruiert werden. Wir werden hier den Fall q �

2�

G

+ 1 betrahten.

Es sei nun G = (V;E) ein Graph mit �

G

= �. Wir w

�

ahlen als State Spae die Menge


 = f�:V ! f1; : : : ; qgj8e = fu; vg 2 E �(u) 6= �(v)g und X

0

gleih eine beliebige q-F

�

arbung

von G, die wir z.B. mit dem oben erw

�

ahnten Algorithmus konstruieren. Die Transitionsma-

trix P beshreiben wir wieder implizit durh Angabe eines entsprehenden probabilistishen

Algorithmus, der bei gegebener q-F

�

arbung � randomisiert eine neue q-F

�

arbung �

0

generiert:

1. W

�

ahle v 2

R

V .

2. W

�

ahle  2

R

f1; : : :qg n �(N

G

(v)). Hierbei ist N

G

(v) = fu 2 V j fu; vg 2 Eg die Nah-

barshaft von v in G.

3. Setze �

0

(v) =  und �

0

(u) = �(u) f

�

ur alle u 2 V n fvg.

O�enbar ist die so de�nierte Markov-Kette aperiodish, denn aus �(v) 2 f1; : : :qg n�(N

G

(v))

f

�

ur alle v 2 V folgt direkt P (�; �) > 0. Die Markov-Kette ist auh irreduzibel, denn nah
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Voraussetzung gilt insbesondere q � � + 2, und wir k

�

onnen einen Graphen G

r

= (
; E

r

)

de�nieren, der genau diejenigen Kanten f�; �

0

g enth

�

alt, f

�

ur die es genau einen Knoten v 2 V

gibt mit �(v) 6= �

0

(v). Zwei F

�

arbungen vonb G haben Abstand 1 in diesem Graphen genau

dann, wenn sie durh einmaliges Anwenden des obigen Algorithmus ineinander

�

uberf

�

uhrbar

sind. Zu zeigen ist, dass G

r

zusammenh

�

angend. F

�

ur �; �

0

2 
 sei d

H

(�; �

0

) = jfv 2 V j�(v) 6=

�

0

(v)gj die Hamming-Distanz. F

�

arbungen mit Hamming-Distanz 1 liegen also in derselben

Zusammenhangskomponente von G

r

. Gelte nun, da� alle F

�

arbungen mit Hamming-Distanz

� j in derselben Zusammenhangskomponente von G

r

liegen. Gelte d

H

(�

1

; �

2

) = j + 1. Dann

gibt es einen Nahbarn von �

2

in G

r

, der von �

1

aus auf einem Weg in G

r

erreihbar ist. Dies

zeigt insgesamt die Irreduziblit

�

at der Markov-Kette.

Also ist die Markov-Kette ergodish und besitzt eine eindeutige station

�

are Verteilung. Wie-

derum ist diese die Gleihverteilung auf der Menge 
.

Satz 14.3 Falls q � 2�+ 1 gilt, so gilt f

�

ur die Mixing-Zeit �(�) der obigen Markov-Kette

�(�) �

q ��

q � 2�

� n � ln

�

n

�

�

Wir wollen zum Beweis dieses Satzes das Lemma 5.3 anwenden. Dazu m

�

ussen wir ein Mar-

kov'shes Coupling zur obigen Markov-Kette de�nieren. Wir ben

�

otigen den Begri� der joint

distribution zweier Zufallsvariablen.

De�nition 14.8 Es sei U eine Menge, und X; Y seien zwei Zufallsvariablen mit Werten in

U . Dann heisst eine Wahrsheinlihkeitsverteilung p auf U � U joint distribution von X; Y ,

falls gilt:

8u; v 2 U p(u; v) = Pr[X = u ^ Y = v℄

Lemma 14.4 Es sei U eine endlihe Menge, A;B � U und X; Y seien Zufallsvariablen mit

Werten in U so, dass X und Y jeden Wert in U mindestens einmal annehmen. Dann gibt es

eine joint distribution p von X; Y mit folgenden Eigenshaften:
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(a) X ist gleihverteilt auf A, und Pr[X 62 A℄ = 0.

(b) Y ist gleihverteilt auf B, und Pr[Y 62 B℄ = 0.

() Pr[X = Y ℄ =

jA\Bj

maxfjAj;jBjg

Beweis: (von Satz 5.3). Wir konstruieren ein Coupling wie folgt (dabei ist Q = f1; : : : ; qg

die Menge der Farben). Gegeben (�

1

; �

2

) 2 
 � 
, konstruiert folgender probabilistisher

Algorithmus ein neues Paar von Farben (�

0

1

; �

0

2

):

1. W

�

ahle v 2

R

V .

2. W

�

ahle

(

x

; 

y

) 2 (Q n �

1

(N

G

(v)))� (Q n �

2

(N

G

(v)))

gem

�

a� einer joint distribution wie in Lemma 14.4 mit A = Q n �

1

(N

G

(v)) und B =

Q n �

2

(N

G

(v)).

3. Setze �

0

1

(v) = 

x

; �

0

1

(u) = �

1

(u) f

�

ur u 2 V n fvg

und �

0

2

(v) = 

y

; �

0

2

(u) = �

2

(u) f

�

ur u 2 V n fvg.

Es gilt o�enbar

Pr[

x

= 

y

℄ =

j (Q n �

1

(N

G

(v))) \ (Q n �

2

(N

G

(v))) j

maxf jQ n �

1

(N

G

(v))j; jQ n �

2

(N

G

(v))j g

Die F

�

arbungen des Coupling nah t Shritten seien nun mit �

t

1

; �

t

2

bezeihnet. Es sei A

t

� V

die Menge der Knoten v von G, f

�

ur die �

t

1

(v) = �

t

2

(v) gilt, und es sei D

t

:= V n A

t

das

sogenannte Disagreement Set. O�enbar gilt dann

jD

t+1

j 2 f jD

t

j � 1; jD

t

j; jD

t

j+ 1 g

Zu gegebenem Knoten v bezeihne d

0

(v) die Anzahl der Kanten inzident zu v, die einen

Endpunkt in A

t

und einen in D

t

haben. Die drei M

�

oglihkeiten f

�

ur den Wert von jD

t+1

j

werden nun einzeln analysiert. Exemplarish betrahten wir den Fall jD

t+1

j = jD

t

j+1. Damit
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dies eintreten kann, muss der Knoten v, der in Shritt 1 gew

�

ahlt wird, in A

t

liegen, und es

muss 

x

6= 

y

gelten. Insbesondere folgt daraus, dass

jQ n �

1

(N

G

(v))j � j (Q n �

1

(N

G

(v))) \ (Q n �

2

(N

G

(v))) j � d

0

(v)

jQ n �

2

(N

G

(v))j � j (Q n �

1

(N

G

(v))) \ (Q n �

2

(N

G

(v))) j � d

0

(v)

jQ n �

1

(N

G

(v))j; jQ n �

2

(N

G

(v))j � q ��

Dies liefert

Pr[

x

= 

y

j v℄ �

maxf jQ n �

1

(N

G

(v))j; jQ n �

2

(N

G

(v))j g � d

0

(v)

maxf jQ n �

1

(N

G

(v))j; jQ n �

2

(N

G

(v))j g

� 1�

d

0

(v)

q ��

und somit insgesamt

Pr[jD

t+1

j = jD

t

j+ 1℄ =

1

n

X

v2A

t

Pr[

x

6= 

y

j v℄

�

1

n

X

v2A

t

d

0

(v)

q ��

=

m

0

(q ��)n

;

wobei m

0

die Zahl der Kanten zwishen A

t

und D

t

bezeihne.

Analog kann man die anderen beiden F

�

alle analysieren und erh

�

alt shliesslih:

E[ jD

t+1

j j jD

t

j ℄ �

�

1�

q � 2�

(q ��)n

�

� jD

t

j:

Hieraus folgt direkt Pr[ jD

t

6= 0 ℄ � n(1� a)

t

� n � e

�at

f

�

ur a =

q�2�

(q��)n

, somit Pr[D

t

6= ;℄ � �

f

�

ur t � a

�1

� ln(n�

�1

).



Anhang A

Appendix

A.1 Berehnungsprobleme

1. 3SAT (kSAT)

I: : KNF f mit der L

�

ange der Klauseln gleih 3 (k).

O: : 9x 2 f0; 1g

n

[f(x) = 1℄

2. 3DNF (kDNF )

I: : DNF f mit der L

�

ange der Klauseln gleih 3 (k).

O: : 9x 2 f0; 1g

n

[f(x) = 1℄

3. MAX-SAT

I: : KNF f = 

1

^ 

2

^ : : :^ 

m

O: : s 2 f0; 1g

n

; s:d:jfij

i

(s) = 1gj = maxfjfij

i

(x) = 1gjx 2 f0; 1g

n

g

4. l-O-kSAT

I: : KNF f = 

1

^ 

2

^ : : :^ 

m

mit der L

�

ange der Klauseln gleih k und jede Variable

tauht h

�

ohstens l mal in f auf.

O: : s 2 f0; 1g

n

; s:d:jfij

i

(s) = 1gj = maxfjfij

i

(x) = 1gjx 2 f0; 1g

n

g

190
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5. MAX-3LIN(MAX-kLIN)

I: : System von linearen Gleihungen mit n Variablem mod 2 und genau 3 (k) Variablem

pro Gleihung.

O: : s 2 f0; 1g

n

, so da� die Anzahl der erf

�

ullten Gleihungen maximal ist.

6. TSP (mit Dreieksungleihung)

I: : U = fU

1

; : : : ; U

n

g; d : U � U 7! IR

+

, s.d. d(U

1

; U

j

) + d(U

j

; U

k

) � d(U

i

; U

k

) f

�

ur alle

1 � i; j � n

O: : Eine Permutation �

�

uber f1; : : : ; ng, s.d.

d(U

�(n)

; U

�(1)

) +

n�1

X

i=1

d(U

�(i)

; U

�(i+1)

)

ist minimal.

7. TSP -Metri

d : U � U 7! IR

+

, s.d.

� d(u; v) = 0, wenn u = v

� d(u; v) = d(v; u) (Symmetrie)

� d(u; z) + d(z; v)� d(u; v) (Dreieksungleihung)

(8u; v 2 U)

8. TSP (A-B Metri)

f

�

ur 1 2 A � IN;B 2 IN , d : U � U 7! IR

+

ist eine Metri, s.d.

� d(u; v) 2 A f

�

ur alle u; v 2 U; u 6= v

� jfvjd(u; v) = 1gj � B f

�

ur alle u 2 U

9. TSP (Eulidean) (alte Bezeihnung: Geometri)

l

2

-Norm:

U � IR

2

u

i

= (x

i

; y

i

)
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u

j

= (x

j

; y

j

)

d(u

i

; u

j

) =

q

(x

i

� x

j

)

2

� (y

i

� y

j

)

2

ETSP := TSP (Euklidean)

10. EPM

(Deiding Existene of a Perfet Mathing)

I: : Ein Graph G = (V;E);E � P

2

(V ) := fAjA � V; jAj = 2g

O: : Gibt es ein perfektes Mathing (PM) M � E von G?

11. KPM (CPM)

(Construting a Perfet Mathing)

I: : Ein Graph G = (V;E) mit PM

O: :M � E, M ist ein perfektes Mathing von G

12. EBPM

(Deiding Existene of a Perfet Mathing in Bipartite Graphs)

I: : Ein bipartiter Graph G = (V;E), V = V

1

[ V

2

; jV

1

j = jV

2

j

O: : Gibt es ein perfektes Mathing (PM) M � E von G?

13. CBPM

(Construting a Perfet Mathing in Bipartite Graphs)

I: : Ein bipartiter Graph G = (V;E) mit PM

O: :M � E, M ist ein perfektes Mathing von G

14. MIN -W -KPM

I: : Ein Graph G = (V;E) mit PM und eine Gewihtsfunktion W : E ! IN auf den

Kanten, so da� die Bin

�

ardarstellung von W

i;j

= W (fi; jg) polynomiell in jV j ist.

O: : Bestimme ein gewihtsminimales prefektes Mathing von G.

15. MAX-W -KPM

I: : Ein Graph G = (V;E) mit PM und eine Gewihtsfunktion W : E ! IN auf den

Kanten, so da� die Bin

�

ardarstellung von W

i;j

= W (fi; jg) polynomiell in jV j ist.

O: : Bestimme ein gewihtsmaximales perfektes Mathing von G.
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16. CHINESE-POSTMAN

I: : Ein Graph G = (V;E) und ein Startknoten v

0

2 V .

O: : Eine Rundreise, die in v

0

startet und endet, jede Kante durhl

�

auft und eine minimale

Anzahl von Kanten benutzt.

17. CY CLE-COVER

I: : Ein Graph G = (V;E) und eine Gewihtsfunktion W : E ! IN auf den Kanten, so

da� die Bin

�

ardarstellung von W

i;j

= W (fi; jg) polynomiell in jV j ist.

O: : Gewihtsminimale

�

Uberdekung der Knoten mit disjunkten Cylen.

18. SHORTEST -SUPERSTRING

I: : Endlihe Menge von Strings S � �

�

�

uber einem endlihen Alphabet �

O: : K

�

urzeste String q 2 �

�

sein, so da� jeder String s 2 S ein Unterstring von q (in

Zeihen s v q) ist.

19. Max� FP (Max-Flow-Problem)

I: : Ein Transportnetzwerk mit Kapazit

�

aten C = (V;E; s; t; )

O: : Maximale Flu� f

�

in C mit V (; f

�

) = max

g

fV (; g)g (siehe auh Kapitel 5.5)

20. A�Max � FP

I: : Ein Transportnetzwerk mit Kapazit

�

aten C = (V;E; s; t; ) mit  : E 7! A.

O: : Maximale Flu� f

�

in C mit V (; f

�

) = max

g

fV (; g)g

21. LABEL COVER (max)

I: :

(a) Ein regul

�

arer

1

bipartiter Graph G = (V

1

; V

2

; E).

(b) Eine nat

�

urlihe Zahl N , die die Menge f1; :::; Ng der Labels de�niert.

() F

�

ur jede Kante e 2 E eine partielle Funktion �

e

: f1; :::; Ng! f1; :::;Ng.

Ein Labelling ist durh eine niht-leere Menge von Labels f

�

ur jeden Knoten von G

de�niert. Wir sagen ein Labelling

�

uberdekt eine Kante e = fu; vg (mit u 2 V

1

und

1

Ein bipartiter Graph wird regul

�

ar genannt, wenn zwei Konstanten d

1

; d

2

existieren, so da� der Grad der

Knoten auf der linken Seite d

1

und auf der rehten Seite d

2

ist.
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v 2 V

2

), wenn f

�

ur jedes Label a

2

von v ein Label a

1

von u existiert, so da�

�

e

(a

1

) = a

2

:

O: : Finde Labelling, das ein Label pro Knoten vergibt und den Anteil der

�

uberdekten

Kanten maximiert.

22. LABEL COVER (min)

I: : Wie bei der Maximierungsversion

O: : Ein Labelling, das alle Kanten

�

uberdekt und dabei

X

v2V

1

(Anzahl der Labels, die v zugeordnet wurden)

minimiert.

23. CP (Clique Problem)

I: : Ein Graph G = (V;E) und 2 IN

O: : 9V

0

eine Clique von G mit jV

0

j = k? (V

0

� V , s.d. 8u; v 2 V

0

[fu; vg 2 E℄)

24. USAT (Unique Sat)

I: : KNF f = 

1

^ 

2

^ : : :^ 

m

mit jfs 2 f0; 1g

n

jf(s) = 1gj � 1

O: : 9s 2 f0; 1g

n

[f(s) = 1℄?

25. UCP (Unique Clique Problem)

I: : Ein Graph G = (V;E) und k 2 IN mit # der Cliquen der Gr

�

o�e k #

k



(G) � 1

O: : 9V

0

, eine Clique der Gr

�

o�e k von G?

26. MAX-CLIQUE

I: : Ein Graph G = (V;E)

O: : Max-Clique(G) = maxfjV

0

jjV

0

� V; V

0

ist eine Clique von Gg

27. MAX-CUT

I: : Ein Graph G = (V;E)

O: : Eine Partionierung von V in V = V

1

[ V

2

, (V

1

\ V

2

= ;), s.d. jE(V

1

; V

2

)j ist

Maximum.
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28. MAX-FUNCTIONAL-k-SAT

I: : m booleshe Funktionen F

1

; : : : ; F

m

: IB

n

7! IB, die von h

�

ohstens k Variablen

abh

�

angen

O: : Konstruiere s 2 IB

n

, s.d.

jfijf

i

(s) = TRUEgj = max

s

0

2IB

n

jfijf

i

(s

0

) = TRUEgj

29. #SAT (#kSAT )

I: : f eine KNF (k-KNF)

O: : jfs 2 f0; 1g

n

jf(s) = 1gj

30. #DNF (#kDNF )

I: : f eine DNF (k-DNF)

O: : jfs 2 f0; 1g

n

jf(s) = 1gj

31. #XOR (#kXOR)

I: : f 2 GF [2℄[x

1

; : : : ; x

n

℄, (Deg f � k)

O: : jfsjf(s) = 1gj

32. #IS

I: : Ein Graph G = (V;E)

O: : #IS(G) = jfI � V jI ist unabh

�

angig in G.gj

33. #kIS

I: : Ein Graph G = (V;E) mit maximalem Knotengrad � k

O: : #IS(G) = jfI � V jI ist unabh

�

angig in G.gj

34. #CLIQUE

I: : Ein Graph G = (V;E)

O: : #CLIQUE(G) = jfC � V jC ist eine Clique von G.gj
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