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Kapitel 1

Grundlagen

In den folgenden Abschnitten werden wir grundlegende Begriffe einfiihren, mit denen sich
dieses Skript beschiiftigt. Zum einen definieren wir die fiir Approximationen unabdingba-
ren Begriffe wie Giitegarantie, Approximationsschema, lineare- und Gap-Reduktionen. Zum
anderen werden die klassischen diskreten Strukturen definiert, auf denen die Mehrzahl der

Approximationsprobleme definiert sind.

1.1 Einfiihrung
In der klassischen Algorithmentheorie werden oft die folgenden Entscheidungsprobleme be-
handelt:

Gegeben sei eine Menge L und ein Element (Instanz) x aus dem Universum. Ist x ein Flement

von L7

Wir wollen uns hier zusétzlich mit folgenden allgemeinen Optimierungsproblemen beschéfti-

gen:

Gegeben sei eine Losungsmenge I und eine Gewichtsfunktion w iiber IR (oder ). Bestimme



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 10

das z, fir das gilt, daB w(z) = minger, w(y) (oder w(zr) = maxyer, w(y))

Man kann die meisten Optimierungsprobleme mit Hilfe von Entscheidungsproblemen 16sen,
so dafl die Komplexitét fiir das Bestimmen der Optimallésung polynomiell mit der Entschei-
dungskomplexitidt verkniipft ist. Wir werden auch im Laufe der Vorlesung sehen, dafl man
im allgemeinen wahrscheinlich nicht immer damit rechnen kann, dafi diese Probleme effizient

exakt gelost werden kénnen.

In der Praxis geniigt es jedoch hdufig, nur eine gute angendherte Losung zu berechnen. Die

Berechnungsverfahren die dieses tun, werden auch Approximationsalgorithmen genannt.

Fiir eine Vielzahl von Optimierungsproblemen werden wir solche Approximationsalgorithmen
kennenlernen und analysieren. Hiufig scheint es aber genauso schwer zu sein, eine gute Appro-
ximation an die Optimalldsung zu finden, wie das Finden dieser. Aus diesem Grund werden

Approximationskomplexititsklassen eingefiihrt, fiir die wir Hirte-Resultate beweisen kdnnen.

Warum beschiftigt man sich mit Approximationsalgorithmen? Einer der Motivationspunkte
war das Losen von kombinatorischen Optimierungsproblemen. s gab dabei zahlreiche Iur-
folge hinsichtlich des Bestimmens der Optimallésung einiger Probleme. Als Beispiele sind
dort kiirzeste Wege, spannende Bidume, Matchings, Fliisse etc. zu nennen. Auf der anderen
Seite gibt es Probleme, fiir die bis heute keine polynomzeit-beschrinkte (”polynomielle”)
Algorithmen bekannt sind, die sie optimal l6sen. Urspriinglich wurde der Begriff der NP-
Vollstéindigkeit [C71] eingefithrt, um den Schwierigkeitsgrad mancher kombinatorischer Op-
timierungsprobleme [K72] exakt auszudriicken. Es stellte sich heraus, dafi wenn eines dieser
Probleme in polynomieller Zeit geltst werden kann, dieses auch fiir alle Probleme dieser Klas-
se moglich ist. Man versuchte schlieflich auch Algorithmen zu entwickeln, die approximative
Losungen dieser Probleme in polynomieller Zeit berechnen. Nach anfanglichen Irfolgen stellte
sich heraus, dafl es fiir eine grofle Teilmenge der Optimierungsprobleme scheinbar unmoglich
ist, gute Approximationsalgorithmen zu finden. Man kann die Optimierungsprobleme ( nach

Gesichtspunkten der Approximierbarkeit ) in etwa drei Gruppen aufteilen:



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 11

1. Probleme, fiir die es polynomielle Approximationsalgorithmen beliebiger Genauigkeit

(s.g. PTAS vgl. Def. 1.6) gibt.

2. Probleme, fiir die polynomielle Approximationsalgorithmen mit konstanter Giitegaran-

tie existieren.

3. Probleme, fiir die noch nicht einmal eine Approximation mit konstanter Giitegarantie

gefunden worden sind.

Papadimitriou und Yannakakis definierten in [PY91] die Klasse MAX SNP ( vgl. Def. 2.1), die
einen grofien Anteil der Probleme der Gruppe 2 beinhaltet. Die in ihr enthaltenen Probleme
widersetzten sich allen Versuchen, fiir sie ein PTAS zu konstruieren. Heute wissen wir, dafl es
tiefgreifende Griinde fiir das Scheitern mancher solcher Versuche gibt (vgl. Kapitel 2). Ferner

entwickelten sie einen ftir diese Klasse sinnvollen Reduktionsbegriff (vgl. Def. 1.9).

1.2 Notationen

Zum besseren Umgang mit dem asymptotischen Verhalten von Funktionen fithren wir eine
vereinfachte Notation ein. Solche Funktionen sind fuir unsere Zwecke meistens Funktionen,
die die Rechenzeit, den Speicherbedarf, den Prozessorenverbrauch und den Verbrauch von
Zufallsbits widerspiegeln, also den Verbrauch von Resourcen, die zur L&sung eines Problems

notwendig sind.

Definition 1.1 Sei [ eine Funktion f : IN — IN. Dann definieren wir die folgenden Klassen

von Funktionen.
O(f)={9g:IN—>IN|Fc>0 IngeIN Vn>ng [gn)<cf(n)}.

Fiir Funktionen g € O(f) gibt f also bis auf einen konstanten Faktor eine obere Schranke fiir

g an, so z.B. fir die Laufzeit und den Speicherverbrauch eines Algorithmus.

Qf)y={g:IN = IN|Fc >0 [g(n) > cf(n) fir unendlich viele n]}.
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Fiir Funktionen g € Q(f) gibt f eine untere Schranke fiir g an. Die Struktur der Definition
unterscheidet sich jedoch von der von O(f). Dadurch ist es mdglich, enge untere Schranken

anzugeben. Auflerdem sei

O(f) = Q) N o).

Mit Hilfe dieser Definitionen haben wir Klassen von Funktionen charakterisiert, deren Wachs-
tum durch f majorisiert bzw. minorisiert wird, bzw. deren Wachstum gleich dem Wachstum

von f ist. Wir fithren folgende Konvention ein. Wir schreiben

g = O(f) statt g € O(f) und

g = Q(f) statt g € Q(f).

Definition 1.2 Sei f wie oben. Dann definieren wir auch

of) = {g] 1im L) _ g

Damit gilt offensichtlich: f € o(g) < g € w(f).

Definition 1.3 Sei [ wie oben. Seilog : INg — IN definiert durch

1 fallsn <1
[logo(n)]|  fallsn > 2

log(n) =

und log® durch logk(n) = (log(n))*. Dann definieren wir die Klasse O~(f) durch

O~(f) ={g: N — IN | 3k : g € O(flog"(f))}.

Diese Klasse besteht aus allen Funktionen, deren Wachstum unter Vernachldssigung logarith-

mischer Terme von [ majorisiert wird.
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Die in diesem Skript benutzten Maschinenmodelle und Komplexitétsklassen entsprechen de-
nen, die auch im Vorlesungsskript Effiziente Algorithmen und Komplezitditstheorie (Algebrai-
sche Interpolations- und Zihlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther))

benutzt worden sind.

1.3 Grundlagen der Approximationstheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt die Begriffe Optimierungsproblem, Approximationsgite und

Approximationsalgorithmen einfithren und formalisieren (Siehe auch [H97b].

Definition 1.4 (Max(Min)-Problem) Fin Mazimierungsproblem ist eine Menge P von
Instanzen I = (F,c¢). F ist dabei die Menge der zulissigen Losungen und ¢ : F' — IR ist eine

Kostenfunktion, die uns fiir jede zuldssige Losung s € F' die Kosten c(s) angibt.

Gegeben sei eine Instanz I = (F,¢) € P. Wir wollen nun ein s € F' berechnen, so daf

c(s) = max c(s) =OPT(I).

Minimierungsprobleme werden analog definiert.

Nun ist es hdufig N P-schwer, diese Optimallssung (OPT(I)) zu finden und man ist in der Pra-
xis auch schon an einer Ndherung an diese Optimallésung zufrieden, die man unter Umstédnden
schneller berechnen kann. Es gibt verschiedene Ansitze eine solche Ndherung zu beschreiben.
Die erste Moglichkeit ist eine relative Niherung, deren Qualitit im folgenden Approximati-

onsglite genannt wird.

Definition 1.5 (Approximationsgiite (Approximation Ratio, A.R.)) Gegeben sei ein
Optimierungsproblem P. FEin Approximationsalgorithmus A besitzt eine Approximationsgiite

(Approximation Ratio, kurz A.R.) von o, wenn fiir jede Instanz I € P

c(A(T)) OPT(I)
ax { OPT(I)" c(A(I)) } =
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Der Idealfall fiir die Approximierbarkeit eines Optimierungsproblemes wire eine Folge von
Algorithmen, die das Problem beliebig genau approximieren. Die Laufzeit von Approximati-
onsalgorithmen ist dabei eine Funktion in der GroBe |I| der Darstellung der Instanz I (die

Anzahl der Bits).

Definition 1.6 (PTAS) Fin polynomzeitbeschrinktes Approzimationsschema (kurz PT AS)
A ist eine Familie (A, ¢ > 0) von polynomiellen Algorithmen Ac, mit Approximationsgiite

1+e¢.

Die zweite Moglichkeit, eine Ndherung zu beschreiben, ist die additive Niherung (auch absolute

Approximation genannt).

Definition 1.7 (Absolute Approximation) Gegeben sei ein Optimierungsproblem P. Ein
Approximationsalgorithmus A ist ein absoluter e-Approximationsalgorithmus, wenn fir jede
Instanz I € P

[(A(D) — OPT(I)| < ¢

18t.

Wir werden nun unseren ersten Approximationsalgorithmus kennenlernen. Er findet fiir eine
Instanz des Vertex-Cover Problems eine Lésung, die hdchstens doppelt so teuer wie die Opti-
mallssung ist. Die Eingabe des Vertex-Cover Problems ist ein ungerichteter Graph G = (V, F).
Ziel ist es eine Knotenteilmenge W zu finden, so dal jede Kante mindestens einen Endpunkt
in W hat. |W| soll dabei minimal sein. Der folgende Algorithmus approximiert ein optimales

Vertex-Cover des Graphen G-

Eingabe: Graph G = (V, F).
Ausgabe: Ein Vertex-Cover VC(G).

Schritt 1: Cy = 0; Fg = F; i = 0;
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Schritt 2: While E; # () do
1. Wihle e = {v,w} € Ej;
2. Cip1 = C;U{v, w};
3. By = B\ {{v/,w'} {v' o't 0 {v, wh £ 0
4. i =1+ 1;

Schritt 3: VC(G) = C;

Dieser Algorithmus wird auch Matchingalgorithmus ftir Vertex-Cover genannt. Bezeichne

VC*(@) ein optimales Vertex-Cover von G. Es gilt nun, dafl
|[VO(G)| < 2)1VCH(G). (1.1)

VC(G) enthilt $|VC(G)| Kanten, die ein Matching bilden. Jedes Vertex-Cover enthilt min-
destens einen Knoten pro ausgewihlte Kante. Insbesondere gilt das fiir VC*(G). Also gilt
(1.1).

Es gibt aber auch Probleme, die keinen guten Approximationsalgorithmus besitzen. Als Bei-
spiel sei da das Traveling Salesman Problem (T'SP) genannt: Eingabe ist eine n-elementige
Clique G = K, und eine Gewichtsfunktion w : F(G) — IR. Ziel ist es, eine Rundreise in G

zu finden, die jeden Knoten genau einmal durchlduft und minimales Gewicht hat.

Satz 1.1 Unter der Bedingung, dafl NP # P ist, existiert fir alle k > 1 kein polynomieller

Approximationsalgorithmus fir das TSP mit einem A.R. von k.

BewEIs: Angenommen es existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus .4 mit
A<k OPT.

Wir zeigen, daf§ wir dann auch das N P-vollstéindige Hamiltonische Kreisproblem (HC') in

polynomieller Zeit 16sen kénnen: Sei G = (V, F) eine Instanz von HC. Wir konstruieren
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eine Instanz des TSP wie folgt: Wir betrachten die Clique K, auf n Knoten (n = |V]) und
definieren die Kostenfunktion als w(i,j) = 1, wenn {i,j} € E, und w(i,j) =2+ (k — 1)n
sonst. Wende nun A auf diese Instanz an. Wenn G einen hamiltonischen Kreis enthilt, dann
ist OPT gleich n, sonst mindestens n + 14 (kK — 1)n = kn + 1. Da A einen A.R. von k hat,

kénnen wir somit entscheiden, ob GG einen solchen Kreis hat oder nicht. [ |

Es gibt aber Spezialfiille des T'SP, fiir die wir polynomielle Approximationsalgorithmen an-
geben konnen (siehe auch Kapitel 13.1). Als einfaches Beispiel betrachten wir das metrische
TSP. Als Einschriinkung haben wir hier, da§ die Kostenfunktion die Dreiecksungleichung
erfiillen muB, w : E(G) — IR4. BEs ist bekannt, daB man minimal spannende Baume in
polynomieller Zeit konstruieren kann. Wenn man eine Rundreise an einer beliebigen Stelle
auftrennt, erhdlt man einen Baum. Somit gilt fiir die Kosten ¢ eines minimal spannenden
Baumes, dafl sie hochstens so hoch wie die Kosten der minimalen Rundreise r sind. Haben
wir nun einen solchen Baum, durchmustern wir ihn in einer Tiefensuche. Jeweils das erste Auf-
treten eines Knotens wird dabei notiert. Die Kostenfunktion erfuillt die Dreiecksungleichung.
Jede Kante wird hochstens zweimal benutzt: Das erste Mal beim Erreichen eines neuen Kno-
tens, das zweite Mal beim Berechnen der Kosten zum n#chsten Knoten der angegebenen
Rundreise. Somit sind die Kosten dieser Rundreise htchstens doppelt so hoch wie die Kosten

der optimalen Rundreise.

1.3.1 G P-Reduktionen

Wir wollen in diesem Skript fir Optimierungsprobleme beweisen, dafl es N P-hart ist, eine
Lgute” Approximation an deren Optimalldsung zu finden. Der Reduktionsbegriff der polyno-
miellen Reduktion ist fiir Approximationshértebeweise offensichtlich zu schwach. Wir ben&ti-

gen daher hier einen speziellen Reduktionsbegriff.

Definition 1.8 Seien Py und P» zwei Mazimierungsprobleme. Eine GP-Reduktion (GP steht
dabei fiir Gap-Preserving) von Py auf Py mit den Parametern (l1, p1) und (l2, p2), ist eine in

polynomieller Zeit berechenbare Funktion ¢ : 3* — ¥* mit folgenden Figenschaften: Fir jede
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Instanz x1 von Py ist xo = ¢(x1) eine Instanz von Ps, so dafl

OPT(J?l) > ll = OPT(J?Q) > lQ (1.2)
OPT(J?l) < l—l = OPT(J?Q) < l—2 (1.3)
£1 P2

Hierbei sind l1, p1 abhdngig von |x1| und la, p2 abhingig von |x2|. Wir nennen p1 die GAP von
Py und po die GAP von Ps. Iy und lo kdnnen als relative Giiteangaben interpretiert werden,

wdhrend py und p2 normalerweise > 1 sind.

1.3.2 Die L-Reduktion

Die im letzten Abschnitt definierte GP-Reduktion ist offenbar geeignet, Nichtapproximier-
barkeitsresultate zu tibertragen. Wenn jedoch Py <gp P» gilt und A ein Approximationsal-
gorithmus fiir das Optimierungsproblem P ist, so kann man im allgemeinen hieraus keinen

Approximationsalgorithmus fiir das Problem P; erhalten.

Wir werden nun einen weiteren Reduktionsbegriff einfiihren, der genau dieses ermdglicht.

Definition 1.9 (Lineare Reduktion (L-Reduktion)) Gegeben seien zwei Optimierungs-
probleme Py, P>. Py heisst L-reduzierbar auf P> genau dann, wenn es in polynomieller Zeit

berechenbare Funktionen f,g: ¥* — >* und Konstanten o, 8 > 0 g¢ibt, so dass gilt:

1. Zu jeder Instanz x von Py ist f(x) eine Instanz von Ps.

2. Zu jeder Lisung y der Instanz f(x) von Py ist g(x,y) eine Lisung der Instanz x von

P.
3. OPT(f(x)) < aOPT(x)

4. Wenn c(y) die Kosten einer Lisung y zur Instanz f(x) von Py sind und c(g(x,y)) die
Kosten der zugehdrigen Lisung g(x,y), so gilt

|OPT(x) —c(g(@,y))| < B-|0OPT(f(x)) — c(y)]
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Unmittelbar aus der Definition folgt, dafl die L-Reduktion transitiv ist. Falls das Problem P;

ein Minimierungsproblem ist, ist sie sogar approximationsbewahrend.

Lemma 1.1 Wenn Py ein Minimierungsproblem ist, Py ein Optimierungsproblem (Max. oder
Min.), Py auf Py L-reduzierbar ist mit Konstanten o, 3 und ein polynomiell zeitbeschrinkter
Algorithmus mit Approximationsgiite r = 1+ ¢ fiir Py existiert, dann existiert ein polynomiell

zeitbeschrinkter Algorithmus fiir Py mit Approximationsgiite v = 1+ afe.

BEWEIS:

Es sei z eine Instanz von P, und es gelte Py < P, vermdge f, g mit Konstanten a, 5. Es
sei A ein polynomiell zeitbeschrankter Approximationsalgorithmus mit Approximationsgiite
r = 1+ ¢ fir P,. Wir betrachten den Algorithmus A’, der als Ausgabe g(A'(f(x))) =: ¢/
mit Kosten ¢q(y/) liefert. Es sei y die Ausgabe von Algorithmus A bei Eingabe f(x). Wir

betrachten zuerst den Fall, dass P> ein Minimierungsproblem ist. Dann gilt

lei(y) —OPT(2)] = ci(y) —OPT(z) < B-lea(y) — OPT(f(2))]
= B-(cay) —OPT(f(2)))

B-((1+¢)—1)-OPT(f(x)))

< B-((1+e—1)-a OPT(x)

IA

und somit ¢1(z) < (1 +a-F-¢€) - OPT(x).
Fiir den Fall, dass P» ein Maximierungsproblem ist, ergibt sich

ey = OPT@)| = e1(y) = OPT(@) < §+|ealy) — OPT(S (@)
= B (OPTU@) - aly)
< 6-(1-1 ) OPTU@)

€
= 04'5'1+€

-OPT(z)

und somit ¢i(z) < (1 +a-F8-¢)- OPT(x). ]
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Bemerkung 1.1 FEs ist leicht 2u sehen, dafS eine L-Reduktion auch eine G P-Reduktionen

ist. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nichi.

Wir haben gesehen, dass L-Reduktionen von Minimierungsproblemen auf Optimierungspro-
bleme Approximierbarkeit iibertragen. Der Ansatz wie im Beweis von Lemma 1.1 funktioniert
nicht, wenn Py ein Maximierungsproblem ist. Der Grund ist die sehr strenge Bedingung der
linearen Abhdngigkeit der Zielfunktionswerte und Optima. In der Tat legen Resultate von Cre-
scenzi et al. [CKST99] es nahe, daf fiir Mazimierungsprobleme die L-Reduktion wohl nicht

approxrimationsbewahrend ist.

1.3.3 Die E-Reduktion

In diesem Abschnitt fithren wir einen weiteren Reduktionsbegriff ein, der die Nachteile der L-
Reduktion, nicht auf Maximierungsprobleme anwendbar zu sein, dadurch behebt, dass anstatt
einer linearen Abh#ngigkeit der Zielfunktionen und Optima eine lineare Abh#ngigkeit der

Approximationsgiiten gefordert wird.

Definition 1.10 (E-Reduktion)
FEs seien P und @ Optimierungsprobleme. P heisst E-reduzierbar auf @ (Notation: P <p Q)
genau dann, wenn es polynomzeit-berechenbare Funktionen f, g: > — > und eine Konstante

a >0 gibt, so dass gilt:

1. Fiir jede Instanz x von P ist f(x) eine Instanz von Q, und fir jede Losung y zu f(x)

ist iy = g(x,y) eine Lisung zur Instanz x von P.

2. Es seien Rp(x, g(z,y)) und Ro(f(z),y) die Approximationsgiten von g(x,y) bzw. y.
Dann gilt:
Rp(x, g(z,y)) < 1+ a- (Re(f(2),y) —1)

Im folgenden Lemma wird die approximationsbewahrende Eigenschaft der E-Reduktion be-

handelt.
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Lemma 1.2 FEs seien P und @ Optlimierungsprobleme, es gelte P <p @ mit Konstante o,
und A sei ein polynomiell zeitbeschrinkter Approximationsalgorithmus fiir Q@ mit Approzima-
tionsgiite 1 + ¢. Dann gibt es einen polynomiell zeitbeschrinkten Approzimationsalgorithmus

mit Approzimationsgiite 1 + « - ¢ fiir das Optimierungsproblem P.

Beweis: Dies folgt direkt aus Bedingung 2 in Definition 1.10. |

Unter gewissen Umstédnden impliziert die Existenz einer L-Reduktion auch die Existenz einer

E-Reduktion:

Lemma 1.3 FEs seien P und @ Optimierungsprobleme, und es gelte P <p . Weiterhin
existiere fir ein € > 0 ein polynomiell zeitbeschrdinkter Approximationsalgorithmus mit Ap-

prozimationsgiite 1 + ¢ fiir P. Dann gilt auch P <g Q.

Bewegrs: Es gelte P <p @ mit polynomzeit-berechenbaren Funktionen f, g und Konstanten
a, 3 > 0. Ferner sei A ein polynomiell zeitbeschrinkter Approximationsalgorithmus mit Ap-
proximationsgiite 1 + ¢ fiir P. Wir werden eine E-Reduktion mit Funktionen gg, fg von P
auf @) konstruieren. Wir betrachten den Fall, daf§ P ein Maximierungsproblem ist. Wir unter-
scheiden zwei Unterfélle. Falls y eine Losung zur Instanz f(z) von @ ist mit Kosten cg(y) so,
dass |OPT(f(z)) —co(y)| < %@;I), so folgt, dass g(z, y) eine Losung zur Instanz x von P
mit Approximationsgiite r < 1+2-a-3-¢ ist. Andernfalls kdnnen wir die Approximationsgiite
durch 1 + ﬁ nach unten abschétzen, so dass wir fiir die Ausgabe 3/ des Algorithmus A bei
Eingabe z die Approximationsglite durch 2-« - 8- ¢ - r beschrénken kénnen. Wir setzen also
fe(x) = f(x) fur alle Instanzen 2 von P und gg(x,y) = g(x,v), falls c4(g(x,y)) > ca(y’) und

ge(z,y) =y sonst. [ ]



Kapitel 2

Die Komplexitatsklasse M AX-SNP

Wir wollen in diesem Kapitel eine Komplexititsklasse einfithren, die besser mit Approximier-
barkeit der in ihr enthaltenen Probleme umgehen kann, als die klassischen Klassen P oder

NP.

Diese Klassen sind durch den Begriff der Berechenbarkeit definiert, der uns zum folgenden

Problem fiihrt:
Es gibt scheinbar keine einfache Definition von einer approximativ korrekten Berechnung.

Wenn wir zum Beispiel die Anzahl der korrekten Bits in der Eingabe als Optimierungsmaf

nehmen, dann gibt es scheinbar keinen Reduktionsbegriff, der die Approximierbarkeit erhilt.

2.1 MAX-SNP

Fagin [F74] zeigte, daBf die N P-Klasse durch die Menge aller Pridikate auf Strukturen G

definierbar ist, die in der Form

35 ¢ (G, S) (2.1)

21
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dargestellt sind. Dabei sei S eine Struktur und ¥ eine Formel 1. Ordnung. Wir kdnnen nun

(2.1) in die folgende #quivalente Form tiberftihren:

AS|\Vzdy : ¢(G, S, z, 7)) (2.2)

Wenn wir den zweiten Existenzquantor entfernen, erhalten wir eine Unterklasse von NP,
SN P (auch strict-N P genannt). Zum Beispiel ist k-SAT ist in SN P enthalten: Seien Cyp, C1, ..., Cy,
die Relationen, fuir die gilt, daf§ C'; alle Klauseln mit j negierten Literalen enthélt. Wir kénnen
dann k-SAT als
S V(x1, ..., z)[( (1, ..,28) ECo =21 €SV .. Vag€S5)
A

AN (x1,exk) ECr=21 € SV...Vap € 95)]

ausdriicken.
Anstatt darauf zu bestehen, daf§ ¢ fiir alle & erfllt ist, kénnen wir verlangen, daf§ ¢ fiir

moglichst viele der z erfiillt werden kann und erhalten somit

Definition 2.1 (M AX-SNP [PY91]) Ein Mazimierungsproblem P ist in M AX-SN P ent-

halten, wenn eine Folge von Relationsymbolen Gy, ..., G, S und eine quantorenfreie Formel
(I)(Gla e Gma Sa L1y -eey .CUk;)
existieren, so daf
e cin polynomieller Algorithmus existiert, der fiir alle Instanzen x € P ein Universum U

und eine Folge von Relationen GY , ..., GY konstruiert. Die Stelligkeit von G? entspricht

dabet der Stelligkeit von G; fir alle 1.
e Wenn OPT(x) die Optimalldsung von x € P ist, dann gilt
OPT(x) = Hé%xH(xl, o) €UR0(GY, ..., GY SY 2y, )}

SY hat dabei dieselbe Stelligkeit wie S.
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Als Beispiel fiir ein Problem, das in M AX-SN P enthalten ist, nennen wir das MAX-CUT
Problem: Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, ). Wir wollen eine Knotenteilmenge
V1 C V finden, so dal der Schnitt E(V7, V'\ V1) maximal viele Kanten enthilt. Wir definieren

zunéichst das zweistellige Relationensymbol G; und das einstellige Relationssymbol S mit

Gi(u,v) =TrRUE < {u,v}eFl

S(v)=TRUE <& ve.
Die Formel ® sei definiert durch
(G, S, u,v) = (v # v) ANG1(u, v) A(S(u) # S(v)).

Zu einer gegeben Knotenteilmenge V3 € V und einem Paar (u,v) € V? ist ®(Gy, S, u,v)
genau dann wahr, wenn genau ein Knoten aus {u,v} in Vj ist, und eine Kante {u,v} in £

existiert. Somit konnen wir das M AX-CUT Problem fiir G ausdriicken als

max |{(u, v) € V2:9(GY, 8V, u,0)}.

Definition 2.2 Ein Problem P ist M AX-SN P-hart, wenn fiir es fiir jedes Problem P' ¢
MAX-SNP eine L-Reduktion von P’ auf P gibt. Wenn P € MAX-SNP und MAX-SN P-
hart ist, dann nennen wir P M AX-SN P-vollstindig.

Bemerkung 2.1 ([H97b]) Man beachte, dafy diese Definition dquivalent zu der folgenden
ist: Ein Problem P ist M AX-SN P-hart, wenn fiir jedes Problem P' € MAX-SNP und
fiir alle Zahlen 11, p1 > 1, Zahlen ls, po > 1 existieren, so dafs es eine GP-Reduktion mit

Parametern (l1, p1), (I2, p2) von P auf P gibt.

Man kann zeigen, dafl jedes Problem in M AX-SN P einen Approximationsalgorithmus mit
einem konstanten A.R. besitzt [PY91].

Satz 2.1 ([PY91]) MAX-3SAT (Definition siehe Appendiz) ist M AX-SN P-vollstindig.



KAPITEL 2. DIE KOMPLEXITATSKLASSE MAX-SNP 24

BeEwEls: Wir miissen zeigen, dafl

1. MAX-35AT in M AX-SNP enthalten ist und, dafl
2. MAX-35AT M AX-SN P-hart ist.
Um zu zeigen, daf MAX-3SAT in MAX-SNP enthalten ist, nehmen wir eine beliebige

Formel f =¢1 A ... A ¢y in BKNF. Wir definieren nun die Relationssymbole Go, G1, G2, G
durch

Go(x,y,2) <= Filei=(xVyVz),
Gi(z,y,2) <= il = (@ VyV2),
Gao(x,y,2) <= Fil=(@VgyVz),
Gs(z,y,2) <= Jile,=(@xVyVZz).

Ferner definieren wir die Formel &, als

(I)f(Gov Gla G27 G37 Sa &, Y, Z) -

(Go(,y,2) A (S(x) v S(y) v 5(2))
Vo (G, 2) A (=S5(@) vV S(y) vV 5(2))
Vo (Ga(w,y,2) A (=5(x) V=S(y) v S(2))
Vo (Ga(,y,2) A (25(x) V =S(y) V =5(2))).

S ist dabei die unére Relation, die die Menge der erfiillten Variablen représentiert.
Aus der Konstruktion folgt, daf3

sinax Wilei@)} = max|{(@,y,2) : ®(Go, G, G, G, 5,9, 2) .

Also ist MAX-3SAT in MAX-SN P enthalten.
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Wir zeigen nun, dafl M AX-3SAT M AX-SN P-hart ist. Sei dazu
H;%X H(xla seey .CUk;) € Uk : (I)(Glljv seey Gr[{w SU? L1y eeey xk)}

die Formulierung eins beliebigen Problems P aus M AX-SN P. Wir zeigen nicht direkt, dafl
es eine L-Reduktion von P auf M AX-35SAT gibt, sondern konstruieren eine L-Reduktion
von P auf MAX-FUNCTION AL-ks-SAT. Danach konstruieren wir eine L-Reduktion von
MAX-FUNCTION AL-k-SAT auf MAX-3SAT. Wir haben dabei zusitzlich gezeigt, daf3
MAX-FUNCTIONAL-k-SAT M AX-SN P-hart ist.

Fur u = (uq, ..., ug) € U* definieren wir
b (SY) = (GY, ...,GY, SV uy, ..., up)

Es gibt nur 3 atomare Ausdriicke, die in den Formeln ¢, auftreten:

1. Die Relationen GY, die Eingabe.
2. — zwischen den ;.

3. Die Relation Sp.

Die Ausdriicke in 1. und 2. kénnen direkt zu TRUE und FaLse evaluiert werden. Also
kdnnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dafl ¢, eine boolesche Kombination von verschie-
denen SY (u,, ..., u;, ) ist. Da k eine Konstante ist, ist die Groe von ¢y auch konstant. Also
konnen wir ¢y als boolsche Formel betrachten mit einer konstanten Anzahl von Variablen.

Wir schétzen im folgenden diese Anzahl mit ke € O(1) ab. Wir erhalten mit

A Pu

u=(uy,...,up)EUF
eine Instanz von MAX-FUNCTION AL-kg-SAT. Die Transformation ist trivialerweise ei-
ne L-Reduktion . Es bleibt nun eine L-Reduktion von MAX-FUNCTION AL-k-S AT auf
MAX-3SAT zu konstruieren (Siehe dazu [PY91]). ]
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2.2 PCP-Beweissysteme

Wir werden jetzt eine neue und wichtige Charakterisierung der Klasse NP einfiithren (s.

[ALM*92)).

Erinnern wir uns an die Definition der Klasse N P: Sie beinhaltet alle Sprachen, die von
nichtdeterministischen Turingmaschinen in polynomieller Zeit erkannt werden kénnen. Man
sieht leicht ein, dafl folgende Definition dquivalent ist: Fine Sprache L ist in NP, wenn fiir
ein x € L ein Beweis 7 (z.B. eine Kodierung der Berechnung) existiert, so dafi eine deter-
ministische Turingmaschine diesen Beweis in polynomieller Zeit auf Korrektheit tiberpriifen
kann. Kin einfaches Beispiel ist 3-COLOR: Ein Beweis wire eine Kodierung der Farbung. Bei
gegebenen Graphen und dieser Farbung konnen wir nun in polynomieller Zeit verifizieren,
ob diese Farbung eine korrekte 3-Farbung der Eingabe ist. Hier sieht man jedoch schon die
Beschréinkung dieser Charakterisierung: wir miissen den gesamten Beweis (die Farbung) ken-
nen, damit wir entscheiden kdnnen, ob diese auch korrekt ist. Kommen wir auch mit weniger

Information aus? Hier setzt die neue Charakterisierung von Arora et al. an.

Wir werden sehen, daBl fiir Sprachen aus NP polynomiell lange Beweise in Form von Orakeln
existieren, die effizient (randomisiert) auf Richtigkeit tiberpriift werden kénnen. Effizient heifit
hier, dal nur konstant viele Bits des Beweises untersucht werden miissen. Ferner werden bei
Eingabelinge n nur O(log(n)) Zufallsbits benotigt. Der Begriff der randomisiert iiberpriifba-
ren Beweise (vgl. Def 2.3-2.4) wurde 1992 von Arora und Safra [AS92b| als eine Variante
der randomisierten Orakel-Maschinen von Fortnow et al. [FRMS8§| bzw. der transparenten
Beweisen von Babai et al. [BFLS91] eingefiihrt. Alle diese Modelle sind wiederum Varianten

der interaktiven Beweissysteme und der Multi Prover Protokolle [BGKW8§|.

Definition 2.3 (Beschriinkte Tester)

e Fin Tester ist eine randomisierte polynomzeitbeschrinkte Turingmschine M (siehe dazu
Kapitel 4), mit Zugriff (via einem Orakel) auf eine bindre Zeichenkette w, die einen

Beweis fiir die Zugehdrigkeit zu einer Sprache reprdsentiert. M kann dabei auf jedes
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Bit von 7 zugreifen (via einem "random access” Orakel). Ein Tester arbeitet in zwei
Phasen. Erst berechnet er randomisiert eine Folge von Adressen fiir das Orakel und liest
die Bits unter den berechneten Adressen auf w. In der zweiten Phase entscheidet der

Tester deterministisch "Ja (1)” oder "Nein (0)”.

e Fin Tester M heifit (r(n), q(n))-beschrinkt, wenn M bei einer Eingabe x der Linge n,
nur O(r(n)) Zufallsbits benutzen und O(q(n)) Fragen an das Orakel stellen darf. Sei
dabei

1, M akzeptiert x, mit Zugriff auf © und dem Zufallsstring T
M(z,7,7) =

0 , sonst

Definition 2.4 (Randomisiert iiberpriifbare Beweise)
Fine Sprache L C ¥* ist in PCP(r(n),q(n)), wenn ein (r(n), q(n))-beschrinkter Tester M

ezistiert, so daf fir alle x € >* gilt:

1. Wenn x € L, dann existiert ein Beweis w, , so daf

Pr Mz, 7,7m) =1 =1
Te{O,l}T(”)[ ( ) = 1]

2. Wennax & L, dann gilt fiir alle Beweise T,

M(z,7,m)=1] <

] =

Pr |
re{0,1}r(n)

(Siehe auch Abbildung 2.1)

Wir konnen in Definition 2.4 die Konstante 1/4 durch jede beliebige Konstante 0 < € < 1
ersetzen und erhalten analog PC'P.(r(n),q(n)), denn

Lemma 2.1 Fir alle Konstanten 0 < e < 1 gilt

PCP(r(n),q(n)) = PCP(r(n), ¢(n)).
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Eingabe x Random r Beweis T
M(x,r,Tt)
Orakel
0/1 (verwerfen/akzeptieren)

Abbildung 2.1: Ein PC P-Beweissystem.

BEwEIs: Durch hinreichend (aber konstant) viele unabhéingige Laufe unseres Testers und
Akzeptanz, wenn alle diese Laufe erfolgreich waren, wird die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner
als €*, wobei k die Anzahl der Laufe ist. Die Resourcen bleiben dabei asymptotisch gleich.

|
Satz 2.2 NP = PCP(logn,1)

BEWEIS:

e D :Sei L € PCP(logn,1). Ein Tester fir PCP(logn, 1) kann nur auf 2000g7) — p©)
verschiedene Zufallsstrings, die die Beweise reprisentieren zugreifen. Konstruiere eine
NTM N, die fiir ein & € ¥* den polynomiell langen Beweis 7 ( fir x € L ) errit,
und danach fiir alle moglichen Zufallsstrings die Verifikationsprozedur M simuliert. N
akzeptiert genau dann, wenn alle n®() Simulationen akzeptieren (< 2z € L). Aus der

Konstruktion folgt L € NP, da N polynomiell zeitbeschrénkt ist.
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e C :Siche [ALM"92] und Kapitel 11 .

Obwohl das PCP-Resultat an sich sehr interessant ist und einiges {iber die Struktur von NP
aussagt, hat es auch Auswirkungen auf ein scheinbar verschiedenes Gebiet - auf das Gebiet

der Approximationsalgorithmen.

Wir haben die Klasse M AX-SNP eingefiihrt und gesehen, daf fiir alle in ihr enthaltenen
Probleme Approximationsalgorithmen mit konstanter Giitegarantie existieren. Es stellt sich
nun die Frage, ob fiir jede Konstante ¢ > 0 ein Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie
(1 + €) existiert. Diese Frage wird als Konsequenz von Theorem 2.2 verneint. Wir beweisen

nun Lemma 10.1.

BEwEIs: von Lemma 10.1. Sei L eine beliebige Sprache aus NP und sei M ein (log(n), 1)-
beschriankter Tester fiir L ( Existenz folgt aus Theorem 2.2). Bei gegebener Eingabe x kon-
struieren wir nun wie folgt eine 35S AT-Formel &, mit 90 Uog(n)) Klauseln:

Die einzelnen Bits im Beweis = von L werden als die Variablen von &, betrachtet (beachte
dabei, daB || =n°M) ). Fiir jeden (der 200°g(™) mpgglichen) Zufallstrings » von M wird eine

Formel 47, konstruiert, so daf§ gilt
Y7 =1 < M akzeptiert o bei der Wahl von r € {0, 1}©Uogn),

Diese Formel hat polynomielle Grée. Daraus folgt, dafi die folgende Formel polynomielle

Grofle hat:
v, = /\ 7/);:

r€{0,1}O0og(n)

Wir kénnen nun ¥, in eine 3SAT-Formel &, polynomieller Grofie umwandeln, so dal &, =

V.. Wir erhalten nun:

1. Wenn z € L, dann ist ®, erfullbar.

2. Wenn x ¢ I, dann verwirft M mit Wahrscheinlichkeit groer als %. Daraus folgt, dafl

hochstens ein konstanter Anteil (1 — g) der Klauseln gleichzeitig erfiillt werden kann.
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Angenommen, es gidbe eine PTAS (P, ¢ > 0) fir MAX — 3SAT. Wende Pg auf @, an. Es
gilt nun, daf§ @, genau dann erfiillbar ist, wenn P% in polynomieller Zeit eine Belegung von
®, berechnet, die mehr als einen Anteil > (1 — %) der Klauseln in &, erfiillt. Somit kénnen

wir in polynomieller Zeit entscheiden, ob = € L ist. ]

Korollar 2.1 Fiir alle M AX-SN P-harten Probleme existiert ein ¢ > 0, s.d. eine Approzi-
mation mit A.R. (1 +¢) NP-hart ist.



Kapitel 3

Probabilistische Methoden

Wir wollen in diesem Kapitel einige probabilistische Methoden einfithren, die uns spéter
bei komplexeren Beweisen hilfreich sein werden. Zur weiteren Vertiefung der probabilistische

Methoden seien [AS92al|, [MR95| empfohlen.

3.1 Das Isolierungslemma

Eine Variante des Isolierungslemmas von [MVV87] wurde bereits im Vorlesungsskript Effi-
ziente Algorithmen und Komplezititstheorie (Algebraische Interpolations- und Zihlalgorith-
men) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91]| eingefiihrt. In Kapitel 10.1
werden wir eine weitere Anwendung des Isolierungslemmas kennenlernen. Wir definieren dort
das Unique Clique Problem, eine Variante des Cliquenproblems, und reduzieren das Unique
Clique Problem randomisiert auf das Cliquenproblem. Das Unique Clique Problem gehort zu

den sogenannten Promiseproblemen.

Definition 3.1 (Gewichtssystem) FEin Gewichtssystem GS ist ein Tripel (Q, F,w), wo-

bei

31
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o () eine endliche Menge,
e [ eine Familie von Teilmenge aus Q, d.h F' C P(Q) und

o w eine Gewichtsfunktion w : QQ — IN

sind.

Definition 3.2 Die Funktion w : P(Q) — IN ist definiert durch

Auflerdem sei

max(Q, F,w) = {S € F|w(S) = max{w(S")|S’ € F}}.
Wir nennen ein Gewichtssystem eindeutig, falls es unter den Mengen aus F' eine eindeutige
Menge S mit groBtem Gewicht w(.S) gibt, d.h.
max(Q, F,w) = {S}.
Wir schreiben dann (falls S eindeutig ist)

S = max(Q, F, w).

Nun kommen wir zum

Lemma 3.1 (Gewichtslemma, Isolationslemma (Maximierungsvariante)) Sei (Q, I, w)
ein Gewichtssystem mit |Q| =n und w : Q — [1...2n] eine randomisierte Funktion, die eine

unabhdngige Gleichverteilung induziert. Dann ist

Pr[(Q, F,w) ist eindeutig] > 1/2

BeweEis: Sei @ = {x1...2,} und seien w(z1),...,w(x,) unabhingige und gleichverteilte

Zufallsvariablen mit Wertebereich [1...2n].
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Seien fir 1 <4< n

Wi = max{w(S)|Se€ F,x; € S} und
Wi = max{w(S\ {x;})|S € F,z; € S}
W, = max{w(S)|S € F,x; € S} = W, + w(x;).

Damit sei

Ai=W; =Wy,

Man beachte, dafi die Zufallsvariable A; stochastisch unabhéngig von der Zufallsvariable w(x;)

ist, V1 <4 < n. ks kdnnen nun die folgenden Falle auftreten:

o falls VS € max(Q, F,w): 2; €S — W; > W, — A; > w(x))
o falls VS € max(Q, Fyw): z; € S — W; > W, — A; < w(x))

e falls 35,5 € max(Q, F,w) mit x; € S, x; € S/, dann ist A; = w(z;).

Im letzten Fall, ndmlich falls A; = w(x;) fur ein 1 < ¢ < n gilt, ist das Gewichtssystem
nicht eindeutig, da zwei verschiedene gewichtsmaximale Mengen sich um das Element z;
unterscheiden. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir kann folgendermafien abgeschitzt werden:
Pr[3i mit A; = w(z;)] < Z Pr[A; = w(x;)].
i=1
Da die Zufallsvariablen w(x;) unabhingig von den A; sind, gilt nun

Priw(x;) = Ai] = 1/2n.

Also ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Gewichtssystem eindeutig ist, groBer gleich 1/2. =

Analog konnen wir folgende Minimierungsvaraiante beweisen.

Lemma 3.2 (Gewichtslemma, Isolationslemma (Minimierungsvariante)) Sei (Q, I, w)
ein Gewichtssystem mit |Q| =n und w : Q — [1...2n] eine randomisierte Funktion, die eine

unabhdngige Gleichverteilung induziert. Dann ist

Prmin(Q, F, w) ist eindeutig] > 1/2
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3.2 Das Bernstein-Lemma

In Kapitel 12 betrachten wir Zéhlalgorithmen. Ein im Bereich der Z&hlalgorithmen oft benttig-
tes Hilfsmittel ist das Bernstein-Lemma (siehe auch [KL.LM89]). Angenommen wir haben un-
abhingige Wahrscheinlichkeitsvariablen Y7, Ya, ..., Y, die den Wert |U]| mit Wahrscheinlich-
keit |G|/|U| annehmen und sonst 0 sind. Es gilt fir Y = YN, Z;, Z; := +Yi,

N N
BY] = E[1/N Y Vi = 1/N Y BIYi] =[G,

Wie groff miissen wir nun /N wéhlen, damit ¥ nicht sehr stark von E[Y] abweicht?

Satz 3.1 (Satz von Bernstein) Sei y = H Dann gilt

Pril—¢) |G| <Y <(1+¢) - |G| =1-09,

wenn die Anzahl der Versuche N grifier gewdhit wird als

1 4 2
. 2 ().
ILL 62 n((s)

Der Beweis dieses Satzes bendttigt einige wahrscheinlichkeitstheoretische Lemmata.

Lemma 3.3 Seien Z, 21, Zs, - - - Z), unabhdngige Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilung.

Seien ¢ und d Konstanten. Dann gilt

E[ed(Z1+~~~+Zk)+c] _ E[edZ]k .S,

Lemma 3.4 Fir jede Zufallsvariable Z und jede Konstante d > 0 gilt

Pr[Z > 0] < Ele?].

BEwWEIS: Sei die Zufallsvariable

1 falls Z >0
0



KAPITEL 3. PROBABILISTISCHE METHODEN 35

Dann ist 7' < e und daher F[Z'] < E[e?]. AuBerdem gilt E[Z'] = Pr[Z > 0. |

Im folgenden seien die Zufallsvariablen Y, Y7, - - - Yy {0, 1}-wertige unabhiingige Zufallsvaria-

blen mit der gleichen Verteilung und Erwartungswert E[Y] = pu.

Lemma 3.5 Seid <1 eine Konstante. Dann gilt

E[@dY] < eyd(1+d)‘

BewEls: Fiir den Erwartungswert von e® gilt
Ele]) =ed-Priy=1]+€” - Prly = 0] = p-e? + (1 — p).

Die Funktion e* kénnen wir fiir < 1 durch 1+ 2 4 22 nach oben und fiir z > 0 durch 1+ 2

nach unten abschétzen. Dadurch ergibt sich
Ele™)<pu-(1+d+d?)+(1—p) =1+ pd(1l+d).
Benutzen wir die zweite Abschétzung, so erhalten wir

E[@dY] < eyd(1+d)‘

Mit diesem Lemma kénnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir grofie Abweichungen der Ausgabe

des Algorithmus von dem zu berechnenden Wert beschrénken. Es gilt das folgende

Korollar 3.1 Fiire <2 gilt

N
Pr[ZYi > (14+e)uN| < eHe N/4,
=1

BEWEIS: Bezeichne

N
(*) = Pr[}_Y; > (1 4+ e)uN].
=1
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Aus Lemma 3.4 folgt
() < E[ed! ﬁ\;lYi_(1+€)HN)]‘
Nun wenden wir Lemma 3.3 an und es ergibt sich
(*) < E[edY]N . e—d(1+e)pN‘
Nun schiitzen wir E[e?Y] mittels Lemma 3.5 ab und setzen d = ¢/2:

(x) < e7HEN/,

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit ftir eine Abweichung nach oben abgeschétzt. Nun
milssen wir auch die Wahrscheinlichkeit fiir Abweichungen nach unten begrenzen. Dies ge-

schieht analog.

Lemma 3.6 Seid <1 eine Konstante. Dann gilt

E[e—dY] < ghd(1- 28

Beweis: Fiir den Beweis bendtigen wir jetzt Abschétzungen der Funktion e™. Es gilt 1 —z <

e <1—x—x%/2. Aus diesen Ungleichungen ergibt sich

Ble ™ =pe™ @+ (1—p) <p(l—d—d?/2) +1 —p=1—pd(l —d/2) < e #d1=d/2),

| ]
Nun konnen wir auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein Abweichen nach unten beschréanken.
Korollar 3.2 Fiire <2 gilt
N 2
Pr} Y < (1 — uN| < emre VA4,
i=1
BeweEis: Analog zum Beweis zu Korollar 3.1. |

Mit Hilfe der Korollare 3.1 und 3.2 ergibt sich der Satz von Bernstein.
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3.3 Chernoff’sche Schranken

Bevor wir uns mit Sampling und randomisiertem Runden beschiftigen, wollen wir hier Cher-
noff Schranken besprechen. Chernoff Schranken sind fiir das Design und die Analyse rando-
misierter Algorithmen sehr niitzlich. Die Analyse des Rundungslemmas 3.10 ist etwas schwie-

riger, da wir auch negative Koeflizienten erlauben.

Lemma 3.7 (Positive Variablen) Seien Xi,..., X, unabhingige und gleichverteilte Zu-
fallsvariablen mit

Pr[X; =1]=p=1-Pr[X; =0].

Weiterhin seien wy, ..., w, € |0, 1] Gewichte. Die Zufallsvariable X ist dann die gewichtete
Summe der unabhdngigen Versuche, d.h. X = > 7, w; X;, und p der Erwartungswert p =

E|X| =" 1pi. Dann gilt die folgende Ungleichung:

Yt >0 Prl|X — p| > t] < 2e72°/n

BEwEIs: Siehe [MR95]. ]

Korollar 3.3 Fiir jedes f > 0 gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dafS mit den Voraussetzungen

aus Lemma 3.7 gilt:

Pr[|X — p| > ev/nlogn] < 2n77.

Bewegis: Wir wenden Lemma 3.7 mit ¢ := cy/nlogn und ¢ = g an. Dann gilt:

Pr[| X — pu] > cv/nlogn| < 22 logn < 9=2¢" < op—f

Nun wollen wir wie bereits erwdhnt auch negative Koeffizienten zulassen:
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Lemma 3.8 (Positive und negative Variablen) Seien X1, ..., X, unabhdngige und gleich-
verteilte Zufallsvariablen. Die Menge {1,...,n} sei die Vereinigung der beiden disjunkten
Mengen I und J mit 0 <w; <1 fiiri € I und —1 <wj; <0 fiir j € J. Dann gibt es fiir jedes

f >0 Konstanten ¢1 > 0 und c2 > 0, so daf fir p = F[X]| und X = Y11 w; X,

Pr[|X — p| > e1v/nlogn] < con™/

gilt.

Bewegis: Wir definieren die Zufallsvariablen und ihre Erwartungswerte wie folgt:

XI — Zw,X,

iel
po= EX']
X” = Z’ijj
jeJ
,LLII _ E[XII]

Beachte, daB | X — pu| < | X' —¢/| +| — X" — (=¢/")|]. Nun konnen wir Korollar 3.3 auf X’
und — X" anwenden, die erhaltenen Ungleichungen angemessen kombinieren und erhalten das

gewiinschte Frgebnis. n

3.4 Sampling und Randomisiertes Runden

Folgendes Lemma ist eine der Grundlagen des exhaustiv sampling in Kapitel 6.2

Lemma 3.9 (Sampling Lemma) Sei A eine Menge von Konstanten aq, ..., a,. Definiere
q =" a; und s = clogn/e*. Wir wihlen nun, unabhingig voneinander und gleichverteilt,

s Werte aus A aus. Diese definieren Zufallsvariablen X1, ..., Xs. Sei X =577 | X;. Dann gilt

n e O 1
Pr q—engza#squren >1—%.
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Beweis: s gilt

BIX] = SEX
=1

n

23
= — a,;
7

nj:1

S
- —q
n
Wir zeigen die 2. Ungleichung, d.h.
N a.cs 1
S n

Die 1. Ungleichung wird analog bewiesen. Addition ergibt, daf§ die Fehlerwahrscheinlichkeit
durch % beschrankt ist.
n s
Pr {—X>q+en} = Pr {X>—q+se}
s n

1
— PrX > E[X] ¢ 208

]
(Lemma 3.4 ) < E[exp(d(i X; — (E[X] + clogn/e)))]
i=1

Elexp(dX)]*
exp(E[n/q]) exp(clogn/e)

(Lemma 3.3 ) =

IA

11
o fiir geeignete Wahl der Konstanten ¢ und d.
n

Wihrend der Ausfithrung des Algorithmus in Kapitel 6.2 werden wir ein 0/1-Integer Pro-
gramm l6sen miissen. Da dieses Problem NP-vollsténdig ist, kénnen wir nur die Relaxierung
16sen, deren Losung wir auf O oder 1 runden miissen. Folgendes Lemma beschreibt das Runden
und sagt aus, dafl der dabei gemachte Fehler klein ist:

)T

Lemma 3.10 (Rundungslemma [R88]) Sei x = (21,...,x,)" eine Ldsung des linearen

Programms

Ax = b,
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0<z;<1 (i=1,...,n)
wobei die Koeffizienten der Matriz A Konstanten sind. Wir definieren einen zufilligen 0 — 1
)T

Vektor y = (y1, ..., Yn)* mit

1 mit Wahrscheinlichkeit x;
Yi =
0 sonst

Dann gilt mit grofler Wahrscheinlichkeit, daf

Ay = (b1 + O(v/nlogn), ..., by + O(v/nlogn))?’.

Beweis: Die Koeffizienten von A sind Konstanten, sagen wir a;; € [—¢,c| fir 1 <1i,5 < n.

Definieren wir a;; = a;;/c und b; = b;/c, dann konnen wir zusammen mit
pi = B[ aiy) = i Ely] = Y agr; = b
j=1 j=1 Jj=1
Lemma 3.8 auf jede Reihe ¢ des Systems anwenden. Damit erhalten wir

1> aiy; — bil < c1v/nlogn

J=1

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — con~/ und entsprechend
| Zaijyj —bi| < cervnlogn = O(v/nlogn)
j=1

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — con~7. Wihlen wir nun f > 2, dann gilt fiir

das ganze System die Behauptung mit Wahrscheinlichkeit 1 — con=/*1. [



Kapitel 4

Randomisierte Maschinenmodelle

und Algorithmen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Grundlagen der randomisierten Berechnungen.
Dabei hiangt die Berechnung und damit unter Umsténden auch das Frgebnis der Berechnung
von zufélligen Ereignissen ab. Solche Ereignisse werden durch Zufallszahlengeneratoren er-

zeugt.

Definition 4.1 (Idealer Miinzwurf) Unter einem idealen Minzwurf verstehen wir eine
gleichverteilte Zufallsvariable X mit Wertebereich {0, 1}. Die Werte einer Folge von Auswer-

tungen der Zufallsvariable X seien gleichverteilt und voneinander unabhéngig.

Ein fur uns giiltiger Zufallszahlengenerator erzeugt einen idealen Miinzwurf. Nun kénnen wir
unsere bisherigen Modelle geeignet modifizieren, indem wir die Verwendung von Zufallsinfor-
mation erlauben, die durch einen giiltigen Zufallsgenerator erzeugt wird.

Im folgenden werden die elementaren Definitionen und Rechenregeln mit Zufallsvariablen

vorausgesetzt (s. [C74]).

41
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4.1 Probabilistische Turing Maschinen

Wir beginnen mit einer Erweiterung der herkdmmlichen deterministischen Modelle.

Operationell besteht eine TM aus einer Zentraleinheit und einer endlichen Anzahl von Bén-
dern. Auf diese Bénder kann die TM mittels Schreib/-Lesekdpfe zugreifen. In der Zentralein-
heit befindet sich ein endliches Programm, das die Bewegung der Képfe und die Schreibope-
rationen in Abh#ngigkeit von den Bandinhalten an den aktuellen Bandpositionen und dem
inneren Zustand der endlichen Kontrolle bewirkt. Je nach Anzahl und Art der Bénder, der
erlaubten Bewegungsrichtungen der Kopfe und der Fahigkeit zu Schreib- bzw. Leseoperatio-
nen ergeben sich eine Vielzahl verschiedener TM Modelle. Wir betrachten hier nur einfache

Modelle, die wir wie folgt formal definieren wollen.

Definition 4.2 Fine (k-Band) TM M ist ein 5-Tupel M =< @, 0, qo, F,I" > wobei

o () die endliche Menge der Zustinde der endlichen Konirolle,

qo € @ der Startzustand,

F C Q) die Menge der akzeptierenden Zustdnde,

I' das Bandalphabet, d.h. jede Zelle der Binder beinhaltet ein Element aus I' (|['| > 2),

und

0 die Zustandsiberfihrungsfunktion (das Programm)
6:(Q,I*) = (@, T*,{L, N, R}")

sind.

M akzeptiert x € I'*, falls M hdlt, d.h. nach einer endlichen Anzahl von Zustandsiibergdngen
in einem Endzustand ¢' € F iibergeht. Die Menge aller akzeptierten Worter bildet die von M

erkannte Sprache L(M).

L(M) :={x e ™| M akzeptiert x}.
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Read Only Eingabe

A
A

— Read Writ
endliche Kontrolle g%ejchgi ’

Write Only Ausgabe

Abbildung 4.1: Offline Turing Maschine

Definition 4.3 (Offline TM)

Eine Offline TM ist eine Turing Maschine mit einem Fingabe-, einem Ausgabe- und einem
Arbeitsband. Von dem Fingabeband darf nur gelesen werden und der Lesekopf darf in bei-
de Richtungen bewegt werden. Das Ausgabeband ist eine reines Schreibband, hier darf der
Schreibkopf jedoch nur nach rechts bewegt werden, d.h. eine einmal gemachte Ausgabe kann
nicht tberschrieben und damit korrigiert werden. Das Arbeitsband ist ein normales Band, auf
ihm sind sowohl Schreib- als auch Lesezugriffe erlaubt, der Schreib/Lesekopf kann in beide

Richtungen bewegt werden.

Abbildung 4.1 zeigt ein Diagramm einer Offline TM. Fiir weitere Informationen siehe auch

[K91]

Definition 4.4 (Probabilistische Turing Maschine (PTM)) Eine probabilistische TM

ist eine Offline TM im deterministischen Sinne mit den folgenden Modifikationen:
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Read-Only Eingabe

A
Read- | | ‘ | Read-Writ
Only [— : | Sootoher
Zufalblls— ] endliche Kontrolle Speicher

band ||

A
A

Write-Only Ausgabe

Abbildung 4.2: Probabilistische Turing Maschine

e Fs gibt ein zusdtzliches Band, welches eine Folge von Zufallsbits € {0, 1}* enthdlt, die
von einem giiltigen Zufallszahlengenerator erzeugt worden sind. Der Kopf des Zufalls-
bandes darf nur in eine Richtung bewegt werden. Somit kann eine Zufallsinformation

nur einmal verwendet werden.

o Die Zustandstberfihrungsfunktion hingt auch von dem Inhalt der Zelle unter dem Le-

sekopf des Zufallsbandes ab. Sie bleibt aber deterministisch.

o Fine Berechnung ist nur giltig, falls die Linge der Zufallsfolge mindestens so grofs ist

wie die Linge der Berechnung.

Abbildung 4.2 zeigt eine probabilistische Turing Maschine.

Bemerkung 4.1 Man kann eine probabilistische TM als eine deterministische TM ansehen,

falls man das Zufallsband als ein zusdtzliches Eingabeband interpretiert.
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Definition 4.5 Sei M eine PTM tiber dem Alphabet . Dann induziert M eine partielle
Funktion
Dpr o ¥ x {0, 1} — 3"
——
Zufallsbits
Diese Funktion ist nicht total, da die Maschine nicht bei jeder Fingabe anhalten mufs. So ist

Dy, p) undefiniert, falls die Berechnung ldnger ist als |p|.

Wir betrachten eine PTM nicht als deterministische TM, sondern gehen davon aus, dafl der
Inhalt des Zufallsbandes nicht bekannt ist. Durch die Hinzunahme einer weiteren Resource
— dem Zufall — ergibt sich die Notwendigkeit den Berechenbarkeitsbegriff fiir dieses neue

Modell zu definieren.

Definition 4.6 (Berechenbarkeitsbegriff fiir PTM) Sei M eine PTM. M berechnet ei-

ne partielle Funktion

Op 2 —= Y
mit
Y wenn Pr[M(x) =y] > 1/2
om(2) =
undefiniert  wenn es kein solches y gibt.
Dabei ist

P?”[M(x) _ y] — lim Hp € {07 1}n|(I)M(x7p) — y}|

n—00 on

Der Definitionsbereich von M sei mit D(par) bezeichnet.

Definition 4.7 (Probabilistisch berechenbar) Fine Funktion

[y =3

ist probabilistisch berechenbar (f € PBF), wenn es eine PTM M mit f = ¢pr gibt.

Man kann zeigen, dafl jede probabilistisch berechenbare Funktion f berechenbar ist, d.h. f

ist auch mit einer deterministischen Turing Maschine berechenbar. Anders ausgedriickt: Die
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probabilistisch berechenbaren Funktionen sind genau die partiell rekursiven Funktio-

nen.

Definition 4.8 (Fehlerwahrscheinlichkeit) Sei M eine PTM. Die Fehlerwahrschein-
lichkeit (engl. error probability) von M ist eine Funktion

Pr[M(x) # ¢ar(x)] wenn ¢ar(x) definiert

undefiniert sonst.

em(z) =

M berechnet ¢ppr mit beschrinkter Fehlerwahrscheinlichkeit (engl. bounded error probability),

wenn es ein € > 0 gibt, so dafs

Vo € D(oa) : em(x) < = —e.

1
2

Definition 4.9 (Monte-Carlo PTM) Fine PTM M, die ¢y mit beschrinkter Fehlerwahr-
scheinlichkeit berechnet, nennt man randomisierte Turing Maschine (RTM) oder Monte-

Carlo TM.

Lemma 4.1 (§-Lemma) Zu jeder Sprache A, die von einer RTM M erkannt werden kann,
gibt es fir jedes § > 0 eine RTM Ms, die A mit Fehlerwahrscheinlichkeit enr; < 6 erkennt.
Dabei erhdht sich die Anzahl der Schritte nur um einen Faoktor, der logarithmisch von 6

abhdngt.

Beweis: Die RTM Ms wiederholt den Lauf der RTM M mehrmals (2k-mal). Dabei gibt sie
das Krgebnis aus, das am haufigsten erzielt wurde. Bei Paritdt wahlen wir irgendein Frgebnis

aus. Wir wollen nun die Fehlerwahrscheinlichkeit hierfiir abschitzen.

Also gilt Pr[M macht einen Fehler im i-ten Lauf] = p < 1/4 und somit

2%
2k\ . )
Pr| Fehler tritt dfters als k-mal auf] = Z ( ; )p’(l — )2k (4.1)
i—k
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Wir wollen nun zeigen, daB p*(1 —p)?$~% < p*(1 — p)* im Intervall [k : 2k] ist. Dafiir differen-

)2%=% nach 4 und erhalten

zieren wir p*(1 —p
p'(1—p)* 7 (Inp — In(1 - p))

Dieser Wert ist kleiner als Null, fir p < 1/4 im Intervall [k : 2k|. Also ist pi(1 — p)2¢—% <
p¥(1 — p)*. Dann ergibt sich mit Gleichung 4.1, daB
Pr| Fehler tritt ofters als k-mal auf] < 2728226=1(3/4)% = 1/20(k)

Daher kann die Wahrscheinlichkeit durch Iterieren beliebig verbessert werden. ]

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir die Monte-Carlo TM auch dadurch charakterisieren,

daB sie eine Fehlerwahrscheinlichkeit ey (z) < 1/4 besitzen.

Auf der anderen Seite reicht es auch aus, fehlerbeschrinkte Turing-Maschinen dadurch zu
kennzeichnen, dafl die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner ist als 1/2 — 1/p(n) fur ein festes Po-
lynom p(n). Durch eine polynomielle Anzahl von Iterationen kann auch hier die Fehlerwahr-

scheinlichkeit beliebig klein gehalten werden.

Definition 4.10
Fine Monte-Carlo PTM M heifst starke (strenge) Monte-Carlo PTM (Rs TM), wenn folgendes
gilt:

1. ep(xz) =0 fiir & L(M),

2. ey(x) < 1/4 fiir x € L(M).

Bemerkung 4.2 Fiir starke Monte-Carlo PTM’s reicht es aus, die Fehlerwahrscheinlichkeit
fiir x € L(M) durch ein beliebiges ¢ < 1 zu beschrinken. Durch mehrfache Iteration wird

dann eine beliebig geringe Fehlerwahrscheinlichkeit erzielt.

Damit haben wir geklért, was eine Berechnung einer probabilistischen Turing Maschine ist.

Nun wollen wir wieder Komplexitétsklassen einfiihren. Hierzu mufl jedoch erst die Laufzeit
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und der Speicherverbrauch einer probabilistischen Turing Maschine definiert werden. Fir die

Laufzeitdefinition haben wir zwei Moglichkeiten.

Definition 4.11 (Laufzeit einer PTM ([G77])) Die probabilistische Laufzeit T} ei-
ner PTM M ist definiert durch:

min{n | Pr[M(x) = ¢up(x) in n Schritten] > 1/2}  falls ¢ppr(x) definiert

o0 falls ¢pr(x) undefiniert.

TM(J?) —

Definition 4.12 (Mittellaufzeit einer PTM)
Die probabilistische Mittellaufzeit (engl. average run time) Ty einer PTM M ist der

Erwartungswert der Schrittanzahl:

[ele]
Ty(x) = Z n - Pr[Berechnung tiber x bendtigt genau n Schritte].

n=1
Die Mittellaufzeit ist eine ungeeignete Definition, wenn wir die Klasse der PTM’s betrachten.
Das anormale Verhalten wird im Vorlesungsskript Effiziente Algorithmen und Komplexitits-

theorie (Algebraische Interpolations- und Zdihlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet

von K. Werther) [K91] sichtbar.

Definition 4.13 (Blum’sches Komplexitidtsmaf3 ([B67]))
Eine Funktion Ty ist ein Komplexitdtsmafs, falls Ty die folgenden beiden Axiome erfillt

sind.

o Ty(x) ist genau dann definiert, wenn M (x) definiert ist,

e Das Pridikat Th(x) = n ist entscheidbar.

Die probabilistische Laufzeit Ty ist ein Komplexitdtsmafl fur die ganze Klasse der PTM’s.

Die Mittellaufzeit ist jedoch kein Komplexititsmaf fiir diese Klasse (Siehe Vorlesungsskript
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Verwerfe Akzeptiere

Abbildung 4.3: Berechnungsbaum

Effiziente Algorithmen und Komplezititstheorie (Algebraische Interpolations- und Zihlalgo-
rithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91] ).

Der nachfolgende Satz zeigt, dafl fiir die Klasse der randomisierten Turing Maschinen, d.h.
derjenigen probabilistischen Turing Maschinen, die eine beschridnkte Fehlerwahrscheinlichkeit
besitzen, die beiden Laufzeitdefinitionen jedoch dquivalent sind. Daher ist die Mittellaufzeit
in diesem Fall auch ein Komplexitétsmaf.
Satz 4.1 Sei M eine Monte-Carlo TM (RTM). Dann gibt es ein ¢, so dafs

Tu(z) <c-Tylx) falls ¢ar definiert ist.
BEwEIs: Da M eine Monte-Carlo TM ist, hat M eine mit € < 1/2 beschrankte Fehlerwahr-

scheinlichkeit. Sei ¢ = 1/(1/2 — ¢). Wenn Tys(z) = oo ist, gibt es nichts zu beweisen. Sei also

Ty (x) < oc. Dann gilt nach der Tschebyscheff’schen Ungleichung 1.Art

Pr[Zeit von M (z) > Ty (2)] < Tag(x)/cTag(x) = 1/c = 1/2 —e.
Diese Gleichung ist dquivalent zu

Pr[Zeit von M(z) < cTy(z)] > 1/2 + e
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Da die Fehlerwahrscheinlichkeit von M beschréankt ist, gilt

Pr[M(z) # ¢nr(x) in Zeit cTa(x)] < Pr[M(z) # dn(2)] < €.

Somit folgt
Pr[M(z) = ¢p(x) in Zeit cTar(z)] > 1/2.

Also ist

Nun wollen wir mit Hilfe der neuen Maschinenmodelle auch neue Komplexitétsklassen ein-

fithren.

Definition 4.14 (Probabilistische Komplexititsklassen)

PrTIME(T(n)) = {A|I3PTM M mit L(M) = A und Ty(n) = O(T(n))}
RTIMB(T(n)) = {A|ARTM M mit L(M) = A und Ty(n) = O(T(n))}
Rs TIME(T(n)) = {A|3Rs TM M mit L(M) = A und Tar(n) = O(T(n))}
PP = {A3PTM M mit L(M) = A und Ty(n) = n°M)}

RP = {A|3RTM M mit L(M) = A und Tar(n) = n°W)}

RsP={A|I3RsTM M mit L(M) = A und Ty (n) = nO(1))}

Eine weitere Klasse ist A”. Man nennt sie Las-Vegas Klasse. Eine PTM, die einen Las-Vegas
Algorithmus darstellt, hat als Ausgabe 0, 1 und 7. Das Fragezeichen bedeutet, daf§ die PTM

zu keinem korrekten Ergebnis gekommen ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir 7 ist beschrankt.

Fiir diese Komplexitétsklassen gelten nun die folgenden Inklusionen.
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Satz 4.2 FEs gilt
C RPC

PCAP PP.
C C

BeweEis: Siehe Vorlesungsskript Effiziente Algorithmen und Komplexititstheorie (Algebrai-
sche Interpolations- und Zihlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther)

[K91] .

4.2 Randomisierte Schaltkreise

Wir betrachten jetzt randomisierte Schaltkreise. Diese Schaltkreise sind Schaltkreise mit den

weiteren folgenden Kigenschaften.

Definition 4.15 (Probabilistische Schaltkreise) FEin probabilistischer Schaltkreis C ist

die Realisierung einer booleschen Funktion
f':B"x B — B
[ (@, p) = (2, p).
Diese Funktion induziert eine Funktion [ : IB™ — IB mit

1 Prf!(a,p) = 1] > 1/2
f@)=40 Pr[f/(x, p) = 0] > 1/2
undefiniert sonst.

Ein solcher Schaltkreis ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Definition 4.16 (Randomisierter Schaltkreis) FEin probabilistischer Schaltkreis C ist ein

randomisierter Schaltkreis, falls eine Funktion g existiert mit

Pr(f(z, p) = g(x)] > 3/4.
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Abbildung 4.4: Probabilistischer Schaltkreis

Mit Hilfe von Lemma 4.1 reicht es auch aus

Pr(f'(z,p) = g()] > 1/2+1/p(n) (%)

zu fordern. Ein Schaltkreis mit Fehlerwahrscheinlichkeit < 1/4 besteht dann aus einer poly-
nomiellen Anzahl von Schaltkreisen, die (x) erfillen und parallel arbeiten. Die Ausgabe ist

dann ein Mehrheitsentscheid wie nach Lemma 4.1.

Nun interessieren uns jedoch nur uniforme Schaltkreise, d.h. Schaltkreise, die log-space Turing

berechenbar sind. Dies definiert die RUC Schaltkreisfamilien.

Definition 4.17 (Randomisierte uniforme Schaltkreise)
Ein randomisierte Schaltkreisfamilie {C,.} ist uniform, falls die Compilerabbildung 1" — Cy,
log-space Turing berechenbar ist, wobei n die Anzahl der Eingdnge ohne die Fingdnge der

Zufallsbits ist. Fine solche Schaltkreisfamilie nennen wir dann RUC-Algorithmus.

Dadurch kénnen wir analog zu den NC-Klassen auch hier Komplexitétsklassen einfiihren.
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Definition 4.18 Sei f : IN — IN. Damit sei

U-RDEPTH(f(n)) = {A|IJRUC-Algorithmus {C,,} mit
L({C,}) = A und Depth(C,) = O(f(n))}

U-RSIZE(f(n)) = {A|IJRUC-Algorithmus {C,} mit
L({C,}) = A und Size(C,) = O(f(n))}

RNCF = {A|3RUC-Algorithmus {C,,} mit L({C,}) = A
und Size(Cp) = n°Y und Depth(C,) = O(log* n)}

RNC = | J RNC*.
kelN

Man beachte, dafl bei randomisierten Schaltkreisen die Zufallsbits wahrend der Berechnung
ofters benutzt werden konnen. Bei randomisierten Turing Maschinen ist dies nur moglich,
falls die benutzten Zufallbits auf dem Speicherband zwischengespeichert werden. Das Be-
rechnungsmodell der randomisierten Schaltkreise kann daher eher mit randomisierten Turing
Maschinen verglichen werden, die eine Kopfbewegung tiber das Randomband in beide Rich-
tungen erlauben. Solche Maschinen nennt man Two-Way Random Tape Turing Maschinen.

Fiir diese Maschinen gilt der folgende {iberraschende Satz.

Satz 4.3 ([KV85]) Eine Two-Way Random Tape Turing Maschine sei mit R\?) TM bezeich-
net. Damit gilt
R SPACK(logn) = PSPACE.

4.3 Probabilistische Testalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir einige Testalgorithmen vorstellen, mit deren Hilfe algebraische
Gleichheiten tiberpriift werden kénnen. Diese Algorithmen sind probabilistisch und haben den

gleichen einfachen Aufbau: Falls eine algebraische Gleichung nicht allgemeingtiltig erfiillt ist,



KAPITEL 4. RANDOMISIERTE MASCHINENMODELLE UND ALGORITHMEN 54

so gibt es nur relativ wenige Belegungen der Variablen, die diese Gleichung zufillig erfiillen.
Ist diese algebraische Gleichung z.B. eine Polynomgleichung, so sind diese ungiinstigen Bele-

gungen der Variablen gerade die Nullstellen des Polynoms.

Unser erster Algorithmus testet, ob ein gegebenes multivariates Polynom identisch dem
Nullpolynom ist. Dabei ist das Polynom natiirlich nicht bekannt, sondern durch eine Black-

Box gegeben, d.h. es sind Auswertungen an beliebigen Stellen méglich.

Algorithmus 1 Nulltest fiir Polynome

Eingabe: Eine Black-Box fiir ein Polynom P(zq,...,2,) Uiber Z und eine Schranke D fiir

den Grad des Polynoms.
Schritt 1:  Konstruiere die Menge F = {1,2,...,4D}
Schritt 2:  Wiéhle zufilliges & = (21, ...,2,) € E”

P=0 falls P(z) =0
P#£0 sonst

Ausgabe:

Satz 4.4 (Schwartzsches Lemma [S80a]) Sei P = Pi(21,...,x,) € Zlx1,...,2,] und

P Z£0. Sei dy der Grad von x1 in Py und Py das Koeffizientenpolynom von a:clll :
Pi(xq,...,2n) = xclll Py, ..o xn) +qu(®, e ).
Die P; und d; fir i > 1 seien entsprechend induktiv definiert. Dann hat P héchstens

dy dn
1] 1]

Nullstellen in I1 x --- x I,.

BeEwErrs: Wir fithren den Beweis iiber Induktion nach der Anzahl der Variablen.
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e Fiir den Fall eines univariaten Polynoms P gilt, dal die Anzahl der Nullstellen be-

schriankt ist durch

d
deg(P) = d1 = |Il —1
|11
o Induktionsschritt:
P, hat die Darstellung
Pi(xy,...,2,) = xclll cPy(ma, .. xn) +qu(m, e ).
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
1. (22,...,2,) ist Nullstelle von P,. Dann kann eventuell P(xq, 22,...,2,) = 0 fir

alle 1 € I; gelten. Da die Anzahl der Nullstellen von P, nach Induktionsannahme
durch

do dn
T oo x Lol (4 et )
| 7

beschrinkt ist, kann die Anzahl der Nullstellen von P fiir diesen Fall durch

d d,
L] - Iy % -+ % Iy <—+...+—)
|2 1]

abgeschitzt werden.

2. (22,...,2,) ist keine Nullstelle von P,. Dann ist P(x1,22,...,2,) ein nicht ver-
schwindendes Polynom in 1 vom Grade dy. Damit ist eine Schranke fiir die Anzahl

der Nullstellen von P in diesem Fall
dy - |1 x -+ X 1]

Damit kann die Gesamtanzahl von Nullstellen von P durch

d d,
Iy« o -+ x I <—2+...+—>+d1|12><---><1n|
| 12| 1|

i d,
= I3 X - X 1] <—+...+—>
|11 1|

beschriankt werden.
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Korollar 4.1 Sei P = P(x1,...,&,) € Zlx1,...,%,|, PZ0und I = I, = --- = I, mit
|[I| > ¢- deg(P). Dann ist die Anzahl der Nullstellen in I™ durch |I|"/c beschrinkt.

Bewels: Wir wenden den Satz 4.4 an. In diesem Fall gilt
12735 di/ 1] = [ (e dj)
< [1]"=1 - deg(P) < 1"/

und somit ist die Anzahl der Nullstellen durch |/|”/c beschrénkt. ]

Satz 4.5 (Korrektheit von Algorithmus 1) Der Algorithmus 1 ist ein korrekter starker
Monte-Carlo Algorithmus.

BeweEis: Mit Hilfe von Lemma 4.1 gilt, dal die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P durch
|| /4 beschrankt ist. Fiir einen zufillig gewidhlten Vektor Z aus £™ und P # 0 gilt damit

_ B/

Pr[P(z) = 0] < 7]

—1/4.

Damit ist die Ausgabe P = 0 mit Wahrscheinlichkeit > 3/4 korrekt. Die Ausgabe P # 0 ist

immer korrekt, da fiir P =0 kein  mit P(Z) # 0 existiert. ]

Als nichstes wenden wir uns dem Problem der Matrizenmultiplikation zu. Dabei ist zu
entscheiden, ob das Produkt zweier Matrizen eine dritte gegebene Matrix ergibt. Ein mogli-
cher deterministischer Algorithmus zur Losung dieses Problems besteht darin, die Matrizen
A und B miteinander zu multiplizieren und das Ergebnis mit C' zu vergleichen. Dies liefert
auf naive Weise einen Algorithmus, der in TIME(n3) und in NC(n?) liegt (vgl. [K91]). Mit
Hilfe der neuesten Algorithmen im Bereich der Matrizenmultiplikation — aufbauend auf den
Ideen von Strassen — ist dies sogar in TIME(n?37%) und NC1(n?37%) moglich. Eine untere
Schranken fiir einen solchen Algorithmus wire in jedem Fall Q(n?).

Der nachfolgende Algorithmus ist ein optimaler RgTM Algorithmus zur Losung dieses Pro-

blems. Er liegt in RsTIME(n?) bzw. in RNC(n?) (vgl. [K91]).

Algorithmus 2 Test fur Matrizenmultiplikation
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Eingabe: Reellwertige n x n Matrizen A,B und C.

Schritt 1:  Erzeuge zuféllig 2 Vektoren X7, Xo € {—1,1}™
X1 = (@11, -, ¥10), X2 = (w21,...,%2,).

Schritt 2: Berechne: A(BX1), A(BX2), C X1 und CXo.

1 falls ABXl — CXl und ABXQ — CXQ
Ausgabe:

0 sonst

Satz 4.6 Der Algorithmus 2 arbeitet korrekt und liegt in Rs TIME(n?) bzw. in RNCY(n?).

Beweis: Sei D = (d;;) = A- B und C = (¢;5). Sei nun & = (x1,...,2,) mit x; € {—1,1}.
Falls nun ftr z

(A-B-C)-2=0

gilt, ist dies dquivalent zu
\V/’i (dzl —Cilye- ey dm — Cm)J_(xl, ceey xn) (4.2)

Falls A- B # C, konnten wir bei unserer zufilligen Wahl der Vektoren X7 und X5 schlech-
te Vektoren bekommen haben, fiir die trotzdem die Orthogonalitédtsbeziehung (4.2) gilt. Es
konnen nach Lemma 4.2 jedoch hochstens 2771 der 27 vielen {—1, 1} Vektoren orthogonal zu
den n Vektoren (d;1 —¢;1, - - -, din — Cin) sein, da wenigstens einer dieser Vektoren ungleich dem
Nullvektor ist. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal einen schlechten Vektor zu wéhlen,
kleiner als 1/4.

Der Algorithmus ist ein starker Monte-Carlo Algorithmus, da die Ausgabe # mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit 0 erfolgt. Der Algorithmus arbeitet auch innerhalb der geforderten Zeit- und
Prozessorschranken, da nur Produkte zwischen Matrizen und Vektoren berechnet werden.

Lemma 4.2 Seiv # (0,...0). Dann sind hochstens 27~ wviele {—1,1} Vektoren orthogonal

JAT R
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BEwEls: Da v = (v,...,v,) ungleich dem Nullvektor ist, ist wenigstens ein v;, # 0. Sei i
0.B.d.A gleich n, und seien x = (21,...,2p—1, —1) und y = (21, ..., Tp—1, 1). Somit gilt

n—1
<z,v>= in-vi—vn £z, 0 > 20, =< y,v > .
i=1

Daher konnen nicht sowohl < z,v > als auch < y,v > gleich 0 sein. Die Zuordnung z — y
ordnet also einem zu v orthogonalen Vektor eineindeutig einen nicht orthogonalen Vektor zu.

Somit konnen hochstens die Halfte der 2™ Vektoren orthogonal zu v sein. ]



Kapitel 5

Die Anwendung von
Testalgorithmen zur Losung von

Optimierungsproblemen

Die in Kapitel 3.1 eingeftihrten Testalgorithmen flir Polynomidentitdten kann man leicht zur

Losung von kombinatorischen Optimierungsproblemen anwenden.

5.1 Matchingprobleme

Wir werde in diesem Abschnitt die Klasse der Matchingalgorithmen niiher betrachten.
Definition 5.1 Matching
Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Fine Teilmenge M C F heifst

o Matching, falls keine zwei Kanten in M inzident sind;

o nichierweiterbares oder auch maximales Matching, falls es kein Matching gibt, das M

echt enthdlt;

59
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o Mazimum Matching, falls M ein Matching mazximaler Kardinalitdt ist;

o Perfektes Malching, falls jeder Knoten aus V. mit genau einer Kante aus M inzident

18t.

e MIN-W-KPM, falls wir zusitzlich eine Gewichtsmatriz W = (w; ;) mit w; ; € n®1)
haben und ein perfektes Matching in G suchen, so dafi die Summe der Gewichte der Kan-
ten minimiert wird. Die Maximierungsversion ist analog definiert und wird MAX-W-KPM

genannt.

Definition 5.2 (Determinante, Permanente) Gegeben sei eine Matriz A = (a; ;) 1<i j<n-

Dann sind die Determinante und Permanente von A wie folgt definiert:

n

det (A) = 3" sign(o) [ | aio0),

g€Sy, i=1

perm (A) = Z Hai7a(i).

g€Sy, i=1

Falls A € IB™*™ kann auch die logische Permanente von A definiert werden:

permP(A) = \/ /\a,’p(,’).

g€Sy, i=1

Nun konnen wir die verschiedenen Probleme, die mit dem Perfekt Matching Problem in

Zusammenhang stehen, aufzidhlen. Sei G = (V, F) ein Graph.

1. Entscheidungsproblem: Besitzt G ein Perfektes Matching 7 (EPM)

2. Konstruktionsproblem: Konstruiere ein (beliebiges) Perfektes Matching von G(K PM).

5.1.1 PERFECT-MATCHING

Das einfachste dieser Probleme ist das Entscheidungsproblem. Um dieses Problem zu lésen

hilft der folgende Satz von Tutte. Zun#chst jedoch eine
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Definition 5.3 (Tutte’sche Matrix ) Sei G = (V, ) ein Graph mit Adjazenzmatriz A.
Zu G sei nun die folgende schiefsymmetrische Matriz ( Tutte’sche Matriz) C in den Variablen
xi; definiert:
Ti;  1<junda;—=1
Cij = —%j t>7unday; =1
0 i = j oder a;; = 0.

Man beachte, daf det(C) ein Polynom in den Variablen x;; ist.

Satz 5.1 ((Tutte, 1952)) Fin ungerichteter Graph G = (V, E) mit Adjazenzmatriz A be-
sitzt genau dann ein Perfektes Matching, wenn det (C) £ 0 ist, d.h. det (C) enthdlt mindestens

ein Monom.

Beweis: Falls G ein Perfektes Matching besitzt, so induziert die zugehtrige Permutation ein
Monom in der Determinante der Tutte’schen Matrix, welches sich nicht wegheben kann, da
die Permutation aus 2-Zyklen besteht. Somit ist die Determinante nicht identisch 0 und die
Tutte’sche Matrix regulér.

Welche weiteren Permutationen knnen nun Monome in der Tutte’schen Matrix induzieren?
Eine Permutation, die einen ungeraden Zyklus enthélt, wird durch die Permutation, die diesen
Zyklus in entgegengesetzter Richtung durchlduft und sonst gleich ist, wieder geldscht. Damit
konnen keine Permutationen mit ungeraden Zyklen Monome erzeugen. Falls es Permutatio-
nen gibt, die nur gerade Zyklen enthalten, so gibt es auch Permutationen, die nur 2-Zyklen
enthalten. Wenn die Tutte’sche Matrix also regulér ist, so gibt es in der Determinante der
Tutte’schen Matrix ein Monom, das von einem Perfekten Matching induziert ist, und damit

auch ein Perfektes Matching. [

Mit Hilfe dieses Satzes ktnnen wir das Entscheidungsproblem auf den Nulltest fiir ein multi-

variates Polynom zuriickfiihren.

Definition 5.4 Das Interpolationsproblem, d.h. der Test, ob ein als Black-Box gegebenes n-

variates Polynom P(xq,...,x,) mit deg(P) < m identisch O ist, sei mit IP(n,m) bezeichnet.
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Damit gilt mit Algorithmus 1:
IP(n,m) € RgTIME((n 4+ m)°™M)

IP(n,m) € RgSPACE(log(n + m))

Wir kénnen Determinanten leicht in kubischer Zeit berechnen. Daraus ergibt sich, dal das

Entscheidungsproblem in RP liegt.

Wir werden eine Losung des Perfekt Matching Problems fiir beliebige Graphen entwickeln,

die in RP liegt. Diese Arbeit ist von Mulmeley, U.Vazirani und V.Vazirani (sieche [MVV87]).

Das Entscheidungsproblem haben wir bereits gelost, indem wir den randomisierten Null-
test fiir multivariate Polynome aus Algorithmus 1 angewandt auf die Determinante der Tut-
te’schen Matrix verwenden. Mittels Lemma 5.1 gilt ja, dafi die Determinante der Tutte’schen

Matrix genau dann identisch O ist, falls G kein Perfektes Matching besitzt.

Nun wollen wir das Konstruktionsproblem betrachten. Wir wollen das Isolierungslemma

(Lemma 3.2) nun auf unser Perfekt Matching Problem anwenden. Es ergibt sich also folgendes

Korollar 5.1 Sei G = (V, E) ein Graph, |V| =n. Wir definieren ein Gewichtssystem GS =
(E, PM,w) mit PM = {M C FE|M ist Perfektes Matching in G} und w als randomisierte

Funktion w : E — [1,...,2|F|]. Dann ergibt sich aus Lemma 3.1

Primin(E, PM, w) ist eindeutig) > 1/2.

Mit Hilfe der randomisierten Funktion
w: B —[1,...,2|F|]

aus Korollar 5.1 kénnen wir nun eine gewichtete Adjazenzmatrix A = (a; ;) wie folgt kon-

struieren.
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Definition 5.5 Seien w;; gleichverteilte Zufallsvariablen in [1,...,2|E||. Dann sei die ran-

domisierte Adjazenzmatriz A durch Finsetzen der 2V in die Tutte’sche Matriz definiert:
2% fallsi < j und (i,j) € E

Qi =& —2% fallsi>j und (i,j) € E
0 falls i =7 oder (i,7) € E.

Mit Hilfe des Korollar 5.1 ktnnen wir nun Aussagen iiber diese Matrix machen.

Lemma 5.1 Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktion fir die Kanten.
Diese Gewichtsfunktion w sei so gewdhlt, daf$ das gewichtsminimale Perfekte Matching ein-
deutig ist. Falls wir eine geeignete randomisierte Gewichtsfunktion verwenden, ist die Wahr-

scheinlichkeit hierfiir nach Korollar 5.1 > 1/2. Dann ist
det(A) £0
und fiir die grofite Zweierpotenz 2%, die det(A) teilt, gilt

a =2 -min{w(M)|M € PM}.

BEwEIs: Wir erinnern uns an die Definition der Determinante einer Matrix:

det (A) = Z sign (7) - value (7)  mit
7T€Sn

value (1) = H Qi (i)
i=1

Dabei tragen nur solche Permutationen 7 zum Wert der Determinante bei, fiir die value (1) #
0, fur die Vi (i, 7(i)) € E gilt. Wir werden also nur die Permutationen betrachten, die einen
Wert zur Determinante beitragen. Ein solcher Wert ist dann immer eine Zweierpotenz, da
das Produkt von Zweierpotenzen wieder eine Zweierpotenz ist. Mit wmi, bezeichnen wir das
minimale Gewicht eines Perfekten Matchings. Fiir eine Permutation 7 gibt es die folgenden

Moglichkeiten.
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e Die Permutation « induziert ein Perfektes Matching.
In diesem Fall bildet @ : i — j,5 +— ¢ ab, d.h. es entstehen nur 2-Zyklen. Bei der
Berechnung von value () trigt dieser 2-Zyklus mit dem Wert 2w (—2%ii) — —22@ij gy

Buche. Somit ist der Wert dieser Permutation
value (1) = (—1)"/22%r,

wobel w, die Summe der Gewichte der zu 7 gehtrenden Kanten entspricht. Falls =
das eindeutige gewichtsminimale Perfekte Matching darstellt, so ist w; = 2w, da die
Kanten von 7 doppelt gezihlt werden. Fiir alle anderen Permutationen o ist w, > w, =

2Wmy, Und somit 2% immer ein gerades Vielfaches von 22@min,
min

e Die Permutation m enthilt keine ungeraden Zyklen.
Wir kénnen die geraden Zyklen in zwei Perfekte Matchings einteilen, indem wir in den
Zyklen alternierende Kanten betrachten. Wir spalten also diese Permutation in zwei Per-
fekte Matchings M; und M, auf. Aufgrund der Eindeutigkeit eines minimalgewichteten
Matchings, kann htchstens eines dieser beiden Perfekten Matchings minimalgewichtig

sein. Damit ist

wr _ owpr, +w 2w
2 T — 2 My Mo > 2 mln’
und somit auch ein gerades Vielfaches von 22%min,

e Die Permutation enthilt auch ungerade Zyklen.
In diesem Fall betrachten wir neben 7 auch die Permutation o, die einen der ungera-
den Zyklen in umgekehrter Richtung durchliuft. Wir sehen leicht ein, daf value (7) =
—value (o) und sign (7) = sign (o) gilt, da ¢ aus 7 durch Anwenden einer geraden An-
zahl von Transpositionen hervorgeht. Damit heben sich diese beiden Permutationen in

der Determinante auf.

Insgesamt erhalten wir als Summanden in der Determinante nur gerade Vielfache von 22%@min

und einen Summand von der Form (—1)"/22%%min, Daher ist
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Also ist det (A) # 0 und die hochste det (A) teilende Zweierpotenz ist 2% fiir @ = 2wpi,. M

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun einen randomisierten Algorithmus angeben, der zu

einem gegebenen Graphen ein Perfektes Matching konstruiert, falls ein solches existiert.

Eingabe: G = (V, F)
Schritt 1: Konstruiere die Matrix A wie oben angegeben.

Schritt 2: Berechne det (A) und adj(A) = (1) det A(i|5)

43"
Schritt 3: Finde die grofite Zahl w, so da 22 det (A) teilt. Dies ist das Gewicht des ge-

wichtsminimalen Perfekten Matchings.

Ausgabe: M = {(i, )| det (A(j|1)) - 2@ /22¢ ist ungerade}.

Satz 5.2 Die Menge M aus obigen Algorithmus ist das (minimale gewichtete) gesuchte Per-
fekte Matching von G.

Beweis:  Wir mochten feststellen, ob die Kante (i,j) zum gewichtsminimalen Perfekten
Matching gehort. Dazu betrachten wir alle Permutationen, die diese Kante beinhalten, d.h.
alle 7 mit w(i) = j. Diese Permutationen tragen
D} := 3" sign(m)value(r) = 2“7 det (A(il}))
mm(i)=j

zu det (A) bei. Offensichtlich gilt
det (A) =Y "D} =>" D}
( J

Fiir jeden Knoten 4 ist nur eine Kante (4, j) im Perfekten Matching. Daher miissen alle Per-
mutationen, die diese Kante nicht beinhalten, ein gerades Vielfaches von 22%min zu det (A)
beitragen. Also ist auch DF fiir k # j ein gerades Vielfaches von 2%®min,

Betrachten wir nun D?. Nur ein Summand dieser Summe ist ein ungerades Vielfaches von

22wmin - pimlich gerade die Permutation zum gewichtsminimalen Perfekten Matching. Alle
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anderen Summanden sind wie oben gerade Vielfache von 2“min. Daher ist die Summe ein
ungerades Vielfaches. Die Ausdriicke DZ sind leicht zu berechnen, da adj(A) gegeben ist.

Man beachte bei unserem Algorithmus jedoch den hohen Verbrauch an Zufallsinformation.

Die Anzahl der benutzten Zufallsbits betrigt n?logn.

5.1.2 MAXIMUM-MATCHING

Als n#chstes wollen wir das Problem des Maximum Matchings 16sen, indem wir dieses auf

das Perfekt Matching Problem zurtickfiithren.

Satz 5.3 Mazimum Matching <p KPM

BewEIls: Gegeben sei der Graph G = (V, F). In einem Maximum Matching von G ist die
Anzahl der nicht saturierten Knoten minimal. Daher konstruieren wir zu dem Graphen G die
Graphenfamilie Gy, = (Vi, Fx) mit Gy D G und suchen unter diesen Graphen den minimalen
Graphen, der ein Perfektes Matching besitzt. Dieses Perfekte Matching in G korrespondiert
dann zu einem Maximum Matching in G. Die Konstruktion der Graphen sieht nun wie folgt
aus:

Vk:VU{wl,...,wk}
Ey=EU{(v,w)lveV, 1<i<k}.

Dabei konstruieren wir nur die Graphen i mit gerader Knotenmenge, da sonst kein Perfektes
Matching moglich ist. Wenn G, ein Perfektes Matching besitzt, so besitzen auch alle G; mit
1 > k ein Perfektes Matching. Unter allen diesen Graphen Gy, die ein Perfektes Matching
besitzen (Entscheidungstest), suchen wir mit Hilfe der binéren Suche den kleinsten Graphen .
Zu diesem kleinsten Graphen G} konstruieren wir nun ein Perfektes Matching. Dieses Perfekte
Matching eingeschréinkt auf G ist nun ein Maximum Matching, da die Anzahl der Kanten,

die mit Knoten der Form w; verbunden sind, in GG} kleinstmdglich war. [ ]
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5.1.3 WEIGHTED-PERFECT-MATCHING

Wir wollen in diesem Abschnitt beziiglich polynomiellen Kantengewichten ein minimal (ma-

ximal) gewichtetes perfektes Matching in einem Graphen finden.

Fiir einen gegebenen Graphen G = (V, E') haben wir eine Gewichtsfunktion (WE')
W . FE — IN,
so daB die Bindrdarstellung von W; ; = W ({4, j}) polynomiell in |V ist.

Wir konstruieren ein Gewichtssystem (F, P, W) mit

P = {M|M ist ein perfektes Matching in G}.

Wir unterscheiden 2 Fille:

Fall 1: min(F, P, W) ist eindeutig

In diesem Fall konnen wir wie zuvor dieses eindeutige gewichtsminimale perfekte Matching

konstruieren.

Fall 2: min(£, P, W) ist nicht eindeutig

Wir pertubieren unsere Gewichtsfunktion wie folgt:
Wl —aWi; +b

mit a = 2|F|(n/2) (n = |V|) und fiir alle {7, j} unabhéngig,

b= Wi j; €ER {1, ceey 2|E|}

Lemma 5.2 Sei W(M;) > W(Ms). Dann gilt

WP > W (Ms) +n/2.
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BEwEIs: Sei W(M;) > W(Msz). Dann haben wir
W (M) > W (M) + 1.

Also gilt
2|E|(n/2)W (M) = 2|E|(n/2)W (My) +2|E|(n/2).

=1 —ag

Wir haben

e WP(Mp) > a1 +n/2 und

o WP(Ms) < as +2|E|n/2.

Durch Einsetzen erhalten wir das Lemma. [ ]

Wir definieren nun fiir ein perfektes Matching M € P

D(M) = > 2|E|(n/2)Wi,
{i,jteM

R(M) = Y wi
{i,jteM

Aus dem Isolierungslemma (Lemma 3.2) folgt, daf (mit Wahrscheinlichkeit von mindestens

1/2)
{M|R(M) = min{R(N)|N € P}}| = 1.

Wir unterscheiden 2 Fille:
W(M;y) # W (Ms): Dann erhalten wir mit Lemma 5.2, da W' (My) £ W (M>).
W(Mp) = W(Msz): Dann ist D(M;) = D(M>) und somit

WP (M) = D(My) + R(My) # D(Ms) + R(Ms) = W (Ma).

Also ist min(E, P, W) eindeutig, und wir kénnen wie zuvor unseren K PM-Algorithmus

anwenden.

Wir haben mit dieser Konstruktion folgendes Theorem bewiesen.
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Satz 5.4 MIN-W-KPM € RP.

Wir kénnen analog auch M AX-W-KPM l6sen, indem wir statt Lemma 3.2, die Maximie-

rungsvariante des Isolationslemma (Lemma 3.1)einsetzten.

Satz 5.5 MAX-W-KPM € RP.

5.2 CHINESE-POSTMAN

Im CHINESE-POSTM AN ist es das Ziel, in einem Graph G = (V, F) mit Startknoten
vo € V (“Postoffice”) eine Rundreise zu finden, die in vy startet und endet, jede Kante min-
destens einmal durchliuft und moglichst wenige Kanten benutzt. Man kann auch eine gewich-
tete Version betrachten, in der alle Kanten Gewichte haben und das Gewicht der Rundreise
minimiert werden soll. Es ist eine einfache Aufgabe den hier vorgestellten Algorithmus in

diese Richtung zu erweitern.

Das CHINESFE-POSTM AN steht im engen Zusammenhang zum FEulerkreis Problem in

Multigraphen.

Definition 5.6 Fin Multigraph ist ein Graph in dem eine Kante mehrfach auftauchen darf
(Multikanten,).

Definition 5.7 Sei G = (V, E) ein Multigraph. Ein Pfad P heifst Eulerpfad, wenn er jede
Kante genau einmal durchlduft. P heifit Fulerkreis, wenn der Startknoten gleich dem FEnd-
knoten ist.

Folgende grundlegenden Kigenschaften sind sehr einfach zu beweisen:

Lemma 5.3 Sei ein ungerichter, zusammenhdingender Multigraph G = (V, E) gegeben.
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o (G hat genau dann einen FEulerkreis, wenn der Grad von jedem Knotlen gerade ist.

o (G besilzt genau dann einen Fulerkreis, wenn die Kantenmenge in Kreise zerlegt werden

kann.

e (& habe 2k Knoten von ungeradem Grad. Fir genau k € {0,1} hat G einen Eulerpfad.

Aus diesem Lemma kann man leicht lineare Algorithmen zur Konstruktion von FEulerwegen

und Eulerkreisen ableiten.

Das CHINESE-POSTM AN ist also das Problem, den Graphen so preiswert wie moglich

zu erweitern, so dafl der resultierende Multigraph einen Fulerkreis enthélt.

Eingabe: Ein Graph G = (V, F).

Schritt 1: Es sei U die Menge der Knoten mit ungeraden Grad (|U]| = 2m). Bestimme fiir

alle w,v € U die Lange W, , des kiirzesten Pfades zwischen % und v.

Schritt 2: Sei G/ der vollstéindige Graph auf U mit Gewichtung W. Bestimme M IN-W-KPM
M in G'.

Schritt 3: Addiere kiirzesten Wege von u nach v, fur alle {u,v} € M, zu G.
Satz 5.6 CHINESE-POSTMAN € RP
Beweis: Es geniigt die Korrektheit des Algorithmus zu zeigen. M ist das gewichtsminima-

le perfekte Matching in G’. Also ist die Erweiterung, so dafl alle Grade des resultierenden

Graphen gerade sind, auch minimal. Mit obigen Lemma folgt die Behauptung. [

5.3 CYCLE-COVER

Wir wollen in einem gerichteten Graphen G = (V, E) (£ C V x V') eine Familie von gerichteten

Kreisen finden, so dafl jeder Knoten von genau einem Kreis dieser Familie tiberdeckt wird und



KAPITEL 5. DIE ANWENDUNG VON TESTALGORITHMEN 71

die Summe der Gewichte minimiert wird.

Fir e € £ mit e = (vy, v2) definieren wir m1(e) := vy und ma(e) := va. Ein Zyklus (oder Kreis)

in G ist eine Folge von Kanten (eq, ..., ex), so dafl

eiiej fUI"L#l%
L4 7T2(€1) :7T1(€2)7
] 7T2(€Z') = 7T1(€Z'+1) fir 1 <1i <k,

[ 7T2(€k) — 7T1(€1).

Die Gesamtmenge von Zyklen in G wird mit C'(G) bezeichnet.

Sei nun G = (V,E) (E CV x V) und WE W : E — IN gegeben. Fiir C' € C(G) definieren
wir

WEe) = Y Wie)

e, €C
Wir nennen zwei Kreise C1, Cs disjunkt (C7NCy = (§), wenn sie keinen gemeinsamen Knoten

haben.

Wir kénnen nun CYCLE-COV ER formal definieren. Eingabe ist ein gerichteter Graph G =
(V,E) (E CV x V) und eine WE W : E — IN mit polynomiellen Gewichten. Ausgabe ist
eine Familie § C C(G) (falls es eine gibt), so dafl C;NC; =0 fir i # j, Uges V(C) =V und
W(S) = > W(0)
ces

minimal ist. § wird CYCLE-COV ER von G genannt.

Satz 5.7 CYCLE-COVER € RP

BeEwEkis: Wir zeigen dies durch Reduktion auf MIN-W-KPM. Wir konstruieren aus G
einen bipartiten Graphen G' = (V4 U Vo, E'), mit V1N Vo = § und V4] = |V2], so dafl
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e Vi ={COPYi(v)|ve V},

e Vo ={COPY5(v)|lve V} und

o {COPY (v),COPYy(w)} € B < (v,w) € E.
"COPY” bedeutet: Jeder Knoten v € V wird in zwei Kopien "COPY1(v)” und "COPYs(v)”
aufgespalten. Ein perfektes Matching M in G’ induziert uns Teilmengen von E mit Ein- und

Ausgangsgrad 1 - also Kreise in G. Aufgrund der Minimalitét folgt die Behauptung. [

54 SHORTEST-SUPERSTRING

In diesem Abschnitt betrachten wir das im Bereich der DN A-Analyse wichtige Shortest-
Superstring Problem. Es hat viele Anwendungen in der molekularen Bioinformatik. Eingabe
ist eine endliche Menge von Strings S C >* {iber einem endlichen Alphabet Y. Ausgabe,
soll ein kiirzester String g € ¥* sein, so dafi jeder String s € S ein Unterstring von ¢ (in
Zeichen s C q) ist. Das Problem ist N P-hart [GJ79]. Wir werden in diesem Abschnitt einen
Approximationsalgorithmus mit einem konstanten A.R. konstruieren. Es gibt wahrscheinlich
kein PT AS fiir dieses Problem, da Blum et al. [BJL 91| gezeigt haben, dal es MAX — SN P-
hart ist.

Satz 5.8 ([BIJL+91]) SHORTEST-SUPERSTRING ist MAX — SN P-hart.

5.4.1 Elementare Superstring Theorie

Sei 3 ein Alphabet. Fiir eine Zeichenkette v € * definieren wir mit |v| die Linge von wv.

A € 3* bezeichnet das leere Wort und hat die Lange Null. Ferner sei 31 := ¥*\ {A}.

Sei nun x = wvw € ¥*. u, v, w werden als Faktoren von x bezeichnet.

e 1 ist das Préfix von z,



KAPITEL 5. DIE ANWENDUNG VON TESTALGORITHMEN 73

e  ist das Suffix von x.

Definition 5.8 (OVERLAP) Seis,t € ¥*.
OVERLAP(s,t) = lingstes Prifix von t, das auch Suffiz von s ist.
Sei dazu s = uwv und t = vw und v = OV ERLAP(s,t). Wie definieren
d(s,t) = DIST(s,t) = |ul.

Wir sagen weiterhin

PREF(s,t) = u.

Also gilt
d(s,t) = |PREF(s,t)|.
Betrachte nun den String wvw = PRFEF'(s,t)t. Die Lange ist dann
luvw| = d(s,t) + |t| = |s| + |t| — |OVERLAP(s,1)].
PREF(s,t) ist somit der kiirzeste Superstring von s und ¢, in dem s vor ¢ auftaucht.

Zur Einfachheit verwenden wir im Anschluf§ die folgende Notation. Sei S = {si, ..., Sm}.
Fir s;,s; € Sist PREF(i,j) = PREF(s;,8;), OVERLAP(i,j) = OVERLAP(s;, ;) und
d(i, j) = [PREF(, j)]-

Definition 5.9 Seis; ,...,s;, € S. Wir bezeichnen mit
[81'1, ceey Sik]
den Superstring

PREF(’Ll, ’LQ), PREF(’LQ, 13), ceey PREF(Zk_l, ’Lk)szk

Wir werden nun SHORT EST-SUPERSTRING in Zusammenhang mit CYCLE-COVER

bringen.
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Definition 5.10 G'g = (5, E) ist der vollstandige gerichiete Graph auf der Knotenmenge S,
dh. E=S x 8.

Definition 5.11 Sei C' =1y — ... — 1, — i1 ein gerichieter Kreis in Gs. Wir bezeichnen mit
PERIODS(C) die Menge der Superstrings, die durch kreisweises Konkatenieren der Prifize
entstehen (sogenannte Rotation). Der Index [k] gibt an, daf8 die Rotation mit PREF(k, k+1)
beginnt. Mit CARD(B) bezeichnen wir die Grdfie der Menge B.

Sei im Folgenden €' =141 — ... — 1, — 11 ein gerichteter Kreis in Gg.

Behauptung 5.1 Jeder String s;; in C ist ein Unterstring von sk, fiir alle s € PERIODS(C)

und hinreichend grofles k.

Bewgris: Uber Induktion zeigt man, daB fiir jedes [ > 0 §i; ein Préfix von

PREF(ij,ij1)...PREF(ij1_1,i11)

Sijn
ist. Jeweils r aufeinanderfolgende Préfixe bilden eine Umrundung in dem Kreis, d.h. einen

String in PERIODS(C). Also ist jeder Unterstring von s;;, der Lange W(C') in PERIODS(C).
Somit definieren wir k > [s;,[/W(C) + 1. ]

Folgende Behauptung ist durch die Betrachtung der unendlichen Wiederholung von s leicht

zu beweisen:

Behauptung 5.2 Sei paarweise keiner der Strings {si,...,sm} Unterstring eines anderen
und sei s € PERIODS(C). Wenn jeder dieser Strings ein Unterstring von s* (fir hinrei-

chend grofles k) ist, dann existiert ein Kreis mit Gewicht s, der alle diese Strings enthdlt.
Behauptung 5.3 Der Superstring [siy, ..., Si._,| ist ein Unterstring von PERIODS(C)|ig)si, -

Beweis: Der String [s;,, ..., S;,_,] ist sicher ein Unterstring von [s;q, ..., 8i,_,, Si|. Dieser ist

per Definition gleich PRFE F'(ig,i1)... PREF (i,—1,10)8:, = PERIODS(C)lio]si,- ]
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Behauptung 5.4 FEs existiert ein Kreis C mit Gewicht CARD(PERIODS(C)), der alle

Knoten von C enthdlt.

BeEweEls: Fixiere ein s € PERIODS(C) und sei u der kiirzeste nichtleere Priifix von s, so
daB s = wv = vu. Dann teilt & = |U], W(C) und s = «/ mit j = W(C)/k. Es ist leicht
zu sehen, dal CARD(PERIODS(C)) = k. Durch Anwendung von Behauptung 5.2 erhalten

wir die Behauptung. n

Lemma 5.4 Sei S eine Lisung von CYCLE-COVER in Gg = (S, E) mit WE W =d :
E — IN. Seien C,C' € S und s € C, s € C'. Dann gilt

IOVERLAP(s,s')| < W(C) + W(C")

BeEweEls: Sei @ = PERIODS(C) und 2/ = PERIODS(C'"). Es gilt, dafi # # 2/, da S
eine Losung von CYCLE-COVER in Gs = (S, E) mit WE W = d : E — IN ist. Durch
Behauptung 5.4 wissen wir, da CARD(x) = W(C) und CARD(2') = W(C").

Nehmen wir nun an, da der Overlap von s und ' ein String u ist, mit |u| > W(C) + W (C").

Wir unterscheiden dazu 2 Fille:

W(C) = W(C"): Dann haben s und s’ einen Unterstring y mit |y| = W(C) = W(C") gemein-
sam. Aus Behauptung 5.1 folgt dann & = PERIODS(y) = ', was ein Widerspruch zur

Minimalitat von S ist.

W(C) # W(C"): O.B.d.A. W(C) > W(C"). Sei u; ; der Unterstring von u der mit dem i-ten
Symbol beginnt und dem j-ten Symbol endet. Dann haben wir
UW,w(e) — Ww(Cn),W(C)+Ww(cr) — U1, w(CHU14W (e, W (C)

Das zeigt, dali PERIODS(C) weniger als W(C') Rotationen beinhaltet, was durch
Behauptung 5.4 zu einem Widerspruch fiithrt.
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[
Lemma 5.5 Sei C; € C(G) ein Zyklus von Gg mit WE W =d,
Ci—=i — ... = 1, — 7.
Dann gilt
[[Si1s - 8] | < W(CH) + [siy .
Beweis: Einfache Anwendung von Behauptung 5.3. [ |

5.4.2 Ein Approximationsalgorithmus mit A.R. 4
Eingabe: {si1,...,8,} =5 C ¥*.
Schritt 1: Konstruiere Gg = (V, E) mit W =d : £ — IV.

Schritt 2: Wende Cycle-Cover-Algorithmus auf Gg und W an. Sei dabei § = {C4,...,Ck}
die Ausgabe.

Schritt 3: Fiir alle Kreise i1 — ... — i, — i3 = C; € 8, konstruiere 5; = [si, ..., 8]

Ausgabe: g = 5152...5;.

Satz 5.9 Der obige Algorithmus ist ein polynomieller Approximationsalgorithmus fiir

SHORTEST-SUPERSTRING mit einem A.R. von 4.

BewEIis: Sei OPT(S) die Linge des kiirzesten Superstrings ¢ und & = {C1, ..., Cx} wie in
Schritt 2 definiert. Wir definieren W; = W(C;) und [; max,ey (¢;) |s|- Aus Lemma 5.4 folgt, daB
der Gesamtoverlap hochstens 2 325 | W; ist. Also hat der String eine Liinge von mindestens

f;l l; — 2W;. Somit folgt, dafl

k k
OPT(S) > max{)_ W;,> I; —2W;}.
=1 =1
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Aus Lemma 5.5 folgt, dafi der Ausgabestring ¢ eine Liinge

k
gl <> (i + W)

i=1
hat. Also erhalten wir folgende Schranke:
k
gl < D L+ W)

i=1

k k

= > (i —2Wi) + > 3W;
i=1 i=1

< OPT(S) + 30PT(S)

— 40PT(S)

5.5 MAX-FLOW

Als néchstes wollen wir das Max-Flow Problem mit unér dargestellten polynomiell beschréank-

ten Gewichten auf Perfect Matching reduzieren. Dazu zunéchst einige Definitionen.

Definition 5.12 Transport-Netzwerk
FEin Transport-Netzwerk ist eine endlicher gerichteter Graph T = (V, E,s,t) mit s € V als
Quelle (source) und t € V als Senke (sink). Der Fingangsgrad von s und der Ausgangsgrad

von t seien ohne Finschrinkung 0. Fin Fluf von T ist eine Funktion f: F — IN, so daf

Yo e V\ {s,t} Zf(u,v) = Zf(v,u),

d.h. fiir alle Knoten gilt das Kirchhoff sche Gesetz.

Definition 5.13 Transport-Netzwerk mit Kapazititen
Fin Transport-Netzwerk mit Kapazititen (TNC) ist ein Tupel

C - (V7 E? 87 t? C)?
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wobei (V, E, s,t) ein Transport-Netzwerk und ¢ : E — IN eine Kapazitdtsfunktion sind. Ein

Flup in einem TNC ist ein Fluf in einem Transport-Netzwerk (V, E, s,t), fir den zusdtzlich
0< f(u,v) < e(u,v)
gilt. Der Wert eines solchen Flufles ist dann

v(e, f) = Zf(s,v).

Definition 5.14 Maz-Flow Problem

Gesucht ist f mit v(e, f) = maxgp v(c, f').

Insbesondere werden wir nun das 0-1 Max-Flow Problem betrachten, in der jede Kante die

Kapazitéit 1 oder 0 hat. (Im Falle der Kapazitét 0 kann die Kante auch weggelassen werden.)
Satz 5.10 0-1 Maz-Flow <p KPM.

BeEweis: Sei €' das Transport-Netzwerk. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 5.3 vor. Ein
System kantendisjunkter Wege von s nach ¢ induziert einen 0-1 Flufl in C', da jeder dieser
Wege zum maximalen Flu beitrégt. Die Anzahl dieser maximalen kantendisjunkten Wege
und damit auch der Wert fiir den Max-Flow kann durch m = |E| abgeschétzt werden. Wir

konstruieren jetzt eine Familie ungerichteter Hilfsgraphen {Hy} wie folgt:

V(Hg) ={s1,...,s6U{(e,1)|lec E}U{(e,2)le€ E}U{t1,..., 1k}

E(Hp) = {(si(e,1)))|Fvmit e = (s,v) und alle 1 <i <k}

U{((e, 1), (e,2))le € E}U{((e, 1), (f,2))len | # 0}
U{((e,2),%;)|Fv mit e = (v, ) und alle 1 <14 < k}.

Aus einem Perfekten Matching in Hi kdnnen wir nun ein maximales System von s-t Wegen

wie folgt konstruieren
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In dem Perfekten Matching von Hjy wird jeder Knoten der Form s; mit einem Knoten (e, 1)
verbunden. Daher kann der zugehorige Zwillingsknoten (e, 2) nicht mit (e, 1), sondern nur mit
einem Knoten (f, 1) verbunden sein. Dabei sind die Kanten e und f in C' adjazent, d.h. sie ha-
ben einen gemeinsamen Knoten. Mit (f, 1) fahren wir jetzt fort, bis der letzte Zwillingsknoten
mit ¢; verbunden ist. Auf diese Weise ordnen wir jedem s; einen Pfad s;, (e, 1), (f,1),...,¢; in
C zu. Aufgrund der Matching-Figenschaft sind alle diese Pfade disjunkt. Das Perfekte Mat-
ching in Hj induziert also ein k-Wegesystem in C. Daher testen wir parallel jeden Graphen

Hy, auf die Existenz eines Perfekten Matchings.

Nun brauchen wir mittels bindrer Suche nur noch den gréofiten Graphen zu suchen, der ein
Perfektes Matching besitzt, ein Perfektes Matching zu konstruieren und dann den entspre-

chenden Max-Flow auszugeben. [

Als Korollar ergibt sich

Korollar 5.2 Unary Maz-Flow <p KPM.

BEwEIs: Man betrachte den Multigraphen G’, der dadurch entsteht, dafi eine Kante mit

Kapazitdt & in G durch k& Kanten mit Kapazitét 1 ersetzt wird. [ |

5.6 Ein Approximationsalgorithmus mit A.R. 1.5 fiir das ATSP

Wir betrachten in diesem Abschnitt das 7S P mit Dreiecksungleichung. In Kapitel 1.3 haben
wir schon einen Algorithmus mit A.R. 2 fiir dieses Problem vorgestellt. Diesen A.R. werden

wir nun mit Matching-Techniken auf 1.5 verbessern.

Sei im folgenden fiir einen Graph G = (V, E)und X CV und Y C Pa(V),

o G|X|=(X,FEn Py(X)) der von X induzierte Untergraph von G und

e GUY = (V,EUY) der um Y erweiterte Multigraph von G.
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Nehmen wir an wir haben einen FKulergraph G und 7 ist eine FEulerreise in G. Wir kénnen
nun aus diesem Iulerkreis einen Hamiltonkreis # konstruieren, indem wir 7 folgen und die

Orte tiberspringen, die wir schon besucht haben. Wir bezeichnen mit
7 =SCM(T)

die so entstandene Hamilton-Tour. Wenn wir Kantengewichte haben, folgt durch die Drei-
ecksungleichung trivialerweise

Wi(r) < W(r).

Eine solche Reise konnen wir leicht in O(|E|) Zeit konstruieren.

Lemma 5.6 Sei G = (V, E) ein Graph. Dann ist die Zahl
|{v € V| deg(v) in G ist ungerade }|

gerade.

BEwEIs: Wir haben

Z deg(v) = 2|F)|.
veEV
Also ist
Z deg(v) + Z deg(v)
v€V:deg(v)ist ungerade v€V:deg(v)ist gerade
eine gerade Zahl. ]

Nun kénnen wir unseren Approximationsalgorithmus présentieren:

Input: Eine Instanz (G, W) vom metrischen T'SP.
Schritt 1: Berechne den M ST von (G, W) mit Ergebnis T' = (U, C).
Schritt 2: Sei X die Menge der Knoten mit ungraden Grad in 7.

Schritt 3: Berechne MIN-W-KPM M in T[X].
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Schritt 4: Konstruiere G’ = T U M. (Beachte, daB G’ ein Eulergraph ist (Lemma 5.6).
Schritt 5: Berechne Eulerkreis 7 in G'.

Schritt 6: Konstruiere T'SP-Tour m# = SCM (7).

Satz 5.11 Der Algorithmus ist ein polynomieller Approximationsalgorithmus fir das metri-
sche TSP mit einem A.R. von 1.5.
Bewegis: Die Laufzeit ist klar. Fiir die Kosten von 7 gilt:
W(r) < W(G') = W(T) + W(M)
Sei m* eine optimale Rundreise. s gilt
W(T) < W(r*).
Seien M7 und My zwei verschiedene PM s in T[X]. Durch die Dreiecksungleichung folgt
W(r*) > W(My) + W(Ms).
Also gilt fuir das minimal gewichtete PM M,
W(r*) > 2W (M) = W (M) < 1/2W(x™).

Insgesamt gilt also

W(r) < W(r*) + 1/2W (5*) = 3/2W ().



Kapitel 6

Ein PTAS fiir dichte NP-harte

Probleme

Bisher haben wir immer nur den Worstcase von Berechnungproblemen betrachtet. Das heifit,
wir sind davon ausgegegangen, dafl man Instanzen erhilt, die besonders schwer zu l6sen sind.
In diesem Kapitel wollen wir nur dichte Instanzen von Berechnungsproblemen betrachten, die

h#ufig einfacher zu 16sen sind.

Ein Graph G auf n Knoten ist zum Beispiel dicht, wenn der Knotengrad aller Knoten (n) ist.
Es gibt eine Vielzahl von Problemen, die auf dichten Graphen leichter zu l6sen sind, als bei
allgemeinen Graphen als Fingabe. Bei einem Knotengrad von mindestens n/2 kann man zum
Beispiel hamiltonische Kreise finden oder approximativ die Anzahl der maximum Matchings
bestimmen. Beide Probleme sind im allgemeinen Fall N P- bzw. # P-hart. . Dahlhaus, P.
Hajnal und M. Karpinski fanden sogar 1993 fiir n/2-dichte Graphen einen parallelen Algo-
rithmus, der mit O(n) Prozessoren in O(log* n) Tiefe auf einer C REW-PRAM hamiltonische
Kreise findet [DHK93]. Zur Definition von PRAM S siehe auch das Vorlesungsskript Effizien-
te Algorithmen und Komplexititstheorie (Algebraische Interpolations- und Zdihlalgorithmen)
von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Werther) [K91] .

82
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6.1 FEin PTAS fir dichte Instanzen von M AX-CUT

In Kapitel 1.3 haben wir den Begriff PT AS eingefiihrt. Fiir MAX-CUT existiert zum Bei-
spiel ein PT AS, wenn wir die Menge der Eingaben auf dichte Graphen beschranken, d.h. auf
Graphen mit Minimalgrad 2(n). Wir nennen dieses Problem DENSFE-MAX-CUT. Spéter
werden wir das Verfahren auf Graphen verallgemeinern, die einen Durchschnittsgrad von Q(n)

haben.

Satz 6.1 ([AKK95]) Es existiert ein PTAS fir DENSE-MAX-CUT.

BeEweEls: (Hauptidee)

Wenn wir eine Aufteilung von V' in V7 und V5 haben, so dafi die Anzahl der Kanten von V3
nach Vo maximal ist, kénnen wir folgende Beobachtung machen: Sei v ein beliebiger Knoten
in V. Die Majoritét der Nachbarn von v liegen in Vo. Wenn dies nicht der Fall wére, konnten
wir v aus Vj entfernen und in Vs einftigen. Dieses ergib einen grofieren Schnitt, was ein

Widerspruch zur Optimalitit wire.

Der Algorithmus hat im wesentlichen zwei Schritte:

Schritt 1: Wihle zufiillig gleichverteilt und unabhiingig O(logn) Knoten aus, die eine Menge
S bilden. Man kann zeigen, dal mit hoher Wahrscheinlichkeit jeder Knoten in V' einen
Nachbarn in S hat.

Schritt 2: Fiir jede der 200987 Partitionierungen der Menge S konstruiere eine Partitionie-
rung der Gesamtknotenmenge wie folgt und wihle die beste aus:

Ordne jeden Knoten der Seite zu, die entgegengesetzt zu der Seite liegt, in der die

Majoritat der Nachbarn in S ist.

Man kann nun zeigen, dafl der beste so erzeugte Schnitt sehr nahe am optimalen Schnitt liegt.



KAPITEL 6. EIN PTAS FUR DICHTE NP-HARTE PROBLEME 84

Der skizzierte Algorithmus ist die kombinatorische Ubersetzung des Approximationsschemas
von Arora, Karger und Karpinski [AKK95|. Man kann das M AX-CUT Problem aber auch

wie folgt als quadratisches ganzzahliges Optimierungsproblem beschreiben:

Wir ordnen jedem Knoten i € V' eine Variable z; zu, die die Werte 0 und 1 annehmen kann.
x; = 0 heift, daB der Knoten in der Partitionierung links liegt, und x; = 1, daBl er rechts liegt.
Eine 0/1 Belegung des entsprechenden Vektors gibt uns also eine Partitionierung. Folgendes
Polynom gibt uns die Anzahl der Kanten zwischen den Partitionen an: Fiir x € {0, 1}™ sei

Po(r) =1/2 Y (@il —a;) +2;(1 —27))
{i,j}eE

—DPi,j

Es gilt, daf p; ; = 1 genau dann, wenn x; # z; ist, also ¢ und j auf verschiedenen Seiten

liegen. Also erhalten wir den Summanden 1 fiir jede Kante, die zum Schnitt beitrigt.

Nun stellt sich das Problem FPs zu maximieren, was natiirlich N P-hart ist. Pg hat jedoch
eine besondere Form, es ist ein SMOOTH INTEGER PROGRAM [AKK95]. Fiir solche Pro-
gramme haben Arora, Karger und Karpinski Approximationsschemata konstruiert. Diese Ap-

proximationsschemata werden wir im niichsten Abschnitt betrachten.

Fiir weite Approximationsalgorithmen auf N P-harten dichten Instanzen siehe auch [K97] und

[KR98|, [KZ97b|, [KZ98], [KWZ97].

6.2 Ein PTAS ftir SMOOTH INTEGER PROGRAMS

Kernpunkt des PTAS [AKKO95]| ist die Idee des exhaustiv sampling: Wir wihlen eine klei-
ne Teilmenge der Losungsmenge (randomisiert) aus und probieren dort alle verschiedenen
Losungen. Danach wird die beste Losung zu einer Gesamtlosung erweitert. Es wird gezeigt,

dafl wir somit eine Gesamtldsung erhalten, die beliebig nahe am Optimum liegt.

Im Detail entwickeln wir ein PTAS fiir ein allgemeines ganzzahliges numerisches Programm,

auf das eine Vielzahl von kombinatorischen Optimierungsproblemen reduziert werden kdnnen:
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Definition 6.1 (smooth degree-d integer program)

FEin smooth degree-d integer program ( kurz SD-d-IP) ist durch folgendes Optimierungspro-
blem definiert:

max p(x1, ..., Tn)

st.x; €{0,1} i=1,...,n

mit p einem Polynom in x1, ..., T,, Grad deg(p) < d und der Figenschaft, daf jedes Monom

vom Grade i einen Koeffizienten aus O(n?~?) hat. (Der Minimierungsfall ist analog definiert.)

Mit Lemma 3.9 und Lemma 3.10 an der Hand werden wir nun in den folgenden 2 S&tzen zei-
gen, daff Approximationsschemata fiir smooth degree-d integer programs existieren. Zunichst

zeigen wir das fiir den Fall d = 2 und verallgemeinern das Resultat auf beliebiges d € O(1).

Satz 6.2 ([AKK95]) Angenommen, es gibt eine 0 — 1-Ldsung fiir das ganzzahlige quadrati-
sche Programm

rAr bz >c xe{0,1}"
mit A € O(1)"™" b e O(n)", ¢ € O(1). Dann konnen wir fir alle e > 0 in Zeit nC1/<) (mit
beschrinkter Fehlerwahrscheinlichkeit) eine 0 — 1-Ldsung x finden, fiir die

2t Ax +vtr > c—en®

gilt.

Bewegis: Die Idee ist, das quadratische Programm auf ein relaxiertes lineares Programm zu
reduzieren und dann mit der Raghavan-Thompson Technik aus der relaxierten Losung eine
gute 0-1-Losung zu konstruieren. Die Reduktion wird eine Laufzeit von n®(/ <) haben, was
fiir hinreichend kleine ¢ die Laufzeit des LP-Solvers (vgl. Abschnitt 8.1) majorisiert. Es ist

klar, daB8 das Ergebnis nur im Fall ¢ > en? Sinn macht. Der andere Fall ist trivial.
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Sei nun z* eine L&sung unseres 0-1-quadratischen Programms. Wir kénnen es wie folgt um-

formulieren, indem wir r» = (r;) durch
r; = Z ra5i + b;
J
definieren, r* := r(z*) setzen und obiges Programm durch

2P AL = ()t
(r*)iz > ¢

x € {0,1}"
ausdriicken.

Nehmen wir nun an, daf§ wir eine Ndherung r an r* konstruieren kdnnen, so da8 |r¥ —r;| < en

fiir alle 4. Wir definieren nun ein leicht modifiziertes lineares Programm:

maxriz
AL b<r+en
PAFO>r—en

0<z <1

(Die Ungleichungen und arithmetischen Operationen auf den Vektoren verstehen sich kom-

ponentenweise.)
Das Programm ist 16sbar, denn x* ist eine zuléssige Ldsung mit
rla* = (r)la* — (r* —r)la* > c—en®
Wir 16sen obiges Programm mit linearer Programmierung, und erhalten dann eine gebrochen-

rationale Losung « und runden diese mit Hilfe von Lemma 3.10 zu einem 0 — 1-Vektor y. Nach

Lemma 3.10 erhalten wir y;, so da§ 'y > rtz — O(ny/nlogn).
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Sei § = xtA + b' — rt. Nach Definition unseres linearen Programms ist dann |§;] < en. Weil y

ein 0 — 1-Vektor ist, ist dann |§y| < en?. Beachte, daf rfz > riz*.

Yy Ay +by = (YA+b)y

= WA+b—("A+b)y+ by + rty
— —

=0(n%/2,/logn) >—en? >(c—en?2—0(n3/2/logn))
> ¢—(2¢+ o(1))n?

Mit folgender Methode kinnen wir in n2/<") eine Menge mit n®/<") maglichen r konstru-

ieren, von denen eines mit Wahrscheinlichkeit 1/2 die gewiinschten Eigenschaften hat.

Wihle zufillig und unabhiingig voneinander k = O((logn)/¢?) Indizes aus, die eine Multimen-
ge S bilden. Die Menge der Samples wird nun gebildet, indem wir den durch S bestimmten
Positionen alle verschieden 0 — 1-Kombinationen zuweisen und die N&herungen r an »* durch
r; = b; + % Z 8;Q;i
j€S
bestimmen (s; ist der der entsprechenden Position zugewiesende Wert). Beachte, dafl jeder

Koeffizient konstant ist.

Da wir alle m&glichen Kombinationen ausprobieren, haben wir sicher auch ein Sample, bei
dem s; = a7 fur alle j € S gilt. Nennen wir dieses Sample 7. Anwendung des Sampling-
Lemmas 3.9 ergibt, daB fiir jedes ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1 — 5=, 7; € [r} — en, 7} + en) gilt.

D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1/2 sind alle 7; € [rf —en, r} + en].
Mit dhnlichen Methoden kénnen wir nun induktiv ein smooth degree-d integer program auf
ein smooth degree-(d — 1) integer program (im approximativen Sinn) reduzieren:

Satz 6.3 ([AKK95]) Sei OPT der Mazimalwert eines smooth degree-d integer program p.

Dann existiert fir alle e > 0 ein Algorithmus mit Laufzeit no(1/62)7 der eine 0 — 1-Losung x
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produziert, so dafs

p(1y ey ) > OPT —end

gilt. (Fiir Minimierungsprobleme gilt das Analoge.)

Beweis: Via Induktion tiber den Grad. Der Fall d = 2 ist mit Satz 6.3 bewiesen. Sei nun
p(x1, ..., Z Z k(m)m(xy, ..., Tn)

i=1meM(:
mit M (i) die Menge der Monome mit Grad ¢ von p. Nach der Definition von smooth degree-d
integer Programmen ist k(m) € O(n?™%), wenn m € M(4).

q(.ﬁBl,..., Z ]C [Bl,..., n)
méeM(d)

ist das Teilpolynom von p, das nur aus den Monomen vom Grad d besteht. Sei wieder z* die

Stelle, fiir die p sein Optimum annimmt und r* := g(a™).
Wir wollen nun in n°/<*) eine Approximation r an r* ereichen, so daf |r — r*| < end.

Sei dazu n’ := |M(d)| < () < nd. Wahle unabhéngig und gleichverteilt voneinander k =
O(IOS’Q"/) = O(loe%") Monome aus M(d) aus, die eine Menge M bilden. Sei X (M) die Menge
der Variablen, die in M vorkommen. Weil der Grad der Monome aus M (d) d ist, ist | X (M)] <
diM| = O(legn).

Wir berechnen wie beim Beweis von Satz 6.2 n0(1/¢*) Samples r, indem wir die Elemente von
X (M) mit allen moglichen O—l—Belegungen belegen und

Zk

mGM

setzen. Betrachte nun die Belegung, die durch Einsetzung von z* entstehen wiirde, d. h.
x, =z Yie X(M)

Sei dazu 7 das entsprechende Sample. Mit Lemma 3.9 folgt nun, daf

T o€ [q(@®) —en, q(a®) +en]

C [’I”* _ end,r* T end]
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mit Wahrscheinlichkeit > 1 — % >1-— %

Sei nun p = %Z?;ll omem(iy k(m)m(z| X*(M)) das smooth degree-(d — 1) Polynom, das
durch Entfernen der Grad-d-Monome und Festsetzen der Variablen in X (M) auf die Werte

von z* entsteht.

0(1/e?)

Bestimme nun nach L.V. in n eine Losung Z von

maxp(z) x€{0,1}",
so daB
d—1

pa) > maxp(e) - e’

Es gilt dann

d

&=
V

np(z) + 7 np(z) +r* —en

Y

np(x*) + " —2end.
—_——

=p(z*)

Man kann das Verfahren mit Standardmethoden derandomisieren, indem lediglich seine ran-

domisierten Komponenten deterministisch simuliert werden:

Random Sampling Wir konstruieren einen Constant-Degree-Expander mit n Knoten und
benutzen die Knoten, die auf einem Random-Walk der Linge O((logn)/e?) besucht

worden sind. Die Anzahl der méglichen Wege ist n@(1/<).

Randomized Rounding Mittels der Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Es gilt zu beachten, daB man durch Densifizierung nicht immer bessere Algorithmen erhélt

(Zum Beispiel beim T'SP und auch bei Longest Path Problemen [FK98]).



Kapitel 7

Approximationsalgorithmen fiir

MAX-SAT und MAX-LIN

Wir werden in diesem Kapitel ein hiufig benutztes Hilfsmittel in der Konstruktion von Ap-
proximationsalgorithmen kennenlernen. Mit einem randomisierten Algorithmus konstruieren
wir fiir eine Instanz von MAX-SAT (und MAX-LIN, s. Anhang A.1) eine Belegung, die
mit hoher Wahrscheinlichkeit viele der Klauseln (Gleichungen) erfiillt. Danach zeigen wir, wie
man diese randomisierte Methode derandomisieren kann und somit einen deterministischen

Algorithmus mit der gleichen Glitegarantie erhélt.

Sei f eine Formel in konjunktiver Normalform
f=ciAhcaN. Aoy
MAX-SAT(f) ist definiert als
MAX-SAT(f) = max |{i|c;(x) =1},
z€{0,1}»
und M AX-SAT ist das Problem fiir eine gegebene Formel f, ein s € {0, 1}™ zu konstruieren,
so dal MAX-SAT(f) = {i|ci(s) = 1}].

Wir beweisen folgenden Satz.

90
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Satz 7.1 Fir das MAX-SAT Problem ezistiert ein polynomieller Approximationsalgorith-
mus mit Approzimationsgiite 1/(1 —27%) (k ist dabei die Anzahl der Literale pro Klausel).

BEwEIs: Seien C' = {cy, ..., ¢} die Klauseln von M AX-SAT. O.B.d.A sind alle Klauseln
erfiillbar. Wir werden zunéchst ein randomisiertes Verfahren beschreiben , welches wir spéter

derandomisieren.

Nehmen wir an, wir héitten eine zufillige Belegung der Variablen z1, ..., 2,, mit Wahrheitswer-
ten. Fur ¢; sei p(c;) die Wahrscheinlichkeit, dafi ¢; von dieser Belegung erfiillt wird. Da f,,
nur von k Variablen abhéngt und es h&chstens eine nicht erfiillende Belegung gibt, ist

n—k

o = (- 27F).

plei) 21—

Die erwartete Anzahl p(f) der erfiillten Klauseln ist
p(f) =D pler) = m(l—275).
i=1
Wir haben somit einen randomisierten Algorithmus fir M AX-SAT mit Glitegarantie (1 —

27%), weil nie mehr als m Klauseln gleichzeitig erfiillt werden kénnen.

Wir derandomisieren ihn mit der folgenden Greedymethode: Weise x; den Wert ¢ zu, der
die meisten Klauseln erftillt. Bezeichne die resultierende Funktion als flx; = ¢]. Fahre mit

Ta, 3, ... fort, bis alle Variablen belegt sind. Die Giitegarantie bleibt bei (1 —27%):

Sei p(flx1 = t1, ..., x; = t;]) die erwartete Anzahl der erfiillten Funktionen mit festen 1, ..., x;
und freien 2441, ..., Zn. Aus der Definition des Erwartungswertes folgt,

1

p(f) = 5(fler = 1)) +p(flzs = 0).

Bei der obigen Wahl von z; folgt dann

p(flzr = t1]) = p(f).

Das gleiche Argument gilt dann fiir die Wahl von s, .... Der Erwartungswert wird also nie

kleiner. Schlieflich gilt

p(fler =i, ooy 0 = ta]) = p(f) 2 m(l —275).
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Der Algorithmus ist leicht in polynomieller Zeit implementierbar. |

Wir haben also folgenden deterministischen Approximationsalgorithmus fiir das M AX-3SAT
Problem (alle Klauseln haben die Liénge 3) mit einem A.R. von 8/7.

Eingabe: Eine KNF f =c¢y Aca A ... A ¢, mit Klauseln der Linge 3.

¢:=f; B:=A (empty string);

Fori—=1tondo

o ¢:= ¢lz; = 1| for p(¢[zi = 1]) > p(¢);
o 5:= 0t

Ausgabe:

Wir konnen M AX-SAT aber leider nicht beliebig genau approximieren, wie wir in Kapitel
10 sehen werden. Hastad [H97a| hat vor kurzem gezeigt ([H97a], Theorem 3.1), dafi obiger
Approximationsalgorithmus fiir M AX-35 AT optimal ist. (Fiir den Begriff der approximativen
N P-Hirte siehe auch Kapitel 10).

Satz 7.2 ([H97a]) Fir jedes € >0 ist MAX-3SAT N P-hart fiir den A.R. 8/7 — e.

Wir betrachten jetzt das M AX-3LIN Problem: gegeben seien m lineare Gleichungen (modulo
2) tiber n Variablen mit genau 3 Variablen pro Gleichung. Berechne s € {0, 1}™, so daf eine

maximale Anzahl der Gleichungen erfiillt wird.

Man macht sofort die Beobachtung, dafi ein zufillig gewihltes s* € {0, 1}" die Hélfte der
Gleichungen erfiillt. Also ist der erwartete Anteil der erfiillten Gleichungen 1/2. Man benutzt
eine #hnliche Greedymethode (wie bei M AX-SAT) um den resultierenden Approximations-

algorithmus zu derandomisieren. Wir haben somit
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Satz 7.3 FEs existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus fir das MAX-3LIN
Problem mit A.R. 2.

Hastad ([H97a], Theorem 2.3) hat gezeigt, dal auch diese Approximationsgiite optimal ist(!).

Satz 7.4 ([H97a]) Fiir jedes ¢ > 0 ist MAX-3LIN N P-hart fiir einen A.R. 2 —e.

7.1 Ein verbesserter Algorithmus fiir M AX-SAT

Wir iiberfithren unsere Instanz C' = {cy, ..., ¢} von M AX-SAT in ein ganzzahliges lineares

Programm wie folgt:

(ILPMS) max »  z
i=1
s.t. Zj < Zie{l,...,n}:ziGCj Yi + Zie{l,...,n}:fiecg*(l -
yi) furj=1,....m

vi,2; €{0,1} i=1,...,n,7=1,..m

y; — 1 bedeutet z; ist wahr und z; = 1 bedeutet ¢; ist erfiillt. Wir losen nun die LP-
Relaxierung und erhalten die Losung (y*, z*). Wir setzen die x; unabhiingig voneinander
mit Wahrscheinlichkeit g auf den Wert wahr (Siehe auch Lemma 3.10). Das ergibt einen
randomisierten Algorithmus fir M AX-SAT. Eine elementare Umformung ergibt, dafl jede

Klausel ¢; einen erwarteten Wert von

EENE
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zur Gesamtsumme betrégt. Die Optimallssung ist von oben durch 377" 2% beschréinkt, so daf3

man wie zuvor das Verfahren derandomisieren kann. Wir erhalten folgenden Satz.

Satz 7.5 Die beschriebene Methode ist ein polynomieller Approzimationsalgotithmus fiir M AX-S AT

mit einem A.R.
1

q st dabei die mazximale Linge einer Klausel.

Korollar 7.1 Fs existiert ein polynomieller Approzimationsalgorithmus fir M AX-SAT mit
einem A.R. e/(e — 1) ~ 1.582.

Beweis: Es gilt <1 — é)q <1/e. ]

Nun kombinieren wir beide uns bekannten Algorithmen fiir M AX-SAT und wihlen die besse-
re Losung aus. Dieser einfache Ansatz gibt uns einen verbesserten Approximationsalgorithmus

fir MAX-SAT.

Satz 7.6 FEs existiert cine polynomieller Approximationsalgorithmus fiir M AX-SAT mit ei-
nem A.R. 4/3.

Beweis: Wir wihlen also die beste Losung aus. Der Beitrag jeder Klausel ¢; mit |¢;| = k ist
mindestens

1/2((1=27%) + (1 = (1= 1/k)")
1/22—27% — (1 —1/k)%)

Y

> 3/4



Kapitel 8

Approximationsalgorithmen fiir

MAX-CUT

In diesem Kapitel betrachten wir das M AX-CUT Problem. Eingabe ist ein Graph G =
(V, E). Ziel ist es eine Partionierung von V in V = ViU Vs, (ViNV,e = 0) zu finden, so daf der
Schnitt |E(V4, V2)| maximal ist. Wir konnen zusétzlich eine Gewichtsfunktion w : £ — IR

verlangen. In diesem Fall wollen wir das Gewicht des Schnittes maximieren.

Das Problem ist NP-vollstdndig, so dafl ein Approximationsalgorithmus gerechtfertigt ist. Ein
einfacher randomisierter Algorithmus erzeugt einen Schnitt, der mindestens halb so grof§ wie

der optimale ist:

1. Werfe fiir jeden Knoten v eine Miinze. Bei Kopf wird v in die Menge C' eingeftigt, sonst

nicht.

2. E(C,V\ C) ist der gefundene Schnitt.

Fiir eine Kante {v,w} ist die Wahrscheinlichkeit, da§ sie im Schnitt enthalten ist 1/2. Fiir

95
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den Erwartungswert der Kosten gilt dann, wegen der Linearitét des Erwartungswertes,
E[|E(C,V\O)|] =Y 1/2>1/20PT(G)
ecel

Analog zu M AX-SAT kénnen wir das Verfahren leicht derandomisieren.

Im Laufe der Jahre wurden fir MAX-CUT immer wieder verbesserte Algorithmen ent-
wickelt, die jedoch nicht mafigeblich die Schranke von 2 durchbrachen - bei groffen Knoten-
zahlen niherte sich die Giitegarantie immer 2. Goemans und Williamson [GW94] entwickelten
einen Algorithmus der eine Giitegarantie 1.1383 hat. Der Ansatz erreicht mit Hilfe der semi-
definiten Programmierung sein Ziel und ist randomisiert. Iir kann aber mit entsprechendem

Aufwand derandomisiert werden. Wir betrachten ihn in Abschnitt 8.2.
Wir zitieren folgenden Satz.

Satz 8.1 ([PY91]) Fiir alle p > 0 existiert eine GP-Reduktion mit Parametern (1, p) und
(1,p/€) von MAX-3SAT auf MAX-CUT (zur Zeit ¢ = 1.014).

8.1 Grundlagen zur semidefiniten Programmierung

In der semidefiniten Programmierung werden lineare Fuktionen mit einer affin-linearen Kom-
bination von positivsemidefiniten symmetrischen Matrizen als Nebenbedingung minimiert
(maximiert). Allgemein sind semidefinite Programme Minimierungsprobleme der folgenden

Form [VB94]:

min cfx

st. ZF(x)z>0 Vze R"
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mit

F(J?) =F+ leFl
=1

Eingabe sind also die Zielfunktion ¢ € IR™ und m + 1 symmetrische positiv semidefinite

Matrizen Fy, ..., £y, € IR?*™. Dabei sind semidefinite Matrizen wie folgt definiert:

Definition 8.1 (positiv-(semi-)definite Matrizen)

Fine symmetrische Matriz A € IR™™ heifst positiv semidefinit (positiv definit), falls fiir alle
x € IR"\ {0} 2tAx >0 (2t Ax > 0) gilt.

Erinnern wir uns an einige grundlegende Iigenschaften von positiv semidefiniten Matrizen.

Bemerkung 8.1 Fiir eine symmetrische Matriz A € IR™ "™ sind folgende Figenschaften

dquivalent:

1. A ist positiv semidefinit.
2. Alle Figenwerte von A sind nichtnegativ.

3. FEs existiert eine untere Dreiecksmatriz B, die nur nichinegative Diagonalelemente hat,

so daf8 A = BB,

Ein semidefinites Programm ist ein konvexes Optimierungsproblem, weil sowohl die Zielfunk-
tion als auch die Nebenbedingungen konvex sind: Wenn F'(z) und F(y) positivsemidefinit

sind, dann gilt fir alle 0 < A <1
F(hz+ (1 = Ny) = AF(2) + (1 — X\) F(y) ist positivsemidefinit.

Abbildung 8.1 veranschaulicht ein Beispiel fiir semidefinite Programmierung mit = € IR? und

E c R7X7.
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F(x) <0

Abbildung 8.1: Beispiel fiir ein semidefinites Programm (z € IR? und F; € IR™*7).

Das geschlossene Polygon reprisentiert die Menge der zuldssigen Punkte, d. h.
{x € IR*|F(x) ist positivsemidefinit. }

Anschaulich gesprochen ist hier das Ziel, eine Orthogonale auf ¢ in e-Richtung méglichst weit
zu bewegen, solange man in der zuléssigen Menge bleibt. In unserem Fall ist der Optimalpunkt

Topt €indeutig, was im allgemeinen nicht notwendigerweise der Fall ist.

Die Definition von semidefiniter Programmierung erscheint auf dem ersten Blick sehr spe-
zialisiert und konstruiert. Wir werden aber im Laufe dieses Kapitels sehen, dafl sich viele
numerische und kombinatorische Probleme als semidefinite Programme ausdriicken lassen.

Als erstes Bespiel betrachten wir die lineare Programmierung (vgl. [S86]):

min cfx

s.t. Ar+b>0
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Daein Vektor v € IR™ genau dann komponentenweise nichtnegativ ist, wenn die symmetrische
Matrix diag(v) positivsemidefinit ist, konnen wir das LP (mit F'(z) = diag(Ax +b) ) auch als

semidefinites Programm formulieren, d. h.
Fy = diag(b), F; =diag(a;), i=1,...,m,

wobei die a; die Spaltenvektoren von A sind. Auf der anderen Seite kann semidefinite Pro-

grammierung auch als Erweiterung der linearen Programmierung betrachtet werden [A95].

Es stellte sich heraus, dafi die semidefinite Programmierung wie die lineare Programmierung,

sowohl theoretisch als auch praktisch effizient 16sbar ist.

Theoretische Effizienz: Sie folgt aus der Konvexitét. Somit ist es leicht moglich, einen
Seperationsalgorithmus anzugeben und somit die (Ellipsoid-)Methode von KHACHIYAN
anzuwenden (Grundlagen dazu sind in Kapitel 13 von [S86] zu finden). Dieser Algorith-
mus ist zwar polynomiell, aber kaum praktikabel. Alizadeh entwickelte [A95] polynomi-

elle Interior-Point-Algorithmen, die ...

Praktische Effizienz: ... auch in der Praxis ein gutes Laufzeitverhalten haben und nume-

risch stabil sind.

Dies soll an dieser Stelle als Einftihrung zu semidefiniten Programmierung gentigen. Fiir

weitere Informationen sei an [S86, GL.S88, A95, VB94| verwiesen.

8.1.1 Semidefinite Programme in der kombinatorischen Optimierung

In diesem Kapitel wollen wir kombinatorische Optimierungsprobleme mit Hilfe von semidefi-
niter Progammierung losen. Der Ansatz scheint auf den ersten Blick ein wenig umsténdlich,
da die semidefinite Programmierung ein numerischer Optimierungsansatz ist, der scheinbar

nichts mit Kombinatorik gemeinsam hat.

Betrachte folgendes Standard-Semidefinites-Programm (SSDP):
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(SSDP) max Z Wi, T4, 5
i,7=0
s.t. x;; € P mit P einem Polyeder. (z;; erfiillt lineare

Restriktionen)

X ist positiv semidefinit
Diese Definition entspricht der einfiihrenden Beschreibung von semidefiniten Programmen.

Die Methode zum Approximieren unseres Problems vollzieht sich im wesentlichen in 3 Schrit-

ten:

1. Wir beschreiben das Problem als ganzzahliges numerisches Problem. Fine Standardme-
thode, die auf eine Vielzahl kombinatorischer Probleme anwendbar ist, ist die Beschrei-
bung durch ein 0/1-Integer-LP. Als Beispiel betrachten wir hier Vertex-Cover:

(IP) min Z Co

veV
st. Ac>1 cef{0,1}V

mit A € {0,1}7*V die Inzidenzmatrix von A.

2. Da die 0/1-Integer-Programming NP-vollsténdig ist, haben wir allein durch die For-
mulierung (1 P) noch keinen Gewinn. Wir kénnen jedoch (im Fall von Vertex-Cover)
folgende Relaxierung (RP) in polynomieller Zeit 18sen:

(RP) min Z Co

veV
st. Ace>1 0<¢, <1 YvoeV

3. Fir die Losung des kombinatorischen Problems brauchen wir in der Regel diskrete Wer-
te, in unserem Fall also eine 0/1-Lésung. Die Losung in Schritt 2 ist aber moglicherweise
ein Vektor, dessen Komponeneten Werte annehmen, die echt zwischen 0 und 1 liegen.
Wir miissen nun diese Werte geeignet auf 0 oder 1 runden, um eine Lsung flir unser

kombinatorisches Problem zu erhalten.
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Der Ansatz in diesem Kapitel variiert ein wenig von dem ftir Vertex-Cover: Wir relaxieren
unser Problem als (S5 DP) und erhalten als seine Losung eine Matrix X = (x; ;)4 ;, mit der wir
allein noch nichts anfangen konnen. Ziel wird es sein, jeder Losungskomponente (z.B. einem
Knoten) einen Vektor zuzuordnen (im Gegensatz zu unserem Beispiel, wo wir jedem Knoten
eine Komponente eines Vektors zugeordnet haben). Mit der entsprechenden Formulierung
des (SSDP) erzwingen wir, dafi diese Vektoren gewisse Figenschaften besitzen, so dafi wir

im folgenden Rundungsschritt den Knoten diskrete Werte zuordnen kdnnen.

Ziel dieses Abschnittes ist es nun, aus der Matrix X effizient die bendtigten Vektoren zu

konstruieren.

Behauptung 8.1 Gegeben eine Lsg. X von (SSDP) kinnen wir in polynomieller Zeit eine
Menge {v1,...,v,} € IR" finden, so daf

ty g
vy =X Vi, i =1,...,n.

Beweis: Gegeben eine positiv semidefinite Matrix X = (x; ;)i ;, konnen wir mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung eine n x n-Matrix B konstruieren, die Bedingung 3 in Bemerkung 8.1

erfullt.

Die Zerlegung von X: Betrachte folgendes Schema zur Berechnung von X = (377, bg bk ;)i

b1,1
0 B
0 0 bun
big O 0 1,1 Tin
B 0
bn7n Tpl **+ * Tpn

Es ergeben sich folgende Identitéten:
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e bi1= /%11
o zi1=biibi1 & by = 2
Ti1 1,10:4,1 i1 b11

e Flirallej =2,...,nist

J j—1
R 2 R . 2
Tj5 = Z bj,k: S b= Al Ldd — Z bj,k:
k=1 k—1

e Flirallej =i+1,...,nist
zii = > bixbik
k=1

> bixbig

k=1

i~1

> bikbig +bjbis
k=1

1

i-1
bii = — 2= birbik
bii k=1

n n—1
2
Tnn — Z bi,n s bn,n T A Tnn — Z b%k
=1 k—1

102

Es geniigt nun, die Werte in der richtigen Reihenfolge zu berechnen, was der Algorithmus 8.1

in O(n?) Schritten macht:

Algorithmus 8.1 (Cholesky-Dekomposition)

Eingabe : Eine positiv semidefinite Matrix X

Ausgabe : Eine untere Dreiecksmatrix B mit der Eigenschaft, da X = BB

Schritt 1: Berechne by 1.
Schritt 2: Berechne fiir alle ¢ = 2,...,n, b; 1.

Schritt 3: Furalle:i =2,...,n—1
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e Berechne b; ;.

e Berechne fur alle j =7+ 1,...,n, b;;.

Schritt 4: Berechne b, .

Wir erhalten {v1, ..., v,} als die Menge der Spaltenvektoren von BY. [ |

8.2 Semidefinite Programme zur Approximation von MAX-

CuT

Wir wollen zunéichst MAX-CUT genau definieren:

Problem 8.1 (MAX-CUT)

Input: Ein Graph G = (V, E) mit V = {1,...,n} und eine Gewichtsmatrix w : V? — IR
mit
e w(i,j)=0, wenn {i,j} ¢ &
e w(i,j)=w(j,1) fur alle ¢, j

e w(i,i) =0 fir alle

Task: Finde V' C V, so daf§

wV, VAV =Y > w(i,j)

i€V jeV\V/

maximal ist. Der Maximalwert wird mit M AX-CUT *(G) bezeichnet.

Zunichst werden wir zwei Lemmata beweisen, die bei der Analyse des randomisierten Rundens

(siehe oben Punkt 3) hilfreich sind.

Definition 8.2 S, = {x € R": ||z|| = 1.}
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Lemma 8.1 Seiv,w € S,. Dann gilt

t
Pr_ [sgn(u'r) £ sgn(uwtr)] = 2O
r€ERSn -

BewEIs: Es gilt (Symmetrie)

Pr [sgn(v'r) £ sgn(w'r)] =2 Pr [vlr > 0Aw'r <0

r€RSn r€RSH
Setze ¢ := arccos(viw). Die Mengen R = {r € S,|vlr > 0 Aw'r < 0} und S, \ R sind die
Schnittmenge von S, mit 2 Halbrdumen, die zusammen einen Winkel von ¢ einschliefen.

Daraus folgt, dafi das Ma8l von R ¢/27 mal dem Mafl von S, ist. Also gilt

Pr [v'r >0Aw'r <0] = ¢/2r
r€RSn
~arccos(v'w)
B 27

Lemma 8.2 Fir alle —1 <y <1 gilt

arccos(y) _ «
ACCORY) > &g =
— =501-y)
mit
2
Q= min — ¢ > 0.87856

0<d<m ™1 —cos ¢

BEWEIs: Setze y := cos(¢). Es ist nun zu zeigen, daf

2¢

ist:
Ol
- w(1—cos(¢))

$sin(9)
2/ <1 “eos(@) (1 cos<¢>>2)
fl(¢) > 0
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Bestimme nun die Nullstellen von f:

f(@) =0 cosop+ ¢psing =1

GemifB unserem Schema werden wir MAX-CUT als ganzzahliges numerisches Problem be-
schreiben. Sei dazu eine Instanz (G, w) von MAX-CUT gegeben. Das folgende quadratische

Programm

(Q) max — Zw” —vlv;)

z<]

s.t. wv; €581 = {—1, 1} VieV

ist dquivalent zu MAX-CUT, wenn wir als V' die Menge der Knoten i nehmen, fiir die gilt
dafl v; = —1 ist. Wir relaxieren nun (Q) indem wir nicht mehr in Sy, sondern in S,, rechnen

und somit folgendes Programm (P) erhalten:

(P) max — wa — viv;)
z<]

st. v, e85, VieV

Nehmen wir nun an, daf§ wir (P) lssen kénnen. Beachte, dafi max(P) > max(Q). Wir benoti-
gen eine Methode, um aus den gewonnenen n-dimensionalen Vektoren v; Werte aus {—1, 1}

zu berechnen, die einen guten Schnitt in G definieren. Betrachte folgenden Algorithmus:

Algorithmus 8.2 (Semidefinite-MAX-CUT)

Eingabe : Eine Instanz (G, w) von MAX-CUT

Ausgabe : Ein Teilmenge V/ C V, die einen Schnitt definiert
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Schritt 1: Lose (P) mit Ergebnis {vy, ..., v,}
Schritt 2: Wihle r € 5,

Schritt 3: Setze V' = {i|vir > 0}

Wir wihlen eine zuféllige Hyperebene und teilen damit den Losungsraum in 2 Halbrdume auf.
Die Aufteilung der Knotenmenge wird gemafi der Aufteilung der korrespondierenen Vektoren
durch die Hyperebenen gewihlt. Der folgende Satz liefert uns eine Gilitegarantie fiir den

Algorithmus 8.2:

Satz 8.2 (|[GW94]) Sei W := w(V',V\ V') die durch Algorithmus 8.2 definierte Zufallsva-
riable. Dann gilt

EW] > a/QZw” — vlvy) (8.1)

> awMAX-CUT *(Q)

mat
2 ¢
a:= min ———— > 0.87856.
T 0<d<r Tl — cos ¢

BEwEls: Aus der Linearitit des Erwartungswertes folgt

BW] = > wiy Pr[sgn(vjr) # sgn(vjr)
i<j
(Lemma 8.1) = Zwijw
¢<j 7 T
(Lemma 8.2) > — wa — viv;).
z<]

Es ist ist leicht zu sehen, dafi man (P) als semidefinites Programm ausdriicken kann:
Wenn wir eine positiv semidefinite Matrix X = BB haben, dann bedeutet die Restriktion

x;i = 1, daB die Spaltenvektoren von B aus S, sind, und somit ist (mit Beh. 8.1) (P)
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Aquivalent zu folgendem semidefiniten Programm (P'):

1
(P max 5> wij(1 =)
i<j
st. wmi;=1furalleieV

X ist positiv definit

Satz 8.3 ([GW94]) Der Algorithmus 8.2 kann derart implementiert werden, daf8 fir alle €

ein Schnitt mit erwartetem Gewichi
E[W] > (a — e )wMAX-CUT *(G)

gefunden wird. Die Laufzeit ist polynomiell in n und log(1/¢).

BEwEIs: In Schritt 1 erhalten wir mit den in Abschnitt 8.1 beschriebenen Methoden eine

relaxierte Losung {v1, ..., v, } mit Wert w, fiir die
w > auMAX-CUT *(G) —e > (a — e )wMAX-CUT *(G)

gilt. Wie im Beweis von Satz 8.2 erhalten wir die angegebene Schranke. Die Laufzeit von

Schritt 1 folgt aus den Ausfithrungen des Abschnitts 8.1. [

Wir haben an einem ersten Beispiel gesehen, dafl man mit semidefiniter Programmierung
mafigeblich verbesserte Ergebnisse erreichen kann. Vor kurzem wurde von Feige, Karpinski
und Langberg [FKLOO| verbesserte Approximationsalgorithmen, die auf semidefiniter Pro-
grammierung basieren, fiir breschrinkten Grad MAX-CUT Probleme konstruiert. Die korre-
spondierenden A.R.’s fiir MAX-CUT fiir Graphen von maximalen Grad 3 und MAX-CUT fiir
3-reguliren Graphen sind entsprechend 1.0858 und 1.0823. Beide Probleme sind M AX-SN P-
hart. Die erste explizite untere Schranke fiir die A.R. fiir das letztere Problem wurde in der

Arbeit von Berman und Karpinski [BK98] konstruiert.



Kapitel 9

Explizite Reduktionen

In diesem Kapitel werden wir explizite GP-Reduktionen kennenlernen. Zur Vereinfachung be-
trachten wir hier h&ufig normierte Probleme. Als Besipiel betrachten wir dazu das M AX-SAT

Problem.

Sei f eine Formel in konjunktiver Normalform
f=ciAhcaN. Aoy
MAX-SAT(f) war definiert als

MAX-SAT(f) = max [{i|ci(x) = 1}].
z€{0,1}"
Wir fithren nun die normierte Variante ||MAX-SAT(f)|| als

. MAX-SAT(f)
n m

IMAX-SAT(f)]

ein. Man beachte, dafi 0 < |[MAX-SAT(f)| <1 gilt.

9.1 Expander Graphen

Wir werden in diesem Abschnitt eine sehr ntitzliche Klasse von Graphen kennenlernen, die

sogenannten Expander Graphen.

108
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Definition 9.1 Fin Graph G = (V, E) wird (n, d, ¢)-Expander genannt, wenn

o ern Knoten hat,

o der Marimalgrad eines Knoten d ist und

e fiir alle Teilmengen W CV mit |W| < n/2 gilt
INW)| = c|W].

N(W) ist dabei die Nachbarschaft von W in V \ W.

Solche Graphen werden z.B. bei der Konstruktion von Sortiernetzwerken oder bei der Kon-
struktion von Graphen mit hohem Zusammenhang und geringen Grad bendtigt. Sie sind
von grofler Bedeutung bei der Realisierung von Netzwerken fuir Parallelrechner. Die Be-
weis der Existenz von solchen Expandern ist nicht trivial aber auch nicht schwer einzusehen
IM73|. Die Konstruktion von Expandern ist schwieriger. Hshepunkt einer Reihe von Arbeiten
[M73], [GG81], [LPS86] ist folgendes Resultat. Ein Graph heifit d-reguldr genau dann wenn
Vv € V Grad(v) = d.

Satz 9.1 ([LPS88]) Fs existiert ein ng, so daf fir alle Primzahlen p = 1(mod 4) eine
Familie von d = (p + 1)-reguldren Graphen (Gr)n>n, existiert, die (n,p, c(p))-Ezxpander sind.

Wir kénnen diese Graphen in Zeit n°Y) konstruieren.

Wir werden diese Expander Graphen fur die Konstruktion von Reduktionen ben&tigen.

Korollar 9.1 ([LPS88]) Es ezistiert ein ng, so daf wir fir alle n > ng in Zeit n°Y) einen
14-reguliren Graph G, auf n(1 + o(1)) Knoten erzeugen kinnen, so daf fir alle S C V(G)

die Anzahl der Kanten zwischen S und seinem Komplement S grifer als min{|S|,|S|} ist.
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9.2 Die Reduktion von ||[MAX-3SAT| <gp ||5-Occ-3SAT||

Lemma 9.1 Fir alle § > 0 existiert eine GP-Reduktion von ||M AX -3S AT|| auf]|29-Occ-35 AT)||
mit Parametern (1,(1—8)71) und (1, (1 —5/43)71).

BeweEis: Sei I eine Instanz von M AX-35AT mit n Variablen yy, ..., y, und m Klauseln. Wir

definieren m; als die Anzahl der Klauseln, in denen y; vorkommt. N definieren wir als

N:Zmi

Weil wir eine 3SAT-Formel haben, gilt N < 3m. Sei im Folgenden ngy die Konstante die wir in
Kapitel 9.1 bei der Konstruktion von Expander Graphen definiert haben. O.B.d.A. ist jedes
m; > ng, da die ng-fache Replikation jeder einzelnen Klausel nichts am Anteil der erfiillten

Klauseln dndert.

Wir konstruieren nun eine Instanz 7(/) von 29-Oce-3S AT.

e Ersetze y; durch m; Kopien y}, ...,y indem wir fiir das j-te Auftreten yf benutzen.
e Konstruiere den Expander Graphen G,,.
o ['iir jede Variable y; und jede j,1 < m; mit {j,l} € E(Gy,,) konstruiere neue Klauseln
(wiv-y)), (v -uh)
|E(Gm)| =14 -mi/2 =7 -m,.

Es gibt 14 - m; neue Klauseln.

Diese Formel hat somit 14V neue Klauseln und m alte Klauseln und jede Variable taucht in

genau 28 neuen und einer alten Klausel auf.

Eine optimale Belegung von 7([) erftillt alle neuen Klauseln. Angenommen es wird eine neue

Klausel von y; nicht erfiillt. Dann haben die Variablen g}, ..., 5" nicht alle den gleichen Wert.
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Betrachte diese Variablen als Knoten von G,,,. Die Werte dieser Variablen definiert uns eine
Partition S, S der Knotenmenge. O.B.d.A. ist |S| < m;/2. Aus dem Korollar 9.1 folgt, daf
mindestens |S| + 1 Kanten aus S herausgehen. Jede dieser Kanten entspricht einer nicht

erfiillten neuen Klausel.

Drehe die Werte fiir die Variablen in S herum. Wir erfiillen nun |.S| + 1 neue Klauseln mehr
und hochstens | S| alte Klauseln weniger als vorher. Das ist ein Widerspruch zur Optimalitiit.

Also erfiillt eine optimale Belegung von 7([) alle neuen Klauseln. Somit haben wir

|IMAX-3SAT(I)|| =1 = [|129-Occ-3SAT(r(1))|| =1

Nehmen wir nun an, dal keine Belegung mehr als (1 — ¢)m Klauseln von [ erftillen kann.
Dann konnen in der neuen Formel niemals mehr als 14N + (1 — 0)m Klauseln erfiillt werden.

Der Anteil der nicht erfiillten Klauseln ist also

4N +(1=6m om
14N +m 14N +m
om
N <3 >
(N = 3m) - POm+m
= /43

Daraus folgt

IMAX-3SAT(D)| < (1 - §) == ||29-Oce-3SAT(r(I))|| < 1 — §/43

Satz 9.2 Flir alle 5 > 0 existiert eine GP-Reduktion von ||29-Occ-3S AT|| auf ||5-Occ-35 AT
mit Parametern (1,(1—8)71) und (1, (1 —5/29)71).

BeweEgls: FErsetze den Expander der letzten Konstruktion durch einen Kreis: Wenn eine
Variable [-mal auftaucht, dann ersetze sie durch [ neue Variablen und fiige die neuen Klauseln
entsprechend dem Kreis auf [ Knoten ein. Jede Variable erscheint nun in 4 neuen und einer
alten Klausel. Wenn nun ein 1 — d-Anteil der alten Formel erfiillt wird, dann wird hochstens

ein 1 — §/29-Anteil der neuen Formel erfiillt. |
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9.3 Die Reduktion von ||5-Occ-3SAT| <ep LABEL COVER

Wir definieren LABEL COV ER wie folgt. Eingabe ist

1. Ein regulirer! bipartiter Graph G = (Vy, Vs, ).
2. Eine natiirliche Zahl N, die die Menge {1, ..., N} der Labels definiert.

3. Fiir jede Kante e € E eine partielle Funktion Il : {1,..., N} — {1,..., N}.

Ein Labelling ist durch eine nicht-leere Menge von Labels fiir jeden Knoten von GG definiert.
Wir sagen ein Labelling iberdeckt eine Kante e = {u, v} (mit v € V; und v € V3), wenn fiir

jedes Label as von v ein Label a1 von wu existiert, so daf§
He(ar) = ao

Aufgabe ist es, ein Labelling zu finden, das ein Label pro Knoten vergibt und den Anteil der

iiberdeckten Kanten maximiert.

Satz 9.3 Flir alle e > 0 existiert eine GP-Reduktion von ||5-Occ-3SAT|| auf LABEL COVER
mit Parametern (1, (1 —¢e)™!) und (1, (1 —¢/3)71).

Bewegis: Gegeben eine Instanz I von 5-Oce-3S AT konstruieren wir wie folgt eine Instanz
G = (V1,Vo, E) von LABEL COV ER.

e In V} haben wir fiir jede Klausel und

e in V5 flir jede Variable einen Knoten.

e Wir haben eine Kante, wenn die entsprechende Variable in der jeweiligen Klausel vor-

kommt.

'Ein bipartiter Graph wird reguléir genannt, wenn zwei Konstanten di,ds existieren, so daf der Grad der

Knoten auf der linken Seite di und auf der rechten Seite ds ist.
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e Die Anzahl N der Labels ist 8.

e Wir betrachten fiir einen Knoten in Vi, in dessen Klausel die Variablen x;, z;, x5 vor-
kommen, das Label als einen bindren Vektor (b, b, b3) beziiglich der Belegung x; =

bl, Tj = bQ, T = b3.

e Fiir die Knoten aus V2 haben wir nur die Labels 0 oder 1 (Alle anderen 6 Labels sind

Dummy-Labels).

Nun beschreiben wir Il.. Sei e = {u,v} € F, wobei v der Klausel C' und v der Variable z;

entspricht. Sei nun j die Stelle an der x; in C auftritt. Wir definieren
He(bl, bQ, bg) = bj < bl, bQ, b3 erfullt C.
e Fiir jeden Knoten diirfen wir nur ein Label verwenden. Also ist das Labelling der Knoten
in V5 eine Wahrheitsbelegung der Variablen.

e Das Labelling der Knoten in V; definiert uns eine Belegung der Variablen in den ent-

sprechenden Klauseln (die die Klauseln erfiillen).
e Fine Kante wird tiberdeckt, wenn die Belegung der Variable auf beiden Seiten {iberein-

stimmt und die Klausel erfiillt wird.

Wenn alle Kanten iiberdeckt werden, haben wir eine erfiillende Belegung. Wenn keine Be-
legung mehr als einen (1 — ¢)-Anteil der Klauseln erfiillen kann, dann existiert auch kein

Labelling, das mehr als einen (1 — ¢/3)-Anteil der Kanten iiberdeckt. ]

9.4 Die Reduktion von LABEL COVER <gp MAX-CLIQUE

Satz 9.4 Flir alle ¢, p > 0 existiert eine GP-Reduktion mit Parametern (¢/|E|, p) und (¢, p)
von LABEL COVER auf MAX-CLIQUE .
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BeweEis: Sei G = (Vi, Vo, E), N, 11 eine Instanz von LABEL COV ER. Wir konstruieren
eine Instanz G/ = (V/, E') von MAX-CLIQUE wie folgt. Fiir eine Kante e und Labels
ap und ag, mit [e(a1) = az nennen wir das Tripel (e,aq,a2) ein Labelling Szenario. Fiir
e = {u,v} interpretieren wir das Labelling Szenario als Zuordnung von a; zu « und as zu
v. Zwei Szenarien werden inkonsistent genannt, wenn die zugehorigen Kanten einen Knoten

gemeinsam haben, dem aber verschiedene Labels zugeordnet wurden.

e V' ist die Menge der Labelling Szenarien.

e F': Zwei Szenarien sind adjazent, wenn sie nicht inkonsistent sind.

Wir zeigen nun, dal die Grofie der grofiten Clique in G” gleich der maximalen Anzahl der

iiberdeckten Kanten in unserer Instanz von LABEL COV ER ist.

Fiir jedes Labelling, dal K Kanten tiberdeckt, bilden die zugehtrigen Szenarien eine Clique

der Grofie K, weil sie alle konsistent sind.

Sei nun eine Clique S C V' der Grofie K gegeben. Kein Paar von Szenarien in S kann
inkonsistent sein. D.h. fiir jeden beliebigen Knoten in V; U V5 existieren keine 2 Szenarien in
S, die verschiedene Label zu diesem Knoten zuordnen. Nun benutzten wir diese Labels (wenn
sie existieren) und erhalten ein (partielles) Labelling, das jede Kante, die in S betrachtet wird
tiberdeckt. Trivialerweise kann dieses partielle Labelling zu einem vollstdndigen Labelling

erweitert werden. m



Kapitel 10

Die NP-Harte von

Approximationsproblemen

Rufen wir uns noch einmal die Notationen aus Kapitel 1.3 in Erinnerung. Ein Max(Min)-
Problem war eine Menge P von Instanzen I = (F,¢). F' war dabei die Menge der zuliissigen
Losungen und ¢ : ' — IR eine Kostenfunktion, die uns fiir jede zulédssige Losung s € F' die

Kosten ¢(s) angibt.

Wir sagen, daf ein Optimierungsproblem X (approximativ) N P-hart fir den A.R. o (bzgl.
deterministischer [randomisierter| Reduzierbarkeit) ist, wenn die Existenz eines polynomielle
[randomisierten| Approximationsalgorithmus fiir X mit A.R. « impliziert, daf P = NP

[RP = NP).

Nehmen wir an wir haben einen Approximationsalgorithmus A fiir P. Fiir eine Instanz x € P
definieren wir § = c¢(A(x)). ¢ sind also die Kosten der Losung, die uns A erzeugt. Wir

verlangen, dafl

a= fir & > 0,

1—9
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die Approximationsgiite von A ist. Aus Kapitel 1.3 wissen wir, daf fiir Maximierungsprobleme
—_—
| c(A(2)) —OPT(@)| _ ¢
max{OPT(x),c(A(x))} —

OPT(x)

gilt. Das heifit, § > ——=. Wir sagen auch, A approximiert P mit der Approximationsgiite

(mit A.R.) o = a(n), wenn g > %T(I).

Wie konnen wir nun beweisen, daf§ ein Maximierungsproblem P, approximationshart ist?
Nehmen wir an, daf§ eine polynomielle Reduktion 7 von SAT auf ein Maximierungsproblem
Py existiert, so daB fiir jede Formel g gilt

g€ SAT = OPT(1(g) =l

g€ SAT = OPT(7(g9) < é—l
1

Nehmen wir nun eine GP-Reduktion ¢ (aus Definition 1.8) mit Parametern (I, p1) und
(l2, p2) und bilden die Komposition ¢ o 7 (die trivialerweise auch wieder in polynomieller
Zeit berechenbar ist). ¢ o 7 ergibt nun eine Reduktion von SAT auf P», die uns folgende

Eigenschaften sichert:

g€ SAT = OPT(¢(7(9))) = l2

g & SAT = OPT(¢(7(9))) < —
Mit anderen Worten zeigt uns ¢ o 7, dafi ein A.R. py fiir P» N P-hard ist. Denn:

g€ SAT = o($(r(g))) > 2.
P2

Analog definieren wir die GP-Reduktion fiir Minimierungsprobleme.

10.1 Ein Beispiel fiir Promiseprobleme: das Unique Clique

Problem

Das Unique Clique Problem gehort zu den sogennanten Promiseproblemen. Ein Problem ist

ein Promiseproblem, wenn neben der Eingabe irgendein “Versprechen” mit der Eingabe as-



KAPITEL 10. DIE NP-HARTE VON APPROXIMATIONSPROBLEMEN 117

soziiert ist. Wir sagen ein Algorithmus 18st ein Promiseproblem, wenn er zu jeder Eingabe,
die die versprochene Bedingung erfiillt, eine richtige Antwort ausgibt. Bei Eingaben, die diese
Bedingung nicht erfiillen ist es jedoch moglich, dafl der Algorithmus nicht korrekt antwortet.
Nattirlich ist das Versprechen nur von Bedeutung, wenn die versprochene Bedingung nicht

mit den gleichen Ressourcen, wie sie der Algorithmus verwendet, verifiziert werden kann.

Nun kommen wir zur Definition eines Promiseproblems, und zwar des Unique Clique Pro-

blems.

Definition 10.1 Das Unique Clique Problem ist ein Promiseproblem und wie folgt definiert:

Eingabe: FEin ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € IN.

Versprechen: G enthdlt héchstens eine Clique der Grofle k.

Frage: FEnthilt G eine Clique der Grifie k¢

Erinnern wir uns an den Begriff der {iblichen polynomiellen Reduzierbarkeit, der in der Lite-

ratur benutzt wird.

Seien Y und I' zwei endliche Alphabete. Fine Sprache A C 37* heifst polynomzeit reduzierbar
auf eine Sprache B C T™, in Zeichen A <p B, falls es eine totale Funktion f :3>* — I'* mit

polynomieller (det.) Zeitkomplexitit gibt, so daf fiir alle a € 3* gilt:

a€ A= f(a) € B.

Offensichtlich ist <p eine transitive Relation, d.h. aus A <p B und B <p C folgt A <p C.

Analog hierzu 148t sich auch die randomisierte Reduzierbarkeit definieren. So ist A randomi-

siert (Polynomzeit) reduzierbar auf B (A <gpp B), falls

3 RTM M mit ¢p : % — I, Tar(n) = n°W), so da Vo € $*[z € A < ¢u(2) € B
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Im folgenden Satz 10.1 werden wir zeigen, dal das Cliquenproblem (CP) randomisiert redu-
zierbar auf das Unique Clique Problem (UCP) ist. Da CP N P-vollsténdig ist, gilt damit das

interessante Korollar

Korollar 10.1 Wenn es zur Ldsung des Unique Cliqgue Problems einen randomisierten poly-

nomiellen Algorithmus gibt, dann gibt es fiir jedes Problem in N P einen solchen Algorithmus.

Satz 10.1 Das Cliquenproblem ist randomisiert reduzierbar auf das Unique Clique Problem,

d.h., es gilt CP <pp UCP.

Beweis: Wir definieren MAX-CLIQUE (G) := max{|V'| : V' ist eine Clique in G} und
konstruieren eine effiziente randomisierte Reduktion f : G = (V, B) — G’ = (V', E'), die wie

folgt definiert ist:

e Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E') mit |V| = n und eine Zahl k € IN.

e Ausgabe: Ein ungerichteter Graph G’ = (V' E') mit [V'| = (nk)°M), mit folgenden
Eigenschaften:
— Falls MAX-CLIQUE (G) < k, dann gilt MAX-CLIQUE (G') < 2nk?.

— Falls MAX-CLIQUE (G) = k, dann gibt es mit hoher Wahrscheinlichkeit eine
ganze Zahl 7, 2nk* < r < 2nk(k + 1), so daB G’ genau eine Clique der Grofe r
besitzt, d.h.

Pr[3r € IN mit 2nk? <r < 2nk(k + 1), so daB [#7(G") = 1]] > 1/2.
#7(G') ist dabei als die Anzahl der Cliquen der Groe r in G definiert.
Eine Reduktion mit diesen Iigenschaften beweist den Satz. Denn bei einer Eingabe G flir das

Cliquenproblem konnen wir die Reduktion fiir jedes mogliche & (1 < k < n) durchfiihren, und

somit den Graphen G’ erzeugen. Dann kénnen wir den Algorithmus fiir das Unique Clique
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Problem auf G/ anwenden, wobei r entweder zufillig und gleichverteilt aus [2nk?, 2nk(k + 1)]

gewihlt wird, oder jedes r in diesem Bereich iiberpriift wird.

Die Reduktion 148t sich nun wie folgt bewerkstelligen. Wir konstruieren zun#chst bei gegebe-

nem G = (V, E) und k € IN ein Gewichtssystem (V, Fg, w), wobei
Fy, = {W|W ist eine Clique der Grofie k von G}

und w eine randomisierte Funktion w: V — {1,...,2n} ist. Aus dem Isolationslemma (Lem-
ma 3.1) folgt dann, dafl dieses Gewichtssystem mit hoher Wahrscheinlichkeit (> 1/2) eindeutig
ist. Der Graph G’ wird nun wie folgt konstruiert: Wir ersetzen jeden Knoten v € V durch
eine Clique C, der GriBe 2nk +w(v) und verbinden fiir jede Kante (u,v) € E alle Knoten in
C, mit allen Knoten in C,. D.h.,

V' = U{v, (1 < <2nk 4 w(v)}
veV

E' = {{vi,v;} v e VIU{{u;,v;} : {u,v} € E}.

Falls C = {v1,...,v} C V nun eine Clique in G ist, so ist ¢! = C,, UC,, U...UC,, C V’
einen Clique in G’ der Kardinalitidt 2nkt + w(v1) + ... + w(vy ). Natiirlich entspricht auch

jede (maximale) Clique in G’ einer Clique (oder einem einzigen Knoten) in G.

Nachdem die Reduktion nun vollsténdig beschrieben worden ist, folgt der Beweis aus den

folgenden zwei Behauptungen.
Behauptung 1: Falls MAX-CLIQUE (G) < k, dann ist MAX-CLIQUE (G') < 2nk>.

Diese Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dafl die GroBe einer Clique ¢’ C V' die zu

einer Clique C = {wvy,...,vx—1} C V korrespondiert, hichstens
2nk(k — 1) + w(vy) + ... +w(vg—) <

onk(k —1) + 2nk(k — 1) = 2n(k + 1)(k — 1) < 2nk*

ist.
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Behauptung 2: Falls MAX-CLIQUFE (G) = k, dann gilt

Pr[3r € IV mit 2nk* <r < 2nk(k + 1), so daB [#7(G") = 1]] > 1/2.

Aus dem Isolationslemma (Lemma 3.1) folgt, dal die maximal gewichtete Clique (unter allen
Cliquen der Grofe k in ) eindeutig ist. Diese Clique sei mit C, und deren korrespondierende
Clique in G’ mit €’ bezeichnet. C’ ist eine Clique der GroBe 2nk? + w(C'). Offensichtlich ist
2nk? < 2nk® + w(C) < 2nk(k + 1). Fir jede andere Clique C' C V,C # C, der GriBe k
hat die korrespondierende Clique in (7 die Kardinalitit 2nk? +w(C) < 2nk® 4+ w(C). Wegen
Behauptung 1 ist fiir jede Clique in G der Grofie < k die korrespondierende Clique in G
kleiner als 2nk? + w(C). Da es in G keine Cliquen der Grofe > k gibt, gibt es auch keine

Clique groBier als C’ in G'. Deswegen ist C’ die eindeutige Maximum Clique in G. [ |

10.2 Approximationshirte von MAX-CLIQUE

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafi es N P-hart ist, eine Approximation an die groite
Clique in einem gegebenen Graphen G zu finden. D.h. wir wollen folgenden Hauptsatz bewei-

sen, der auf Arora, Lund, Motwani, Sudan und Szegedy [ALM™'92| zuriickgeht.

Satz 10.2 (Hauptsatz) Fs gibt ein ¢ > 0, so daf die Approximation von MAX-CLIQUE
mit A.R. n® NP-hart ist.

Wir benttigen eine modifizierte Form von MAX-SAT: Sei f eine Formel in konjunktiver
Normalform

f=ciAhcaN. Aoy

MAX-SAT(f) war definiert als

MAX-SAT(f) = max [{ilei(z) = 1}].

z€{0,1}
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Wir fithren nun die normierte Variante ||MAX-SAT(f)|| als

_ MAX-SAT(f)

|MAX-SAT(f)] =

ein. Man beachte, dafi 0 < |[MAX-SAT(f)| <1 gilt.

Zum Beweis unseres Hauptsatzes benutzen wir folgendes Lemma von [ALM192], daf§ wir in

Kapitel 2.2 beweisen werden.

Lemma 10.1 Wenn fir MAX-3SAT ein PTAS existiert, so folgt P = NP

Wir benttigen aber noch weitere Voriiberlegungen.

Satz 10.3
Fiir alle I, ¢ > 0 existiert eine G P-Reduktion von |MAX-3SAT|| auf MAX-CLIQUE mit

den Parametern (I,1+ ¢€) und (l%, 1+ ¢€), wobei N polynomiell in n ist.

BEwEIs: Wir beweisen diese Aussage durch eine Modifikation der Reduktion von 3S AT auf
CLIQUE (siehe dazu auch [K72]). Sei g dazu eine Formel in konjunktiver Normalform mit

genau 3 Literalen pro Klausel:
g1, ey Tn) = CL A C2 A oo A Cpp.
Wir konstruieren nun eine GP-Reduktion ¢ : g +— G = (V, E) auf MAX-CLIQUE :
V = {1 <i<m,1 <5 <3}
= i s vig o Hin # G2 A iy gy # g }

Wenn nun eine Knotenteilmenge C C V eine Clique von G ist, induziert diese eine konsi-
stente Wahrheitsbelegung von z1, ..., x», da jede Variable in h&chstens einer Belegung in C'
vorkommt. Pro Klausel ¢; existiert auferdem hochstens ein Knoten in C, der ein Literal re-

présentiert, das ¢; erfiillt. Andersherum erfiillt ein Knoten v; ; € C auch die Klausel ¢;. Somit
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sind |C| Klauseln von g erfiillt. Es folgt also mit N = 3m,

IMAX-35AT(g)| =1 = MAX-CLIQUE (G)=IN/3
IN

l
- —_— MAX-CLI FE —_—
IMAX-3SAT(9)]| < —— = CLIQUE (&) < 55

Fassen wir noch mal den Satz 10.3 zusammen, so erhalten wir folgende Aussage: Fir alle

¢ > 0 existiert eine G P-Reduktion ¢ mit Parametern ({,1+ ¢/) und (I1&,1+¢), s.d.
$:9= /\ciHG:(V,E)mit V| =N =3m
i=1
Es gilt dabei ferner

IMAX-3SAT(g)| =1 = MAX-CLIQUE (G) = lm =IN/3

~ MAX-CLIQUE (G) < "™ — ny3—t

MAX-3SAT = .
n @l < Cra s B

Fir das Entscheidungsproblem 35AT miissen wir [ = 1 setzen. Wir fixieren nun ¢, so dafl

1+e= 1#,. Dann ist das folgende Entscheidungsproblem ob 1. oder 2. gilt, als Konsequenz

von Lemma 10.1 N P-hart.

1. MAX-CLIQUE (G) > N/3 — MAX —3SAT(g) >m
2. MAX-CLIQUE (G) < N/(3(1 +¢)) — MAX —3SAT(g) <m/1 +¢

Da wir ¢ beliebig wihlen kénnen, erhalten wir mit Lemma 10.1 eine schwichere Ausage als

in unserem Hauptsatz:

Satz 10.4 FEs existiert ein ¢ > 0, so daf§ die Approzimation von MAX-CLIQUFE mit A.R.
(1 +¢€) NP-hart ist.

Um diese Aussage zu verschirfen, brauchen wir eine Konstruktion, die die Grofie der ma-
ximalen Clique in GG in einem viel stirkeren Mafl von der Erfiillbarkeit der 35S AT Formel g

abh#ngig macht. Wir fiihren dazu die sogenannten (n, k, a)-Booster ein:



KAPITEL 10. DIE NP-HARTE VON APPROXIMATIONSPROBLEMEN 123

Definition 10.2 ((n, k, «)-Booster) Sei n € IN gegeben. Ein (n,k,a)-Booster B ist eine

Menge B C Pyp({1,...,n}) von k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, so daf$ fiir alle A C

{1,...,n}

{B|B e B,BC A}| <
|B] B
=rR

fiir p = |A|/n gilt. rg wird BOOSTER-RATIO von B genannt.

(p—a)f < (p+ )

Als Beispiel betrachten wir B = Pi({1,...,n}). Fir a = 0 ist B ein (n, k, a)-Booster: Sei
A C {l,...,n} mit |A] = pn. Der BOOSTER-RATIO rg ist dann

(pg) ~ (Pnk)k —_ pk: Die
) ”

GroBe von B ist (}) = ©(n*). Somit folgt, daff wir nur fiir konstantes k diesen einfachen
Booster ist polynomieller Zeit konstruieren kénnen. Alon, Feige, Widgderson und Zuckerman
[AFWZ95] zeigen, dafi aber auch fiir & = O(logn) (n, k, a)-Booster in polynomieller Zeit

konstruiert werden kénnen:

Satz 10.5 (BOOSTER-SATZ [AFWZ95]) Seik = O(logn) und a > 0. Dann kann man

in polynomieller Zeit einen (n, k, )-Booster B mit polynomieller Grife berechnen.

Mit diesem Werkzeug, konnen wir unser Nichtapproximierbarkeitsresultat erheblich verbes-
sern. Wir werden mit Hilfe von (n, k, a)-Boostern unseren Graphen G geeignet aufblihen.

Setze (1 — ) = (1 +¢).

Definition 10.3 (BOOSTER-PRODUKT (BP) von Graphen) SeiG = ({1,...,n}, F)
ein Graph und B ein (n, k, a)-Booster. Das Booster-Produkt Gg ist dann der folgende Graph:
Gp = (B, {{si,5;}|si,5; € B, s;Us; ist eine Clique in G})

Dann steht die Gréfie der maximalen Clique von G mit der Gréfie der maximalen Clique von

G in folgendem Verhéltnis.
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Lemma 10.2 Sei G ein Graph auf N Knoten und Gg das Booster-Produkt fiir einen (N, k, o) -
Booster B. Dann gilt
1 < MAX-CLIQUE (Gg) <72

fiir
MAX-CLIQUE (G) k
MAX-CLIQUE (G k
= < NQ ( )+a> 18]

BewEIs: Sei C' C {1, ..., N} eine maximale Clique der Grife ¢ in G. Nach der Definition von

(N, k, a)-Boostern, gilt fiir die Anzahl v der Mengen X € B, fiir die gilt, daf§ X C C,
(t/N — a)¥|B| < u < (t/N + a)¥|B.

Nach der Definition von Gz bilden alle diese X eine Clique von Gg. Wenn nun B C B eine

maximale Clique von Gg ist, dann ist

C = U W ist eine Clique mit hchstens M AX-CLIQU E (G) Knoten in G
WeB
|

Nach Satz 10.5 kénnen wir in polynomieller Zeit einen (N, log N, 3/9)-Booster B konstruieren.
Also kénnen wir auch in polynomieller Zeit den BP-Graphen G = (B, E') konstruieren. Aus
Lemma 10.2 folgt, daf§

1 < MAX-CLIQUE (Gg) <72

mit
L <MAX-CL]\I[QUE (@) 8 /9>1°gN|B|
> ((3-08)/9)¢M|8|
und
Y <MAX-CL]\I[QUE @, 8 /9>1°gN|B|

< (3 +28)/9)2" 8.

Da |B| polynomiell in m wichst, erhalten wir eine GAP von |B|¢ fiir ein € &~ 1/5. |



Kapitel 11

Der Beweis von NP = PCP(logn,1)

Dieses Kapitel beschreibt den Beweis des bahnbrechenden Resultats von [ALM 92|, daf
NP = PCP(logn,1).

Genauer gesagt, zeigen wir hier die nicht-triviale Inklusion NP C PCP(logn, 1). Der Beweis

ist wie folgt aufgebaut:

1. Zunichst zeigen wir, da NP € PCP(n°M 1). Das heit, es existieren fiir Sprachen
aus NV P grofle Beweise 7, die mit konstant vielen Bitqueries randomisiert auf Richtigkeit

Uberpriift werden kénnen.

2. In Abschnitt 11.2 zeigen wir dann, da NP C PCP(logn, polylogn) ist, mit der Be-
sonderheit, da§ der Tester nur O(1) Segmente der Linge polylogn nachfragt. Wenn
wir die Anzahl der Queries in nachgefragten Paketen oder Segmenten messen wiirden,

kémen wir also mit konstant vielen Nachfragen aus.

3. In Abschnitt 11.3 werden wir nun Beweise fiir eine NP-vollstéindige Sprache derart re-
kursiv kodieren, daf in jeder Rekursion immer nur O(1) Pakete des Beweises nachgefragt

werden. Die Beweisgrofie wird dabei kleiner und die Grofle der Pakete ist durch eine

125
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Funktion in Abh#ngigkeit der Paketgréfie des Beweissystems im vorherigen Rekursi-
onsschritt bestimmt. Wenn wir nun mit einem PCP(poly(n), 1)-Beweissystem anfan-
gen, dann konnen wir es nach endlich vielen Rekursionsschritten auf ein PC P(logn, 1)-

Beweissystem reduzieren.

Dies war eine sehr grobe Skizze des recht komplizierten Beweises, der im folgenden ausfiihr-

licher behandelt wird.

11.1 ,,Parity based encoding”

Wir beginnen mit der folgenden schwécheren Version des PCP-Theorems.
Satz 11.1 NP C PCP(poly(n),1)

BEWEIS:

Wir werden zeigen, dal 3SAT€ PCP(n3, 1) gilt.

Sei f(X1,...,X,) eine 3SAT-Formel iiber n Variablen. Nehmen wir nun an, es gibt eine

erfiillende Belegung a = a;...a,, von f.

Wir werden a so kodieren, dafi der resultierende Code exponentielle Lénge in |a| hat. Da
alle exponentiell vielen Stellen zueinander ,,passen” miissen, wird die Wahrscheinlichkeit, da§
der Beweis den Test téuscht, sehr klein sein. Man sieht spéter, dafi der Beweis nur an O(1)
Stellen untersucht werden muf3, damit der Tester mit hoher Sicherheit garantieren kann, dafl

der Beweis korrekt ist.

Definiere fiir beliebige Vektoren 2 € GF(2)' und y € GF(2)™, oy = (ziy;) € GF(2)*™,

Mit unserer Belegung a sei nun

b:=aoa € GF(2)"" und c:=aob e GF(2)"*"*".
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Man erhilt mit a, b, ¢ als Koeffizienten lineare Funktionen A(z), B(y), C(z) wie folgt:

A:GF(2)" = GF(2) , A(x):=<a,x>= Zaixi
i=1

B:GF@2)"" — GF(2) , B(y):=<by>=>_> by
i=1j=1

C: QR - GF(2) , C(z):=<c,z2>— Z Z Z CijkZijk

i=1 j=1k=1
Der Beweis soll nun aus drei Tabellen A := (A(x))zeGF(Q)”’B = (B(y))yeGF(Q)”X”’C =
(C(z))ZeGF(Q)anXn bestehen.
Angenommen, der Beweis besteht aus den Tabellen A, B, C, die angeblich eine erfiillende
Belegung von f kodieren. Ziel ist es, einen (poly(n), 1)-beschréinkten Tester zu konstruieren,

der Def. 2.4 geniigt. Fir mufl zwei Eigenschaften des Beweises {iberpriifen:

1. Die Tabellen A, B, C kodieren (gemif obiger Konstruktion) eine Belegung & von f ;

2. a erfuillt auch tatséchlich die 3SAT-Formel f.

Test fiir Punkt 1:
Betrachte folgenden Algorithmus:
Eingabe: 2 Konstanten ki, k2 € IN und Lesezugriff auf die Tabellen A, B, C.
Ausgabe: Akzeptiere genau dann, wenn der Beweis Test 1 und Test 2 besteht.
Test 1: Wiederhole die folgenden 3 Tests ki-mal :

1. Teste fiir x, 2" €r GF(2)",

Ae) + A = A + ).
2. Teste fiir y, 1y’ €r GF(2)"*",

B(y) +B() = By +¥).
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3. Teste fiir 2,2 € GF(Q)anXn7

Cx)+C(E)=Cz+72).
Test 2: Wiederhole die folgenden 2 Tests ko-mal :
1. Gilt fir 2,y €g GF(2)" — {0},
SC-A(x) - SC-A(y) = SC-B(z o y)
2. Gilt fir x €g GF(2)" — {0},y €r GF(2)"*" — {0},

SC-A(x) - SC-B(y) = SC-C(z o y)
Mit den Unterprogrammen,

SC-A (z € GF(2)")
Wihle r €r GF(2)" ;
Return(A(r) + A(z —r)) = A(z), falls A linear.

SC-B (y € GF(2)™*")
Wihle r € GF(2)"*" ;
Return(B(r) + B(y — ) = B(y), falls B linear.

SC-C (z € GF(2)""™™)
Wihle r €p GF(2)"™" ;
Return(C(r) + C(z —r)) = C(z), falls C linear.

Definition 11.1 f,g : D — R seien zwei Funktionen diber endlichen Mengen D, R. Der
Abstand A(f, g) zwischen f und g sei wie folgt definiert:

Alfg) = Pr [f(x) £ (o) = LEELT @ 7 9()}]

z€ERD |D|

(f,9) heift 5-nah, wenn A(f,g) <4.
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Lemma 11.1 Fiir gegebene Konstanten 0 < 4, p < 1 existieren Konstanten k1, ko, so daf$ der
obige Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit von mindestens p verwirft, wenn keine Belegung a
von f existiert (und somit auch keine induzierten A, B,C) , fir die (A, A), (B, B)und(C, C)
alle 6-nah sind.

BEWEIS:

Betrachte zunéchst folgendes Lemma von Blum et al. [BLR90]:

Lemma 11.2 Sei §: F — F' eine Funktion iiber zwei endlichen Korpern F und F'. Wenn

br[g(x) +9(y) 7 9(z +y)] <

z,yeErF

NSRS

dann existiert eine lineare Funktion g : F' — F', so daf (g, ) 0-nah ist.

m(Lemma 11.2)

Angenommen, es gibt keine lineare Funktion, die é-nah an A liegt. Dann folgt aus dem obigen

Lemma, dafl

z,yeRE%(Q)n[A(x) +Ay) # Az +y)] >

NSRS

Analog fiir B, C. Daraus folgt, daB nach bestandenem Test mit hoher Wahrscheinlichkeit li-
neare Funktionen mit Koeffizienten a € GF(2)",b € GF(2)"*", c € GF(2)"*"*" existieren, so
daB (a, A), (b, B), (¢, C) 6-nah aneinander liegen. Wir werden nun zeigen, daB mit beschrink-
ter Fehlerwahrscheinlichkeit b = a o @ und ¢ = b o a garantiert werden kann, wenn auch Test

2 erfolgreich war.

Lemma 11.3 Seix € GF(2)"\ {0}. Dann existieren genau 2% zu x orthogonale Vektoren
y € GF(2) (Bzw. genau 2"~! Vektoren y' € GF(2)" \ {0}, fiir die x'y’ =1 gilt).
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BeweEis: Sei z € GF(2)" \ {0}. O.B.d.A. sei &, = 1. Man nehme nun ein y € GF(2)" und

ordne y eindeutig y' = (y.) mit

i =

zu. Nimm an, dafl y, = 0. Dann gilt

n—1 n—1
aly =Y wwi ) myi + 1 =2y
i=1 i=1

Analoges gilt fiir den Fall y,, = 1. Auf jeden Fall existiert eine Bijektion zwischen den zu x

orthogonalen und nichtorthogonalen Vektoren, womit die Behauptung folgt.

11.3)

Aus Lemma 11.3 folgt, daB fir o, 3 € GF(2)",a # 3 Prye, 01303’y # B1y]
Da fiir ein V € GF(2)™*" 27V = (270, folgt dann, daB fir X,Y € GF(2)™*", X £Y

Pr

27X £ 2TY] = Prlzl (! —yY) A0V .. val(@® —y") £0] >

z€Rr{0,1}"—{0}

gilt. Kombiniert man beide Ergebnisse, erhilt man fiir X,Y € GF(2)"*", X £Y

11
[t Xy A atYyl 2 55 =

DO =

Pr
I,yER{O,l}n—{O}

m(Lemma

gilt.

Mit X :=aTa und Y = (b;;) folgt, daB (unter der Annahme,da A, B linear sind) der erste

Test in Test 2 mit Wahrscheinlichkeit grofier oder gleich i negativ ist, wenn b # aoa (Beachte,

daB za”ay” = (aa®)(ay") und X, ;bijziy; = Y2, biy; = aByh). Gleiches Argument

gilt flir c = aob.

Was ist, wenn A, B, C nicht gleich, sondern nur §-nah an den linearen Funktionen A,B,C mit

Koeffizienten a, b, c liegen? Es mufl sichergestellt werden, daf3 die beim Test 2 erforderlichen

Werte korrekt sind. Betrachte das Unterprogramm SC-A. Es gilt wegen Lemma 11.2:

Rr[/l(x —r)# A(x —r)] <6 und P;r[/l(fr) # A(r)] <6

= P;r[fl(a: —r) £ Alx —r) V A(r) £ A(r)] <26
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Da 21 + 22 # 11 + y2 impliziert, dal &1 # y1 V 22 # 4o folgt
Rr[[l(x —7r)+ fl(fr) # Alx —7r) + A(r)] < 24.

Also ist das Ergebnis von SC-A mit Wahrscheinlichkeit gréfier oder gleich (1 — 26) richtig
(Gleiches Argument gilt fiir SC-B,SC-C). Also ist die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit, wenn
beide Tests akzeptieren, durch die Konstante 2 - i(l — 2§) nach oben beschréinkt. Durch
konstant viele Iterationen kann jede beliebige Schranke p erreicht werden. == Lemma 11.1.

m(Lemma 11.1)
Test fiir Punkt 2.

Wir wissen zwar, dal mit hoher Wahrscheinlichkeit A, B, C' eine Belegung & von f kodieren,

jedoch nicht, ob @ f auch wirklich erfiillt.

f hat als 3SAT-Formel die Form: f(z) = A;c; Cj(z) mit den Klauseln

Cj(z)

i\, 052\, 058y
(@i Vays Vagg) =

1—aj1 1—aj o 1—ajs

(De Morgan) (T AT T AT )

::C;(a:)
, a=0

Mit y* = Y
Yy, a=1

Arithmetisiere die C*} wie folgt:

(fﬁffl A xféz A x]ﬂés) = Ci(x) = Ci(z) := (Bjn + 21)(Bj2 + 252) (B3 + 2j3)

Beachte dabei, daf§ tiber GF(2) 1—2 =1+ x gilt. Aus der Konstruktion folgt dann, da8

f(a) =1« Cla) == (C(a))jes =0

Wenn C(a) nicht der Nullvektor ist, folgt wieder nach Lemma 11.3, daf

<C(a),r >#0| >

DO =

Pr |
rer{0,1}71\{0}
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gilt. Fir beliebiges r € {0,1}7I hat < C'(a), r > folgende Form:

<Cla),r> = Zfrjéj(a) =
jed
= > ri(Bi +aj) (B2 + az2)(Bys + ajs) =
jed
) = Yry (811852858 + BirBisaze + Bj2Bjsa; + Bisajajet+

T 4 Bi1B52a53 + Bj1aj0a,5 + Bioajiais + aja;2a;53)

jeJ
= > 1iBiBpBs+
jeJ
=iy
n
+Zai( Z 71)( Z Bm1Bm2) +
i=1 l:r; Koeff. v.a; in (%) m1,m2:8m1BmaKoefl. v. a; in ()
=:9;
n
+ ) aia( > r)( > Brm) +
4,7=1 l:r; Koeff. v. asa; in () m:Bm Koeff. v. aza; in (%)
=:tij
n
+ Y aijax > ) =
4,7,k=1 l:r; Koeff. v. ajajay in (%)

=Wk

(xx) = 7+ A) + B(y) + Cw)

Beachte dabei, dafl man =, ¢, ¢, w in polynomieller Zeit berechnen kann. Es gentigt also, den
Ausdruck (xx) zu berechnen und genau dann zu akzeptieren, wenn er Null ergibt. Wir kénnen
jedoch nicht sicher sein, daf die Werte stimmen,da A, B,C nur § — nah an A, B, C' liegen.
Wie zuvor kénnen wir die Selbstreduzierung von linearen Funktionen zur Hilfe nehmen und
erhalten mit Wahrscheinlichkeit > (1 — 20) jeweils das richtige Ergebnis. Somit machen wir,

wenn wir akzeptieren, mit Wahrscheinlichkeit kleiner oder gleich %(1 —60) einen Fehler.

Resultieren wir:

o Die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit ist durch eine Konstante nach oben beschrénkt;

e alle Tests sind in polynomieller deterministischer Zeit berechenbar;
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e da f eine 3SAT-Formel ist, folgt |J| < (3) = O(n®). Also ist die Anzahl der Zufallsbits
O(n?) und

e die Anzahl der Fragen an den Beweis ist konstant.

Somit folgt, daB 3SAT € PCP(n?,1). m(Satz 11.1)

11.2 Segmentierung der Fragen

Im néchsten Unterabschnitt werden wir einen randomisiert tiberpriifbaren Beweis (fiir Spra-
chen aus N P) benotigen, der mit konstant vielen Fragen auf Korrektheit getestet werden
kann. In unserem Fall ist die Lénge der Fragen jeweils polylog(n). Man kann diese Eigen-
schaft auch als Segmentierung des Beweises betrachten, wobei der Tester nur konstant viele

Segmente des Beweises untersucht.

Satz 11.2 Fiir jede Sprache aus NP g¢ibt es ein PCP-Beweissystem, so dafl der Tester

e O(log(n)) Zufallsbits bendtigt und

e O(1) Segmente der Linge polylog(n) nachfragt.
Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 11.2 betrachte das folgendende schwéchere Resultat
von Babai et al.:
Satz 11.3 ([BFLS91])
NP = PCP(logn,polylogn)

Bemerkung 11.1 Wenn f eine 3SAT-Formel ist und w eine erfillende Belequng von f,

dann ist die Linge | = |x| des PC'P(logn, poly logn)-Beweises 7, | := n°W,
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Im folgenden sei d := [log)ign], I:={1,...,[logn]}. Da

log n

loglogn Toglogn — 1

[bi] logn
ﬂOg "’L—| log log n Z lognloglogn =9

gilt, kann man eine Zeichenkette  tiber {0, 1} der Linge n auch als Abbildung  von I nach
{0, 1} betrachten. Unser Ziel ist, diese Abbildung in ein Polynom (mit beschrinktem Grad)
{iber einem endlichen Korper einzubetten. Sei also q € [(klogl)*, 2(klogl)?*] eine Primzahlpo-

tenz fir k € IN eine Konstante. Es gilt nun, daf§ @ := GF(q) 2 I.

Lemma 11.4 (Low-Degree-Erweiterung) Sei f: H™ — ' mit H C F und I ein endli-

cher Kdrper. Dann existiert ein eindeutiges m-variates Polynom f tber F', so daf

e der Grad von f in jeder Variable < |H| —1 ist. Also ist deg f < m(|/H|—1).

o f(z)=f(x) VxeH™.
f wird auch die Low-Degree-Erweiterung von [ genannt.

BEWEIS:
Sei v € H und
, r—1 1, z=u
L) — [Licr fuy( .) N
, TFEU

[Lic i quy (v —17) 0
L, ist ein univariates Polynom mit Grad |H| — 1. Nun konnen wir f wie folgt definieren:

i@= Y F@ ] Ll
=1

u=(U1 ooyt ) EH™

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, daf f hichstens m(|H| — 1) Nullstellen iiber F' hat.
m((Lemma 11.4))

BEwEIs: (von Satz 11.2)
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Sei m der Beweis des PCP Systems von Satz 11.3. Mit obigen Vorbemerkungen kdnnen wir
7 auch als Abbildung 7 : I¢ — {0, 1} schreiben. Das neue Beweis-Orakel bestehe nun aus

folgenden Tabellen:

® Tooints sei die Wertetabelle der Low-Degree-Erweiterung 7 : Q% — Q von w. Es gilt

deg @ < |I|d. Beachte ferner, dafl
¢* = O(log? V(1)) = O(17W) = W
ist. Somit sind in Tpoints noM Eintrége der Linge poly log(n).

e Tlines sei eine Tabelle, so daf Tiines(a, b) ein univariates Polynom ist, das #(a + ib) als
Funktion in 4 beschreibt. [Tines hat ¢*? = poly(n) Eintrége. Die Lénge der Eintriige ist
glog g = log®M nloglogn = polylog(n) ]

e Spiter wird der Tester r = (ag, a1, ..., ax) €r Q? x (I%)* wihlen (Bedarf an Zufallsbits
ist O(logpolyn) = O(logn) ) und eine Funktion p, : @ — Q¢ konstruieren, so daB
pr(i) = ai, (i = 1,.., k) und die einzelnen Komponenten (p,); Polynome vom Grad < k
sind.

Der Beweisende soll nun eine Tabelle T}, konstruieren, die fiir jede Wahl von r =
(ao, ..., ax) die Werte von 7 o p, enthélt. @ o p, ist ein Polynom vom Grad < kd|I|.

[ n°0) Eintriige, der Linge poly log(n). (Siehe letzter Punkt)]
Der Test, ob der kodierte Beweis auch korrekt ist, verlauft wie folgt:

Schritt 1:

1. Wahle a,bcr Q% und i €r Q ;
2. Teste, ob Theints(a + ib) = Thines(a, b) (i) ;
3. Wenn Test erfolgreich, so fahre fort, sonst verwerfe .

Schritt 2: Wihler = (ag, a1, ..., ax) €r Q¢x(I%)* und konstruiere p,. Teste, ob p,(1), ..., pr(k)
den Test von Satz 11.3 bestanden hétten.
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Schritt 3: Wahle ¢t €p @ und teste, ob T, (t) = Tpoints © Pr(l).

Insgesamt werden O(1) Eintréige (der Lénge poly logn) der Tabellen untersucht und O(logn)
Zufallsbits bendtigt. s bleibt die Korrektheit des Testalgorithmus zu zeigen.

Beh:

Pr [Tpoints(a + Zb) # T'lines(aa b) (Z) Vv Tpr (t) # Tpoints ©Pr (t)] S )

r,a,b,i,t

= P{[Tpr # Tpoints ©Pr A Tp,« (t) — Tpoints ©Pr (t)] S 35

Die Aussage ist dquivalent zu der Aussage, dal wenn die Antworten von T, flir ein 7 nicht
mit den Antworten von 7 (bei Eingaben ay, ..., az) tibereinstimmen und Tjpinss nah ein einem

Polynom liegt, der Beweis durch Test 3 mit konstanter Wahrscheinlichkeit f&llt.
BEwEIs: (der Beh.)

Es gilt also, dafy

Pr To’ins a+ b Tines a’b 1 §5
(a,b,i)eR(Qd)QxQ[ points( ) 7 Tlines(a, 0)()]

(Satz 11.4 =) Es existiert ein Polynom g vom Grad < |I|d, so daf§

Pr [Thoints(x) 7 g(2)] < 20

z€RQ

Also erhalten wir:

];)%'[TPT # Tpoints ©Pr A Tp,« (t) — Tpoints o Pr (t)] S

< P, #gop AT, (1) = gop ()] +26 <
k|[|d k:logn ologonn

< q +26 (BeaChte k4 l(igi]ng - k3 log? nlloglogn )
——

<6 fiir k grof3 genug

Womit Satz 11.2 bewiesen wire. m((Satz 11.2))
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11.2.1 Der Low-Degree-Test

Bemerkung 11.2 Wenn Prycx|[v(x) # ¢(x)] < 0, dann folgt aus der Markovschen Unglei-

chung,
= = o
Pr Hﬂwﬁkw¢@”|2(l—d}zl—4% Hﬂwﬁ;w¢@”|§(l_d SE
\{z\w(v‘:;f‘ﬂz)}\ >e

<8
— €

Fir &, h € F" sei P, ;(y) ein Polynom vom Grad d in y, das die Anzahl der gemeinsamen

Punkte mit f(& + yh) maximiert.

Satz 11.4 Sei f: F™ — F gegeben, so daf
Pr[f(@) = P, (0210

Dann existiert ein Polynom g : F™ — F mit deg(g) < d, so daf

P [1@) — g(@)] =12

BEWEIS: via Lemma 11.5-11.8.

Bemerkung 11.3 FEs gilt folgende Aquivalenz:

Pr [f(&)=P,;(0)]>1-6<  Pr [f(&+yh) =P,
T,hERF™ ! Z,hegFnyegF !

W =1-6

=Py i i, (0) die Anzahl

BeweEis: Die Riickrichtung ist klar. Umgekehrt maximiert P, ; (y)

der gemeinsamen Punkte mit f(& + yh + Ohq). Also folgt

Pro[f(&+yho+ Oln) =Py 55 (0)] =16
&,ho,h1,y - —_—
=f(d+yho) =P 5o W)
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Definition 11.2 Sei M = (my.)y.cr eine Matriz. Dann heifit das Polynom

e in z, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte mit der y-ten Reihe in M mazimiert,

e iny, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte mit der z-ten Spalte in M mazimiert,

CH(y).
Betrachte folgendes Lemma ohne Beweis:

Lemma 11.5 (Arora, Safra [AS92b])

Es qibt ein €, so daf$ Ve < € bei gegebener Matriz M = (my,)y.cr mit der Eigenschaft
Prim,, = Réw(z)] >1—eund Prim,, =CM(y)| >1—¢
Y,z Y,z

ein bivariates Polynom Q(y, z) mit deg(Q) < d in y, z, so daf

P;r[RéM =Q(y,)]>1—¢c und P;r[Cy =QRG2)|>1—-¢

Definiere nun g wie folgt:

g = majority; e pu {P; (00} <= [9(2) = z & [{h|P, ;,(0) = 2}| > [{h|P, ;,(0) = 2}|Vz # 7]
Wie oben sei P; ﬁ(y) ein Polynom vom Grad d in y, das die Anzahl der gemeinsamen Punkte
mit g(i + yh) maximiert.

Lemma 11.6

Pr [f(2) = g(#)] > 1 - 2.

BEWETSs: Sei G := {h|g(&) = P, ;,(0)} und F; := {h|f(&) = P, ;,(0)}.
Es gilt:
g@) # f(@)e| GsNF: |=0=|GsUF;| >1

Fr\(G3UF;)
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Also gilt

Prig(z) # f(2)] < Pr[|GaUF;|>1]<

(Markowsche Ungleichung) < E;[|G; U Fy|] <
< Eal|Gel] + Be[| Fil] <20
|
Lemma 11.7
40
Pr[P.; (0)=P.; (0)]>1— —
in,ilg[ oin (0= Py, (O] 2 ¢

BEWEIS: Sei 1, ho € F™ und M — (my,) mit my, = f(2 +yhy + zhs) gegeben. Aus Bem
11.3 und der Tatsache, daf§ & + yﬁl, ho zufillig gewdhlt und unabh#ingig sind, folgt

O Pr [f(@tyhy +zho) = Py ()] = 16
hi,ho€gF™ !

O Pr [f(@+yhitzhe) = Py 0(2)] > 1=6
hi,ho€EgF™ ’

(Bem. 11.2) == Die Annahme, da8
Pr| My, = Réw(z) | >1—cund Prlmy, = CM(y)]>1—¢

Y,z _/_/ Y,z _/_/
f(§;+yill+zilg):pi+yﬂlﬁ2 (2) (..)

ist mit Fehlerwahrscheinlichkeit < 2?5 richtig.

(Lemma 11.5) = Es existiert ein bivariates Polynom Q(y, z) mit deg(Q) < d, so dal mit

Y= {y|RY = Q(y,)} und Z; := {z|CM = Q(,2)},

IYil,|Z1] = (1 —€)|F] gilt.
Seien y, z €p F. Da & + yha, he zufillig gewiihlt und unabhsingig sind, gilt
Pr T+ iL =P . . (0 > 11— 5
fnﬁzeRFn[f( Yh) = Piyiy i (0)]

Pr Ftzhe) =P 5 s (0)] > 1-—6
Bl,ﬁgeRFn[f( 2) I+zhg,h1( )l
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Sei nun

Yo = (Y@ + yh) = Py, i o(0)) und Zo = {] (@ + 2ha) = Py 31 (0)}

Da % > 1 — ¢ gilt, folgt nach Bem. 11.2

Pr vl > (1 -9l > 1-°

ha,ho
Analog erhdlt man Pry, ; [[Zof > (1—¢)[F|] 21— %
Mit Fehlerwahrscheinlichkeit < 4?5 kann man nun annehmen, dafl

|[F\Ys| |[F\ V] |[F'\ Zo| |\ 7]
+ < 2¢ und + < 2e
| F| | F| | F| | F|

Da 26 > (V1] + [Ya]) = (Y1 U Yal) = py([F] = |1 1 Yal) gilt, folgt

Y1 N Y| > (1 —2¢)|F| und analog |71 N Z3] > (1 — 2¢) | F|
bei gleicher Fehlerwahrscheinlichkeit.

Fir y € Y1 NY; folgt dann Py, 5 50(2) = @y, 2) und myo = Py (7 7,5(0)

x

= myo = Q(y,0). Wenn nun (1 —2¢) > 1 = P, ; (y) = CY = Q(y, 2) |,—0. Analog gilt dann

I7h1

P, (2) = RY = Q(y, 2) |y—0- Daraus folgt dann, mit WK < 4?5

x

P, ;,(0) = Q(0,0) = P, (0).

Lemma 11.8

Vi, h gilt (&) = P, (0)

)

BEWEIS:

Seien ﬁl, he €p F™ und definiere die Matrix M — (my,) mit

myo = g(& +yh) und my. = f(& +yh + 2(h1 +yhs)) (22> 1)
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Es gilt
BE}"LQ[JD(@ +yh+ 2(hy + yho)) # 9@+ yh+ 2(h1 +yha))] < 6
A yh+ 2l + yho)) £ Py iy i (2] S0
(Lemma 11.7) = BE& [9(& + yh + 2(hy + yhs)) # Py, ()] < 4?5

Insgesamt ergibt dies

Pr [myz = (& +yh+ 2(hy + yho)) = g(@ + yh+ 2(h1 + yha)) = Py yhi iy (2)] = 1= 61
1,12

mit 6y := 20 + 4?5. Wie bei Lemma 3 folgt mit Bem. 11.2, daf§
Primy. = Ry(2)] 21— ¢ und Prlmy. = CH(y)] 21—

zutrifft mit Wahrscheinlichkeit > 1 — d2 (*) (mit do = @). (Lemma 11.5) = Es existiert

ein bivariates Polynom Q(y, z) mit deg(Q) < d, so dafl mit

Y= {ylR, = Q(y,)} und 7y := {2/CY = Q(, 2)}

IYil,|Z1] = (1 —€)|F] gilt.
Beh:

L Prj . [myo = Q(y,0)] > 3

2. PI‘;LLBQ [moo - Q(O, O)] >1- 51 — 52

zu 1.: Fir beliebiges y € F' gilt

hfiz[(myo :)g(:ﬁ T yh) - P§:+yiz,izl+yﬁ2 (O)] >1-6

Aus Bem 11.2 folgt dann, dafl mit Wahrscheinlichkeit > 1 — g9 fiir einen Anteil von

mindestens (1 — ¢) der y gilt, daB

mMyo =P

Etyh,h1tyhe (O)

Fir y € Y7 gilt jedoch P, = Q(y,0). Wenn 1 — 2¢ > %, folgt Beh. 1 :

+yil7ill+yilQ (O)

API" [myO # Q(yv O)] < Apl" [myO # Pj;+yﬁjl1+y}}2 (O) \ Pj;+yﬁjll+y}}2 (O) # Q(yv O)] < 2e

hi,ho hi.ha
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zu 2.: Analog zeigt man, daf fur z € Z1, Pr;, ; [P} (2) = mo. = Q(0,2)] > 1 mit Wahr-

x

scheinlichkeit > 1 — 02, so daB P, ; (2) = Q(0, z). Setzt man y = 0 so erhélt man

Pr [(moo =)g(2) = P,

h1 o a2 1 =00

—= Pr [moo # Q(0,0)] <61 + 02 = Beh. 2
hi,ho

Insgesamt gilt nun

o Mit Wk < 52 gllt Myo # Q(yv O)

o Mit Wk < 9 + 61 gilt mog # Q(O, O).

Wegen (x) folgt dann:

(xx) = Pr[g(2) = P, ;(0)] > 1—35 — &
hi,hs >

(skarok )
Da der Ausdruck (s =) jedoch unabhingig von hy, hs ist, folgt, daB (sx) = 1 (wenn 1 — 385 +
o > O). |

BEwEIs: (Satz 11.4)

(Lemma 11.6) = Pric, e [f(2) = g(2)] > 1 —26

(Lemma 11.8) = g(2) = P ; (0) und deg(P') <d

—= die Behauptung von Sa7tz 11.4. m((Satz 11.4))

11.3 Rekursive Kodierung

Wir werden einen Beweis fuir eine NP-vollsténdige Sprache derart rekursiv kodieren, dafl in
jeder Rekursion die Eigenschaft erhalten bleibt, dal zum Testen nur O(1) Fragen an den
Beweis gestellt werden miissen. Als Basis verwenden wir das ,,Parity based encoding” vom
vorletzten Unterabschnitt. Mit den Ergebnissen vom letzen Abschnitt kénnen wir die Kodie-

rungen so konstruieren, dafl jeweils nur konstant viele Segmente mit konstant vielen Fragen
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getestet werden miissen. Wenn wir nun garantieren konnen, daf§ die Linge des Beweises sehr
klein wird ( sagen wir in der Ordnung von polyloglog(n) in der Eingabeldinge n ), dann
erhalten wir statt dem urspriinglichen Aufwand von poly(n) Zufallsbits, einen Aufwand von
poly loglogn = O(logn). Zur Prézisierung werden wir nun die Notation von Kodierungssche-

mata zur Hilfe nehmen:

Definition 11.3 (Kodierungsschema) Ein [(n)-Kodierungsschema Ey fir ein zweistelli-
ges boolesches Pradikat ¢(,) hat zwei Eingaben x und y, und generiert ein Tripel (X,Y, )
mit der Figenschaft

X, Y, 7 sind Bindrstrings,

X ist nur von x und Y nur von y abhdngig,

w darf von x,y und ¢ abhdngen,

o [(X,Y,m)| = O(l(n)), mit n = || + |y|.

Definition 11.4 Zwei Tripel (X1, Y1, m) und (Xo, Ya, m2) liegen e-XY-nah aneinander, falls

fiir die Hammingdistanzen von X; bzw. Y; gilt, daf

d(X1, Xs) < €| X1| und d(Y1,Ys) < €|Yi].

Definition 11.5 (Distanz eines Kodierungschema)
Fin Kodierungschema Ey hat die Distanz ¢, wenn fir jede Eingabe (x1,y1) # (%2,y2) gilt,
dafl Eg(z1,y1) und Eg(x2,y2) nicht e-XY-nah sind.

Definition 11.6 (gutartige Kodierungen) FEin [(n)-Kodierungsschema E4 mit Distanz ¢
wird gutartig genannt, wenn ein randomisierter Algorithmus T mit folgenden Figenschaften

existiert:
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o T untersucht nur konstant viele Bits in (X', Y, 7'),
o [T(Ey(x,y)) = akzeptiere|, wenn ¢(x,y) = 1,
o [is existiert ein § > 0, so daf
Pr[T((X",Y', 7)) = verwer fe] > & ,wenn

— Ar,y [Eg(x,y) und (XY, 7') sind $ — XY-nah] oder

— Jx,y  [Ey(z,y) und (X', Y, ') sind § — XY-nah| A ¢(z,y) = 0.

Die Basis

Satz 11.5 FEs gibl ein gutartiges (QPOIY("))—Kodiemngsschema Eé,o) fiir ein in polynomieller
(deterministischer) Zeit auswertbares Pddikat ¢. Es werden dabei ro(n) = n®Y) Zufallsbits

bendtigt.

BEWEIS:

Sei ¢(x,y) gegeben. Aus Cooks Theorem [CT71] folgt, daB
d(x,y) =1 < 3z, f| f ist eine 3SAT-Formel | : f(x,y,2) =1

Dabei folgt aus der Konstruktion von f, daf |z| = O(p3*(n)) und |f] = O(p°M(n)), wenn
Bz, y) in Zeit p(n) € n°W evaluiert werden kann (n = |z| + |y|).
Konstruktion der Kodierung Eé)o)(x, y) = (X, Y, m): Sei

X = (2uh) w und Y = (yol)

weGF(2) weGF(2)"

Wenn a = zyz eine erfiillende Belegung von f ist, dann sei 7 die Kodierung von a wie im
Beweis von Satz 11.1 (parity based encoding). Aus der Konstruktion folgt, dafi |[XY7| =
()(20(1)6(”))) - ()(21301}’(”)) gilt.

Ein Testalgorithmus fiir Eé)o)(x, y):
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1. Teste, ob w die Kodierung einer erfiillenden Belegung von f ist. Wende dabei den Al-
gorithmus aus Satz 11.1 an. Wir bendttigen dabei nur konstant viele Nachfragen an =.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist durch ein 41 nach oben beschrinkt.

2. Teste, ob X,Y Kodierungen von z,y sind, so dal zy Prifix von a ist. Da alle inneren

Produkte 2u’ aus X auch in 7 enthalten sind, verliuft der Test wie folgt:

(a) Teste wie bei Satz 11.1, ob X §’-nah an einer linearen Funktion liegt.

(b) Wihle u, 71,72 €p GF(2)1*! und teste, ob
x(ry —uw)T +arl = A(rg —u) + A(r);
(c) Akzeptiere genau dann, wenn Test (a) und (b) erfolgreich waren.

Der Test fuir  verlduft analog. Wie bei Satz 11.1 erhilt man fiir die Fehlerwahrschein-

lichkeit eine obere Schranke ¢ .

Es folgt nun, dafl Eé,o) ein gutartiges (QPOIY("))—Kodierungssehema ist und ro = O(n?) gilt.

Die Rekursion

Wie einige Male zuvor:
Sei ¢(x,y) gegeben. Aus Cooks Theorem folgt, daB
d(x,y) =1 < 3z, f| f ist eine 3SAT-Formel | : f(x,y,2) =1
Dabei folgt aus der Konstruktion von f, daf |z| = O(p?(n)) und |f| = O(p°M(n)), wenn

H(x,y) in Zeit p(n) € n®Y evaluiert werden kann (n = |z| + |y|).

Bemerkung 11.4 Betrachte folgende Abstraktion des segmentierten Beweises aus Abschnitt

11.2:
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1. Der Beweis besteht aus konstant vielen Tabellen Ty, ..., T, ;
2. Jede Tabelle T; hat poly(n)-viele Fintrdge der Ldnge poly log(n) ;

3. Die Tabellen T, T kodieren x bzw. y mit Hilfe der Low-Degree-FErweiterung der Zei-
chenketten x,y. Aus dem Lemma von Schwartz [S80b] folgt, daf fiir die Tabellen von
2wei verschiedenen Strings x1 und xo gilt, daff der Anteil der gleichen Fintrige durch

eine Konstante nach oben beschrdinkt ist. Fir y gilt dasselbe.

4. FEs existiert eine Verifikationsprozedur, die die Tabelle nur an konstant vielen ( sagen
wir ¢ ) Fintrigen untersucht und mit durch eine Konstante beschrinkter Fehlerwahr-
scheinlichkeit testen kann, ob

o 11,75, Belegungen x,y zuldssig kodieren und

e ob ein z existiert, so daf§ f(x,y,z) =1 ist.

Die Anzahl der bendtigten Zufallsbits ist dabei O(logn).

Konstruiere nun E® rekursiv mit Hilfe von EG~Y wie folgt:

e Bilde eine Tabelle T, eren, indem man fiir alle moglichen Folgen von Zufallsbits, die
in der Verifikationsprozedur von Abschnitt 11.2 auftreten kimnen [ 20002™)_yiele |, die
Konkatenation aller bei den jeweiligen Zufallsfolgen ausgelesenden Eintrége aus T;, (i =

1, ..., ¢) eintriigt ;

e Bilde ¢ Vergleichstabellen T7, (j = 1, ..., ¢), die fiir jede mogliche Zufallsfolge | 90O logn)_
viele | zwei Eintrage (T%(r)1, T}(r)2) hat:

1. die (bei der jeweiligen Zufallswahl) vom Tester beim j-ten Test ausgelesenen Be-
weisteile;

2. Konkatenation aller bei der jeweiligen Zufallswahl ausgelesenen Eintrdge des Be-

weises [Beachte T]'»(?”)Q = Toverau (7)) -
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Jeder Eintrag wird nun mit dem Kodierungsschema Ef;j_l) wie folgt kodiert:

e Die Eintridge von T, (k = 1,...,¢) werden mit Ef;l_l), ¥1(0,0) = 0 kodiert, fiir alle
Eintrége o in Ty ( Die zweite Stelle ist hier nutzlos; spéter wird nur die Kodierung von

o benotigt) ;
e Die Eintrége von Toverqu Werden mit Ef;;l),
Y2(0,0) = 1 < o tiberzeugt den Tester aus Abschnit 11.2
fur alle Kintrége ¢ in Toperall ;
e Die Eintrége von T}, (k = 1, ..., ¢) werden mit Ef;s_l) ,

Y3(o1,02) =1 < 01 = dem j-ten Teil von o9

ftir alle Paare (o1, 02) von Eintrégen in 7Tj.

Y (X, Y, r)ist die Konkatenation aller kodierten Eintréige von T4, ..., Te, Toveraits T1s -y Tors
so daf3

e X = Kodierung von 77 ;

e Y = Kodierung von 75 ;

e m — Rest .

Satz 11.6 Eg) ist gutartig fir i > 0 . (Mit ¢ ein in polynomieller (deterministischer) Zeit
auswertbares Pidikat). Wenn l; die Linge der Kodierung Eg) und r; die Anzahl der bendtigten

Zufallsbits in der Verifikationsprozedur ist, dann gilt:

1. I;(n) = poly(n) - [;—1(polylogn)

2. ri(n) = O(logn) + O(ri-1(poly logn)) + O(log(l;—1(poly logn)))
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BEWETSs: Wir haben in der Kodierung poly(n) Eintrige der Linge [;_1(poly logn) = Beh.
(1). Den Rest durch Induktion tiber i:

1 = 0: Folgt aus Satz 11.5 .
i—1— 1

e Nach Induktionsvoraussetzung hat £~ Distanz € > 0. Wegen Punkt 3 in Be-
merkung 11.4 unterscheiden sich die jeweiligen Tabellen fiir x1 # 2 in mehr als
¢|Ty| Eintragen fiir eine Konstante ¢ > 0. Daraus folgt, da die Kodierung von x
eine Distanz > min{e, ¢’} hat. Analoges gilt fiir y.

e Betrachte folgende Verifikationsprozedur:

Schritt 1: Wihle r € GF(2)0U0s™),
Schritt 2: Teste mit dem Tester fiir Ef;;l) im r-ten Eintrag der Kodierung von
Toverall; Ob 1o erfiillt ist.
(& Ja = ay...ar |diese ¢ Strings tiberzeugen den Verifizierenden aus Bem. 11.4]
)
Der Aufwand an Query-Bits ist nach I.V. O(1) [an Zufallsbits ;—1 (poly logn)].
Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist nach I.V. durch eine Konstante 1 beschrankt.
Schritt 3: Teste mit dem Tester fiir Ef;s_l) in der r-ten Zeile der Kodierung von
T),(k=1,...,¢), ob 93 erfillt ist (& b; ist j-ter Teilstring von b ) .
Der Aufwand an Query-Bits ist nach I.V. O(1) [an Zufallsbits O(r;—1(poly logn))].
Die Fehlerwahrscheinlichkeit sei ( wie bei Schritt 1 ) durch ein do beschrénkt.
Schritt 4: Teste, ob b; in T} mit a;, das in der Familie (7;) zu finden ist, tiberein-
stimmt. Da E(~Y nach Induktionsvoraussetzung Distanz ¢ hat, gentigt es die
Kodierung von a; und b; an O(1) Stellen zu vergleichen: Annahme a; # b;,

dann

kzeR{l,...,li,l(pOIylogn)} |B]|
=:B; =:A;
Der Aufwand an Query-Bits ist O(1) [an Zufallsbits O(log(l;—1(polylog(n)))).

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist durch é3 beschrinkt.

> ¢
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Schritt 5: Teste analog, ob a in Tyyeren gleich b in T]’», (j = 1,...,c) ist. Die Feh-

lerwahrscheinlichkeit ist durch é4 beschrinkt.
Wenn alle Tests erfolgreich waren, so gilt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — (332 8;) :

— Ks existieren zwei Strings z, y, die zuléssig kodiert sind ;

— a,y erfiilllen ¢ .

Daraus folgt, da E(® eine gutartige Kodierung ist.

Korollar 11.1 Fir E gilt:

1. Is(n) = poly(n)

2. ra(n) = O(logn)

BEWEIS: Aus Satz 11.5 folgt, daB lo(n) = gpoly(n) ro(n) € poly(n) ist. Daraus folgt:
l1(n) = poly(n) - gbolylogn _ O(Qp()lylogn)

Also ist lo(n) = poly(n) - O(QPOIyIOgIOg") € poly(n). Ferner gilt:

—0(20008m))

ri(n) = O(logn) + O(poly logn) + O(log QPOIyIOg") = polylogn,

rao(n) = O(logn) + O(poly loglogn) + O(log QPOIyIOgIOg") = O(logn).



Kapitel 12

Die Approximationskomplexitiat

von Zahlproblemen

In diesem Kapitel wollen wir uns einem ganz neuen Problemkreis zuwenden. Wir stellen die
Frage nach der Anzahl von Losungen zu gewissen Problemen. Diese Fragestellung erweitert

das Entscheidungsproblem, bei dem nur nach der Fxistenz einer Losung gefragt ist.

Zahlprobleme lassen sich nicht direkt mit Entscheidungsproblemen vergleichen. So ist das
Ergebnis eines Zihlalgorithmus eine natiirliche Zahl. In [V79a] wird ein geeignetes Berech-

nungsmodell fir Zahlprobleme eingefiihrt.

Definition 12.1 (Counting TM) Fine Counting TM (kurz CTM) M ist eine nichtdeter-
ministische Turing Maschine, die aufferdem ohne zusdtzlichen Berechnungsaufwand auf einem
Extraband die Anzahl akzeptierender Berechnungsfolgen ausdruckt. Damit berechnet diese TM
eine Funktion

far 2 2 — IN.
Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir nun Komplexitéitsklassen definieren.

150
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Definition 12.2 (#P) Mit #P bezeichnen wir alle Probleme, die mit einer polynomiell zeit-

beschrdankten Counting TM berechnet werden kinnen.

Anhand der Definition ist klar, daf die zugehtrigen Z&hlprobleme von Problemen aus N P in
#P liegen. Wie bei den Entscheidungsproblemen interessieren uns auch hier die schwersten

Probleme der Klasse. Dazu miissen wir zunéchst einen geeigneten Reduktionsbegriff einfithren.

Definition 12.3 (Orakel-Counting TM) Fine Orakel-Counting TM mit dem Orakel X ist
eine deterministische TM M, die einen speziellen Orakelzustand in ihrer endlichen Kontrolle
besitzt. Geht M in diesen Zustand tber, so wird der Inhalt eines speziellen Arbeitsbandes,
des Orakelbandes, als Fingabe fiir das Orakel X verwendetl, welches das Ergebnis, d.h. die
Anzahl der Lisungen des Problems X auf das Orakelband schreibt. Mit diesem Frgebnis kann
M dann weiterarbeiten. Wir bezeichen die Klasse der so in polynomiell beschrinkter Zeit

berechenbaren Probleme mit PX.

Damit kénnen wir eine geeignete Reduktion wie folgt definieren.

Definition 12.4 Fin Zihlproblem Y ist auf X reduzierbar, falls Y € PX. Eine Zihlproblem
X ist #P -hart, wenn
#P C P

FEin Zahlproblem X ist #P -vollstindig, wenn X #P -hart ist und X in #P liegl.

Kandidaten fiir #P-vollstdndige Zahlprobleme sind Z&hlprobleme, die aus NV P-vollstédndigen
Entscheidungsproblemen hervorgehen. Ob alle diese Z#hlprobleme wirklich #P-vollstéandig
sind, ist ein offenes Problem. Valiant gibt in [V79b] ein erstes nichttriviales #P-vollsténdiges

Zshlproblem an.

Satz 12.1 Die Berechnung der Permanente einer nxn Matriz mit Eintrdgen aus {0, 1}, d.h.

die Berechnung der Anzahl Perfekter Matchings eines bipartiten Graphen, ist #P -vollstindig.
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Dieser Satz ist sehr erstaunlich, da das zugehorige Entscheidungsproblem, d.h. der Test auf die
Existenz von Perfekt Matching, in polynomieller Zeit moglich ist. Ausgehend von dem #7P
-vollsténdigen Problem der Permanentenberechnung hat Valiant noch eine Reihe weiterer
#P -vollstéindiger Probleme gefunden (siehe [V79al). Ein weiteres erstaunlicherweise #P -

vollstdndiges Problem ist das monotone 2-DNF Zdihlproblem.

Definition 12.5 (monotone 2-DNF Z&hlproblem) Gegeben sei eine boolesche Formel f
in disjunktiver Normalform, so daf$ keine Klausel mehr als zwei Literale enthdlt. Auferdem
gebe es keine negierten Literale, d.h. die Formel ist monoton. Bezeichne #f die Anzahl der

erfillenden Belegungen
#f=Hz | fx) =1}

Das monotone 2-DNF Zihlproblem ist die Berechnung von #f.

Satz 12.2 Das monotone 2-DNF Zihlproblem ist #P -vollstindig.

Bemerkung 12.1 Das monotone DNF Erfillungsproblem ist trivialerweise in P.

Wir sehen also, dal viele wichtige und grundlegende Zahlprobleme so schwer sind, daf§ wir
keine effizienten polynomiellen Losungen erwarten diirfen. Was kann uns aus diesem Dilemma

retten?

e Einschrinkungen auf spezielle Klassen von zu zidhlenden Objekten.

e Approximative anstatt exakter Losungen.

Im Falle von DNF-Formeln zeigt Satz 12.2, daf§ Einschrinkungen hier nicht unbedingt zum
Ziel fiihren. Daher werden Algorithmen entwickelt, um die Anzahl erfiillender Lsungen einer
booleschen Formel in disjunktiver Normalform approximativ zu bestimmen. Daftir miissen

wir die Eigenschaften solcher approximativer Algorithmen genauer definieren.
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Definition 12.6 (e-Approximationsalgorithmus) Fin Algorithmus A fiir das Zihlpro-

blem f ist ein e-Approximationsalgorithmus, falls fiir die Ausgabe y von A

(I—¢-#f<y<+e)-#f

gilt. Die Fingabegrifien des Algorithmus sind die Fingabegrdfe des Zihlproblems f und der

Kehrwert von c.

Definition 12.7 ((¢, §)-Approximationsalgorithmus) FEin Algorithmus A fiir das Zdhl-

problem f ist ein (¢, 0)- Approximationsalgorithmus, falls fir die Ausgabe y von A
Pril—e) - #f<y<(d+¢) -#f]=21-9

gilt. Die Fingabegrdfien des Algorithmus sind die Eingabegrdfse des Zihlproblems f, der Kehr-
wert von € und log(1/9).

Einige Approximationsalgorithmen mit polynomieller Laufzeit haben wir bereits kennenge-
lernt (Siehe auch Vorlesungsskript Effiziente Algorithmen und Komplexititstheorie (Alge-
braische Interpolations- und Zdihlalgorithmen) von M. Karpinski (ausgearbeitet von K. Wer-
ther) [K91] ). Wir beginnen im néchsten Abschnitt mit einem Hérteresultat fiir das #2SAT
Problem. Dazu wollen wir einen zu den bisherigen Approximationsalgorithmen verwandten

Approximationsalgorithmus fuir Zéhlprobleme einfithren.

Definition 12.8 FEin Algorithmus A fir das Zihlproblem f ist ein Approximationsalgorith-

mus mit A.R. o, wenn fiir die Ausgabe y

max{y/#f, #f/v} <

gilt.

In Abschnitt 12.2 entwickeln wir einen (e, 6)-Approximationsalgorithmus fiir das DNF-Zihl-
problem. Er ist der Arbeit [KLM89] entnommen.
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12.1 Approximationshirte von #2S5AT

Wir widmen uns jetzt dem Status von #2S5AT und der dquivalenten Zihlprobleme #1715 und
H#CLIQUE. Es gilt

Satz 12.3 ([GJ79], S. 260 — 261) 2SAT € P.

Ist die Zahlfunktion f : {0,1}* — IV fiir #2SAT auch in P? Die Antwort ist Nein, wie

folgender Satz zeigt.

Satz 12.4 (#2SAT) Die Approzimation von log(#2SAT) mit A.R. O(n) ist N P-hart, fiir

ein ¢ > 0.

Wir werden eine Reduktion von MAX-CLIQU I auf #2SAT konstruieren und dabei das
Approximationshirteresultat aus Kapitel 10 verwenden:

BewEIls:  Gegeben sei ein Graph ¢ = (V, F) mit Knotenmenge V = {1,2,...,n}. Wir
konstruieren eine 2 — KN F-Formel f = A (%; VT;), (T := —x). Fir eine Belegung s €

{i.3}¢E
{0,1}" von f definieren wir V, = {i|s; = 1}.

Bevor wir den Beweis fortsetzen benttigen wir die folgenden Lemmata:
Lemma 12.1 f(s) =1 <= V; ist eine Clique von G

BEwEIs: (<) V; ist eine Clique von G. Fiur alle {i,j} ¢ F gilt {i,j} € Vi. Daher ist
§i =0V s; =0 und somit f(s) = 1.

(=) Sei f(s) = 1. Angenommen {3, j} ¢ £/ und s; =1 und s; = 1.
Dann gilt: (77 V T;)(s) = 0 = f(s) = 0 (Widerspruch) ]

Aus diesem Lemma folgt: Wenn f(s) =1 und 4,5 € V;, dann ist auch {i,j} € E. Vj ist eine

Clique von G.
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Lemma 12.2 Wenn MAX-CLIQUE (G) =k, dann gilt

O(n*) = 94f = [{slf(s) = 1}| > 2"

BeEweEis: Via Lemma 12.1: Die Anzahl der Cliquen von G ist gleich # f. Da die Grofie jeder
Clique in GG hochstens k ist, ist die Anzahl der Cliquen von G

Sei C' die MAX-CLIQUE von G. Dann ist auch jede Clique C’ C C eine Clique von G.

Also ist die Anzahl der Cliquen von G mindestens 2*.

Mit den beiden Lemmata konnen wir den Beweis von Satz(#2SAT) jetzt fortsetzen:

#f <0
=k < log(#/f) < O(klogn)

2kz

IA

. % < O(k) < Olog(#1))

Vorausgesetzt § approximiere log(#f) mit A.R. n¢. Dann gilt

Y < (12.1)

(#J)

< n

Aus (12.1) folgt

:m\|@z
AN
o
0q

—~
I
=

Ry
IA
S
=

n¢ logn
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AN
:n\
5}

0%
3
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Aus (12.2) erhalten wir

| 3
A

o(n).

Als Ergebnis erhalten wir eine O(n¢ logn)-Approximation von k und folglich auch eine
O(logn)-Approximation fiir log(#2SAT). Die Losung fiir log(#2SAT) impliziert also eine
O(n< logn)-Approximation von MAX-CLIQUE . Durch gecignete Wahl von ¢ > ¢, erhal-

ten wir einen Widerspruch mit Hauptsatz 10.2. [ |

Korollar 12.1 Fs gibt ein ¢ > 0, so daf die Approzimation von #2S AT, #I1S und #CLIQUE
mit A.R. 2°° N P-hart ist.

BEwEIs: Via Beweis von Satz 12.4 und Hauptsatz 10.2. Angenommen § ist eine polynomielle

Approximation von # f mit A.R. 27°, fiir alle ¢ > 0. Dann gilt:

€

#% < om (12.3)
%% < 2 (12.4)

Durch Logarithmieren von (12.3) und Teilen durch log(# f) erhalten wir

log(#f) — —

Fiir (12.4) existiert eine analoge Umformung.
Mit Satz(#2SAT) folgt ein Widerspruch. ]

Mit #kIS bezeichnen wir die Einschrankung von #1.5 auf Graphen mit Maximalgrad k. Dyer
et al. [DFJ98] haben gezeigt, daB fiir #k1.S (mit k£ > 25) wahrscheinlich kein PT AS existieren
kann, wihrend #4175 einen PTAS besitzt [LVI7]. Somit haben wir die offene Frage, was fiir
4 <k < 25 gilt.
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12.2 (¢,0)-Approximationsalgorithmus fiir #DNF

In diesem Abschnitt werden wir einen probabilistischen Z&hlalgorithmus kennenlernen. Das

Prinzip dieses Algorithmus ist einfach:

Sei G ={z | f(Z) =1} und U 2 G. Der Algorithmus besteht aus N unabhiingig ausgefiihrten

Versuchen. Jeder dieser Versuche besteht aus den folgenden Schritten.

1. Wihle zufillig ein Element & aus U. Zufillig bedeutet dabei unabhéingig und gem#f

einer uniformen Verteilung.

2. Teste ob & € G, d.h. ob f(Z) = 1.

3. Setze die Ausgabe

Ul falls f(z)=1
o] o1 s @)
0 sonst .

Damit ist das Ergebnis eines Schrittes eine Zufallsvariable Y. Der Erwartungswert von Y ist

BlY] = = S U] f(@) = 3 f(2) = |G,
0]

zelU z€G

Damit gilt auch fiir die Ausgabe Y = % SN | Y; des Zihlalgorithmus
ElY] = 1G],

d.h. der Mittelwert der Ergebnisse der einzelnen Versuche ist eine geeignete Zufallsvariable
fiir die Anzahl der erfiillenden Belegungen. Satz 3.1 (Satz von Bernstein) gab Auskunft iber
die minimale Anzahl von Versuchen, so dafi diese Zufallsvariable eine (¢, §)-Approximation

darstellt:

Sei = % Dann ist der obige Algorithmus ein (€, 0)-Approximationsalgorithmus, wenn die

Anzahl der Versuche N groBer gew&hlt wird als

1 4, 2
= Zm).
L ain)
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Der Beweis dieses Satzes ist in Kapitel 3 und im Vorlesungsskript Effiziente Algorithmen und
Komplexititstheorie (Algebraische Interpolations- und Zihlalgorithmen) von M. Karpinski
(ausgearbeitet von K. Werther) [K91| zu finden.

Im folgenden sei G nun die Menge aller Einsstellen von f. Nun wollen wir versuchen eine
geeignete Obermenge U zu konstruieren. Diese Obermenge U muf} die folgenden Eigenschaften

besitzen, damit der Satz 3.1 von Bernstein eine polynomielle Laufzeit garantiert.

e |U|/|G] muB polynomiell in der Eingabegrofie sein.
e Der Wert |U]/|G| muB in polynomieller Zeit berechenbar sein.

e Fis muf in polynomieller Zeit m&glich sein, Elemente von U gleichverteilt zu wéhlen.

Die Menge U = {0, 1}™ aller Vektoren der Lénge n ist nicht geeignet, da der Quotient |U|/|G]|
fiir DNF-Formeln mit nur wenigen erfiillenden Belegungen nicht polynomiell beschrankt ist.
Die Menge U muf also kleiner gewdhlt werden. Um diese Wahl durchzuftihren, beachten wir,

daB f in disjunktiver Normalform gegeben ist
f=caVe V- Ven.

[ wird also genau dann erfiillt, wenn mindestens eine Klausel ¢; erfiillt wird. Bezeichne D;

die Menge der Erfiillenden flir die Klausel ¢;

1 xr kommt als positives Literal vor
Di =< (Z1...20) [Tk = 4 0O x kommt als negatives Literal vor

1 oder 0 =z kommt nicht vor

Die Kardinalitiit von D; ist |D;| = 27~ #Variablenin ci - AyBerdem gilt
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d.h. G ist die Vereinigung von bekannten Mengen. Mit Hilfe der D;’s ktnnen wir jetzt die
Kardinalitdt von G beschrianken:

max |D;| < |G| < Z |D;| <m max |D;| <m|G|.

1<i<m P 1<i<m
Wir wihlen also U als die direkte Summe der D;. U = @2, D; ist eine Obermenge der
Menge G = {(i, s) | ci(s) = 1 und ¢;(s) = O fuir alle j < i}, die offensichtlich gleichmichtig zu
G ist. Die Menge U erfiillt auch die Bedingungen des Satzes von Bernstein, da das Verhiltnis

|U|/|G] durch m beschréinkt ist. Wir konnen die Menge G auch als Menge der Einsstellen der

folgenden Funktion interpretieren:

(5.1) 1 i ist die kleinste Nummer einer Klausel mit ¢;(s) =1
pLs, 1) —
0 sonst.

Die Definitionsmenge von ¢ ist gerade U und G die Menge der Einsstellen von ¢. Es sei
bemerkt, das wir fiir die Korrektheit des Algorithmus nur die Eigenschaft von ¢ benttigen,
daf S, ¢(s,i) = 1 fiir alle s € G gilt. Die ersten beiden Anforderungen fiir den (e, 8)-
Approximationsalgorithmus haben wir erfiillt. Nun miissen wir noch zeigen, wie Elemente

aus U mittels einer Gleichverteilung gew#hlt werden kdnnen. Dies geschieht folgendermaflen:

e Zuerst wihle eine Klausel mit Wahrscheinlichkeit | D;|/|U].

o Wihle eine erfiillende Belegung dieser Klausel mit Wahrscheinlichkeit 1/]D;].

Mit Hilfe der obigen Wahl wird jedes Element von U mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/|U|
gewi#hlt. Damit haben wir einen (¢, §)-Approximationsalgorithmus gewonnen.
Algorithmus 3 (¢, 0)-Approximationsalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz ¢, Fehlerwahrscheinlichkeit é.

Schritt 1:  Berechne die Anzahl der erfiillenden Belegungen |Dg| der k-ten Klausel.
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Schritt 2: Berechne A; = 33 |Di| fir 0 <i < m

Schritt 3: Setze Y :— 0.

Schritt 4: Fihre die folgende Schleife N =m - % mal durch

a) Waibhle ¢ mit Wahrscheinlichkeit | D;|/|U]. Dies geschieht durch Wahl von j €
{1...|U]} mit Wahrscheinlichkeit 1/|U| und binére Suche des i’s mit 4;_1 <
J< A

b) Wihle erfiillende Belegung s der Klausel ¢;, d.h s mit ¢;(s) = 1.

c) Setze k:=0.

d) Suche die erste Klausel ¢; mit cx(s) = 1.

e) Wenn k =i ist, so setze Y := |U|, sonst setze Y := 0.

f) SetzeY: =Y Y.

Ausgabe: Y/N.

Bemerkung 12.2 Die Schritte 4 a) und 4 b) wdhlen ein (i,s) € U mit Wahrscheinlichkeit
1/1U].

Satz 12.5 Der obige Algorithmus ist ein (¢, §)-Approximationsalgorithmus und hat eine Lauf-

o (an 1n(1/5))

zeit von

€2

BEWEIs: Der Satz 3.1 von Bernstein sichert uns bei richtig gewihltem N die (¢, §)-Eigenschaft,
falls in Schritt 4 e) die Zufallsvariable Y den Erwartungswert FE[Y] = |G| hat. Sei cov (s) =
{i| ci(s) = 1} die Menge aller Klauseln, die von s erfiillt werden. Dann gilt
> wlsi) =1,
i€cov (s)
da es fiir jedes s € G nur ein i mit ¢(s,4) = 1 gibt. Daraus folgt, dai E[Y] =3, ;) ¢(s,1) =
D5 Diccov(s) P(8: 1) = 20, 1 = |G| ist. Daher liefert der Algorithmus eine (¢, §)-Approximation.



KAPITEL 12. DIE APPROXIMATIONSKOMPLEXITAT VON ZAHLPROBLEMEN 161

Die Laufzeit ergibt sich aus der Anzahl der Schleifendurchldufe von Schritt 4 und dem teu-
ersten Schritt in dieser Schleife. Dies ist die Bestimmung des i*, fiir welches ¢(i*,s) = 1
gilt. Dazu muf flr jedes ¢ < ¢* tberprift werden, ob s die Klausel ¢; erfiillt. Da jede solche
Uberpriifung O(n) Zeit kostet und das gesuchte i* von der GréBenordnung O(m) ist, ergibt
sich die obige Laufzeit des Algorithmus. [

Mit dem Algorithmus 3 haben wir einen (¢, §)-Approximationsalgorithmus gewonnen. Dabei
ist die Berechnung der Funktion (i, s) mit einer Laufzeit von O(nm) sehr teuer. Fiir die
Korrektheit des Algorithmus benétigen wir nur die Eigenschaft
dooelsi) =1 (%)
i€cov (s)
Wir werden nun eine randomisierte Funktion ¢’ konstruieren, die die Eigenschaft (x) besitzt,

deren Berechnungzeit im Frwartungswert aber wesentlich glinstiger ist.

12.2.1 Selbstjustierender Zihlalgorithmus

Wir werden die Funktion ¢ des Z#hlalgorithmus durch eine Zufallsvariable ¢’ ersetzen, die nur
von der erfiillenden Belegung s abhiingig ist und fiir jedes s den Erwartungswert E[¢'(s)] =
1/|cov (s)| hat. Damit ergibt sich, dafi ¢’ die Bedingung (x) erfiillt. Ein einzelner Versuch

sieht dann genauso aus wie oben:
e Wihle (i,s) € U.
e Berechne ¢/(s).

e Setze Y = |U| - ¢/(s).

Fiir den Erwartungswert von Y gilt
BY]=) > ¥()=1G]
S ¢€cov (s)
Damit ist der obige Versuch fiir einen (¢, §)-Approximationsalgorithmus geeignet. Die Berech-

nung von ¢'(s) geschieht folgendermafen.
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1.) t(s) :=0
2.) wiederhole bis s € D;

a) t(s) :=1t(s) +1

b) wéhle j € 1...m mit Wahrscheinlichkeit 1/m.
3.) ¢'(s) := t(s)/m

Die Zeit zur Berechnung der Zufallsvariable ¢'(s) ist also auch eine Zufallsvariable.

Lemma 12.3 Der Erwartungswert fiir t(s) ist

om
~ eov(s)]

Et(s)]

BEWEIs: #(s) ist eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit

|cov (s)]/m. 0

Damit ergibt sich E[¢/(s)] = 1/|cov (s)|. Also ist die obige Prozedur fiir einen

(¢, 0)-Approximationsalgorithmus geeignet.

Nun wollen wir den durchschnittlichen Zeitverbrauch der obigen Prozedur untersuchen. Dazu
sei eine Aktion eine Schleifeniteration der Prozedur. Gesucht ist also der Erwartungswert fiir
die Anzahl ¢ von ausgefiihrten Iterationen pro Versuch. Die Kosten fiir jede dieser Aktion kann
durch die Kosten fiir die zuféllige Wahl von (i, s) € U, der zufilligen Wahl von j € {1...m}
und des Testes, ob s € D; ist, abgeschétzt werden. Im Falle des DNF-Zahlproblems sind diese
Kosten O(n+log |U|+1logm). Die Anzahl der Klauseln m ist durch 2" beschrankt, die Grofie
von U durch m2™. Im allgemeinen kann also log|U| groer sein als O(n). Wir betrachten
jedoch nur Eingaben, fiir die U klein, also |U| = O(n) ist. Fiir die anderen Eingaben ist
|U|/|G| fur U = {0,1}” und G = {s | f(s) = 1} polynomiell beschrénkt. Daher sind die

Kosten, die innerhalb einer Schleifeniteration auftreten, von der Grofienordnung O(n).

Lemma 12.4 Sei = |G|/|U|. Dann ist

Elt] = mpu.
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Beweis: s gilt

ﬁz S Efi(s)]

s€G i€cov (s)

1
= — > m=mpu.
|U| s€G

Damit haben wir einen (e, §)-Approximationsalgorithmus. Angewandt auf das DNF-Zahlpro-
blem ist er aber leider nicht schneller als der alte Algorithmus, da wir E[t] nur durch m
abschiitzen konnen. Daher betriigt auch hier die Laufzeit O(nm?). Wir konnen aber trotzdem

Vorteil aus der neuen Berechnung von ¢’ ziehen.

Nehmen wir an, wir kdnnten g berechnen und folglich die Anzahl der Versuche mit

cIn(1/9)
N(p) = ———=
() e
angeben, wobei ¢ eine geeignete Konstante ist. Dann ist die Anzahl der insgesamt ausgefiihrten

Aktionen T'(u) eine Zufallsvariable mit Erwartungswert

B em In(1/96)

E[T()] = N() - Elt] SR

€

Dieser Erwartungswert ist um den Faktor m geringer als die obere Schranke, die wir berechnet

haben. Man beachte, dafl £[T(x)] von g unabhiingig ist.

Sei T = emlIn(1/8)% mit Konstante c. Wir werden den Algorithmus nun 7' Aktionen lang
ausfithren. Die Anzahl der Versuche, die wihrend dieser Aktionen beendet wurden, ist nun
eine Zufallsvariable Ny in Abéingigkeit von T. Wir werden zeigen, daB fiir geeignet gewéhltes
¢ mit hoher Wahrscheinlichkeit gentigend Versuche durchgefiihrt worden sind. Intuitiv wird
dieses deutlich, da der Erwartungswert von Nz ungeféhr gleich T/ E[t] = N () ist. Der Algo-
rithmus justiert sich also selbst, da sowohl Versuche mit wenigen als auch mit vielen Aktionen
ausgefiithrt werden. Bei einer hinreichend grofien Anzahl von Versuchen wird die Anzahl von
ausgefithrten Aktionen mit hoher Wahrscheinlichkeit sehr nahe an diesem Erwartungswert

liegen. Damit sieht unser selbstjustierender Zahlalgorithmus wie folgt aus.
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Algorithmus 4 Selbstjustierender Z#hlalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz ¢, Fehlerwahrscheinlichkeit ¢
Schritt 1: Setze G := 0, Ny := 0,
Schritt 2:  Setze T := 8(1 + €)mIn(2/9) /2.

Schritt 3:  Fhre die Schleife durch bis G > T

a) Wihle (s, 1) zufillig aus U.

b) t(s):=0.

c) Wiederhole bis s € D;
i) Wenn G > T gehe zur Ausgabe.
ii) Wibhle zufillig j € {1...m} mit Wahrscheinlichkeit 1/m.
i) #(s) :=t(s) + 1.
iv) G:=G+1.

d) Setze Np:= Np+1

e) Setze ¢'(s) :=t(s)/m

f) Setze Yn, := |U|¢/(s)

Schritt 4: Y := NLT YiaY;

Ausgabe: Y

Dieser Algorithmus hat die (¢, §)-Eigenschaft und Laufzeit O(nm), da eine Aktion in O(n)
Zeit durchftihrbar ist.

Satz 12.6 Sei
-~ T.
o Tl
mNT

die Schitzung des Algorithmus. Diese Schitzung ist eine (¢, d)-Approzimation, falls bei e < 1

8(1 4 e)mIn(2/9)

T = 3

€
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gewdhlt wird.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir wieder ein wenig Vorarbeit leisten. Fir k = 1,....m
sel

R ={s€ G| |cov(s)| =k}

und ri = |Rg|. Dann ist Y_i* ;v = |G| und Y_7*, krp = |U|. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein
zufillig gewihltes Element aus G in Ry liegt, ist damit krg/|U], d.h. die Wahrscheinlichkeit
fur alle s € Ry, ist gleichgrofl und nur von & abh#ngig. Daher ktnnen wir die Zufallsvariablen
T definieren, die die gleiche Verteilung haben wie ¢(s) fiir s € Rg. Auch diese Variablen haben

eine geometrische Verteilung
Pr(m, = j] = k/m(1 — k/m)’~!
mit Erwartungswert m/k. Fiir d = \/m mit A < 1/2 ergibt sich

[ele]
Ele?™] = Z e¥ Pr[r, = j]
j=1

— ed% i (ed(l — k/m))j_1

j=1
ek
m(1— (1 —k/m)ed)’

Die Reihe konvergiert, da (1 — k/m)e? < 1 fiir d < 1/2m gilt.

Im folgenden seien ¢y, {o, . .. identisch verteilte Zufallsvariablen mit der gleichen Zufallsvertei-
lung wie t. Die Zufallsvariable ¢; ist die Anzahl der Aktionen im i-ten Versuch. Sei S; = 3>¢_, ¢;
die Anzahl von Aktionen nach dem [-ten Versuch und #&; die Anzahl der Versuche, die nach

i Aktionen beendet sind. Es gilt nach Definition

N; <l < 5/ >1.

Lemma 12.5 Sei 0 <\ < 1/2 und d = \/m. Dann gilt

E[edt] < e(/\+2/\2)p _ e(md+2(md)2)p‘
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Beweis: s gilt
E[edt = |U| ZkrkE di]

Wir kennen den Erwartungswert von e, Wir setzen ihn in die Gleichung ein und erhalten

|U | & Z -1 + k/m)
Wir kénnen nun die Summanden nach oben abschétzen. Dazu benutzen wir die Ungleichungen
1 —d < e~ und daraus folgend k/m —d < e~? — 1 + k/m. Damit ergibt sich

k ok
(e — 14 k/m) = mjm—d) " kjm—d

Setzen wir diese Abschétzung in die Ungleichung ein, erhalten wir

dty < _mi
Ele ]_1+|U|z::k/m—d'

Aufgrund von d = A/m und k > 1 ergibt sich k/m —d > ( A Also folgt

>\
Bl <14 — S &
[ +|U|Z

Nun benutzen wir die Ungleichung 1/(1 —X) < 142\ fiir 0 < A < 1/2. AuBerdem verwenden
wir die Definition der r; mit der Gleichheit Y ri = |G/|. Es folgt

Ele™) <1+ %A(l F2X0) = 14 (X + 2X2) < erOM 12,

Aus diesem Lemma ktnnen wir das folgende Korollar ableiten.

Korollar 12.2 Sei e < 2. Dann gilt

Pris; > (1 + e)mul] < e #1/8,

Bewers: Nach Lemma 3.4 gilt

Pr(S; > (1 + e)mul] < E[@d(Sl—(lJre)mpl)]
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und mittels Lemma 3.3 folgt

_ E[edt]le—d(1+6)mpl‘

Dabei bezeichne ¢ die Zufallsvariable mit der gleichen Verteilung wie die Zufallsvariablen ;.

Aus Lemma 12.5 ergibt sich eine Abschiitzung fiir E[e®]

E[edt] < e(md+2(md)2)p‘

Setzen wir nun fiir d = ¢/4m ein, so folgt

P’I”[Sl > (1 + e)m,ul] < 6(6/4+62/8)pl—6/4(1+6)pl

9
e He l/8‘

Eine dhnliche Abschétzung gilt auch in die andere Richtung.

Lemma 12.6 Sei 0 <\ < 1/2 und d = \/m. Dann gilt

Fle ] < o AN — o(-md—(md)*)

Korollar 12.3 Sei e < 2. Dann gilt

Pr(S; > (1 —e)mul] < eHel/8,

Nun kénnen wir die Korrektheit des selbstjustierenden Zihlalgorithmus beweisen.

BEWEIS: von Satz 12.6

Sei
T 8(1+¢)In(2/4)
Lt
und
b 8(1+¢)In(2/4)
2 — .

pe* (1 —e)
Damit ist T = kymu(l + ¢) = kamu(1l — ¢). Wenn k; < Np < ko gilt, so gilt auch
T T T

e e
ko = Np = Kk
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und damit

Nach Einsetzen von k1 und ko ergibt sich
GI(1—¢) Y <|GI(1 +¢)
und somit ist die Schitzung eine e-Approximation. Es reicht also zu zeigen, daf3
Pr[Np > ko] + Pr[Np < k1] <6
ist. Dies ergibt sich aber unmittelbar durch Benutzen der Korollare 12.2 und 12.3:
Pr|Nr < ki] = Pr[Sk, > T] = Pr|Sk, > kimu(l +¢€)] ().
Durch Anwenden von Korollar 12.2 und Einsetzen von k1 ergibt sich
(x) < e7HR/8 — /0 — 579,

Analoges gilt fiir den anderen Teil. ]

12.3 GF(q) Zahlprobleme

Im vorigen Abschnitt haben wir das Problem untersucht, die Anzahl der Einsstellen einer
booleschen Funktion zu berechnen, die in disjunktiver Normalform gegeben ist. Nun stellen
wir die analoge Frage, was passiert, wenn die Funktion als Polynom iiber GF(2) gegeben ist.
Diese Fragestellung 148t sich verallgemeinern auf die Frage der c¢-Stellen von Polynomen iiber
beliebigen endlichen Korpern. Dies ist eine sehr wichtige Frage in der Geometrie, Algebra und

algebraischen Geometrie.

12.3.1 Approximative Zdhlung der Einsstellen von GF(2) Polynomen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daff wir den Approximationsalgorithmus fiir das
DNF Zshlproblem auch fuir das GF(2) Z#&hlproblem verwenden knnen. Dazu werden wir den

folgenden Satz beweisen.
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Satz 12.7 ( ([KL93])) Sei C' = {¢;} eine beliebige Menge von m paarweise verschiedenen,
nichtleeren Klauseln iiber n Variablen. Bezeichne G die Menge der Finsstellen der Funktion
g = V¢ und I die Menge der Finsstellen der Funktion f = @c;, d.h wir sehen die Menge
C einmal als Monome einer Funktion in diskunktiver Normalform und einmal als Monome

eines Polynoms tiber GF(2) an. Dann gilt

|G/ < m.

Sei U die in Abschnitt 12.2 definierte Uberdeckung von G. Dann gilt fiir das Verhiltnis von

|U| und |G|
14

|G|
Mit Hilfe von Satz 12.7 erhalten wir dann

m.

IA

U] 2
— < m”.
|F|

Diese Aussagen implizieren direkt den folgenden

Satz 12.8 Es gibt einen (¢, §)-Approzimationsalgoritmus fir das GF(2) Zihlproblem, der in

Zeit
O(nm?2In(1/68)/€?)
lauft.
Sei X = {x1,..., 2} eine Menge von Variablen und s eine Belegung der Variablen {21, ...2,}.

Dann definieren wir fiir jede Teilmenge X’ von X die Belegung s(X’) durch

, 0 fallsa; e X\ X'
S(X )z = .
$; sonst

Lemma 12.7 Sei s eine Variablenbelegung mit g(s) = 1 und X die Variablenmenge eines
mazimalen Terms ¢ mit c(s) = 1. Dann gibt es wenigstens eine Variablenbelegung s = s(X')

fiir ein X' C X, mit f(s') =1, d.h. s = s(X") erfillt eine ungerade Anzahl von Klauseln.
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BeEwEls: Sei T' = {¢; | ci(s) = 1} die Menge von Klauseln, die von s erfiillt werden.

e Wenn |T'| ungerade ist, dann erfiillt X’ = X die Bedingung.

e Wenn |T| gerade ist, so dann teilen wir T in die Mengen 7" und T”. T’ ist die Menge
aller Klauseln, so dafl mindestens eine Variable aus X in der Klausel vorkommt, 7"

enthélt die Klauseln, die keine Variablen mit X gemeinsam haben.

— Falls |T"| ungerade ist, dann wihlen wir X’ = (). Dadurch werden alle Klauseln in

T" erfullt aber keine in 7.

— Falls |[T”] und damit auch |T’| gerade ist, so benutzen wir die folgende Konstruk-
tion. Dazu sei

P(X) = {ei| ei(s(X")) = 1},
QX" :={c;| Var (c;) N X = X'}

und p(X’) und ¢(X’) die Paritéit der zugehsrigen Mengen. Aufgrund der Maxi-
malitédt von ¢ besteht Q(X) nur aus dem Element c. Damit ist ¢(X) = 1. Wir
sind nun interessiert an einem X' mit p(X’) = 1. Zwischen den Mengen P und Q
(und damit auch zwischen p und ¢q) besteht der folgende, einfach zu beweisende

Zusammenhang:

P(X)= [J QX").

X"cx!
Dieser Zusammenhang 148t sich durch eine nicht singulére obere Dreiecksmatrix

ausdriicken. Ebenso lassen sich die Werte von p durch die Werte von ¢ durch ein
lineares invertierbares Gleichungssystem iiber GF(2) ausdriicken. Da (X)) # 0 ist,
folgt also, dafl es wenigstens ein X' mit p(X’) # 0 gibt. ]

Lemma 12.8 Fs gibt eine Zuordnung ¢ : G — F, so daf fir alle s € I die Urbildmenge

©~1(s) hochstens m Elemente enthilt.

BeEwEIs: Zu s € F sei {5 ein maximaler Term, der durch s erfullt wird, d.h. es gibt keinen

Term t mit t(s) = 1, dessen Variablenmenge die Variablenmenge von ts enthilt. Fiir die
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(hochstens) m — 1 vielen Terme ¢, die nicht von s erfiillt werden, sei s; die Belegung, in der
alle Variablen, die in ¢ vorkommen, auf 1 gesetzt sind, die aber sonst mit s {ibereinstimmt.

Damit definieren wir die Urbildmenge M, — ¢~!(s) von s als
Ms={s} U{s: | t(s) = 0}.

Wir behaupten nun, da§ G = Usep M, gilt. Sei s € G und s’ die nach Lemma 12.7 konstruierte
erfiillende Belegung von f. Nach dieser Konstruktion gilt s € M. Daher ist ¢ die gewiinschte

Zuordnung.

BEwEIs: von Satz 12.7
In Lemma 12.8 haben wir ein Abbildung ¢ : G — F' konstruiert, so da8 fiir alle s € F' die
Urbildmenge ¢~ !(s) hochstens m Elemente enthilt. Dann kann die Menge G hochstens m

mal so grof} sein wie F. [

Dieses Frgebnis ist sogar optimal. Betrachten wir fiir eine Zweierpotenz m das Polynom
gr — H(x, © 1) HJ?,
= igT
Wenn |T| = logm ist, so hat gr genau m Terme und eine Einsstelle. Die entsprechende

Funktion
fT = /\(331 V 1) /\ Xq.

ieT igT

in disjunktiver Normalform hat jedoch m Einsstellen.

Bis jetzt haben wir GF(2)-Polynome mit Termen betrachtet, deren Variablenmenge jeweils
nichtleer war. Dies sind gerade diejenigen Polynomen, die nicht die Konstante 1 (= Term mit

leerer Variablenmenge) enthalten. Fiir GF(2)-Polynome mit Konstante 1 gilt der folgende

Satz 12.9 Sei p ein Polynom in den Variablen {x1,...xn,} mit p(0,...,0) = 1. Sei U =
{0,1}™ die Menge aller Einsetzungen fir die Variablen und F die Menge aller Finsstellen
von p. Dann gilt

U1/1F] < m.
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Dieser Satz impliziert direkt einen Algorithmus fiir diese Polynome, der in Laufzeit
O(nm?log(1/6)/€)

implementierbar ist.

12.3.2 Approximative Z&hlung von c-Stellen multilinearer Polynome iiber

GF(q)

In diesem Abschnitt wollen wir die Anzahl von ¢-Stellen von multilinearen Polynomen {iber

GF(q) bestimmen ([KL91]).

Definition 12.9 Fin multivariates Polynom f(x1,...,x,) heifit multilinear, wenn deg,, <1

fuir jedes 1 gilt.

Definition 12.10 FEs bezeichne

#eg = |{(z1,...2n) € GF(Q)" | g(x1, .. .2,) = c}]

die Anzahl der c-Stellen von g € GF(q)|z1, ..., Tn|.

Lemma 12.9 Sei g € GF(q)|z1,...,2,| ein multilineares nicht konstantes Polynom. Dann
gilt fir alle c € GF(q):
#cg > (q - 1)n—1‘

BEwEIs: Wir beweisen das Lemma durch Induktion tiber n der Anzahl der Variablen.

n=1 Seig(x)=ax+bmit a # 0. Dann hat die Gleichung g(z) = s fiir jedes
s € GF(q) genau eine Losung. Somit gilt

Heg=1=(¢—1)°
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n—n+1 Wirstellen das Polynom g folgendermaflen dar:

g1, .o Tny1) = Tpprh(@1, .o 2n) + E(21, .. . 2Zn).

Dabei sind & und k& multilineare Polynome in den Variablen zq, ..., z,.

Wir unterscheiden nun drei Fille:

e h(x1,...,2,) =0

In diesem Fall ist
g = aitck > qlg— 1" > (¢ —1)"

o Nh(x1,...xy)=dF#0
Das Polynom g hat also die Gestalt g(x1,...Zp41) = Tnip1d +
k(xzq,...x,). Flr festes (21, ...2,) haben wir ein lineares univaria-
tes Polynom, welches jeden Wert ¢ € GF(q) genau einmal annimmt
unabhéngig von dem Wert von k(x1,...,x,). Fir jede beliebige Be-
legung der Variablen 1, ..., 2, hat g(x1,...,2n, Zny1) = ¢ genau

eine Losung. Somit ist
Heg=q" > (q—1)"

e h(xy,...,x,) ist nicht konstant. Nach Induktionsannahme gibt es
mindestens (¢ — 1)*~! Losungen der Gleichung h(xy,...2,) = d.
Fiir d # 0 ist gibt es fiir jede dieser Losungen (x1, ..., x,) genau ein
Tpy1 Mit g(21, ..., Tpy1) = ¢. Damit gilt

H#eg =Y H#ah > (q—1)(g—1)""" = (¢g— D™

d£0

Bezeichne Var (¢) die Variablenmenge eines Polynoms oder Terms ¢.

Satz 12.10 Sei f € GF(q)[z1,...,x,] ein multilineares Polynom und ¢ € GF(q). Bezeichne
m die Anzahl der Terme von f = t;, D(f) := {s € GF(¢)" | 3t; t:(s) # 0} und S.(f) :=
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{s € GF(q)" | f(s) = c}. Fualls [ keinen konstanten Term enthdlt oder der konstante Term

gleich ¢ ist, dann gilt

< (q—1)m.

Beweis: Wir partitionieren D( f) in Mengen D; ;(f) und tiberdecken S.(f) durch eine gleiche
Anzahl von Mengen R; ;(f). Durch eine Beziehung zwischen den Mengen R; ;(f) undD; ;(f)

erhalten wir dann die gewiinschte Aussage.

Zunichst tiberdecken wir D(f) durch nicht notwendigerweise disjunkte Mengen D;(f):
Di(f) i= {s € GF(q)" | ti(s) £ 0, ~3t; > t; mit t;(s) # O},

Dabei bedeutet t; < t;, daBl Var (¢;) C Var (¢;) gilt.

D;(f) besteht also aus den Zuweisungen s, fiir die der Term ¢; maximal unter allen Termen

mit t(s) # 0 ist.

D;(f) partitionieren wir in ¢g"~4°¢% Mengen D; ;(f). D; ;(f) besteht aus all den Zuweisungen
aus D;(f), die auf den Variablen, die nicht in ¢; auftauchen, gleich sind. Die GroSe von D; ;(f)
ist durch die Anzahl von Zuweisungen s zu den Variablen in #; mit ¢;(s) # 0 beschrankt. Da
jede der degt; vielen Variablen einen Wert ungleich 0 erhalten muB, sind dies (q — 1)de8%:

viele.

Zu den Mengen D; ;(f) definieren wir die Mengen R; ;(f) in der folgenden Weise. Die Zuwei-
sungen zu den Variablen, die nicht in ¢; auftauchen, sei so wie in D; ;(f), d.h. wir betrachten
Polynome p , die aus einer partiellen Zuweisung der Variablen hervorgehen. Diese Polynome
sind Polynome in den Variablen in Var (¢;). Wir erweitern nun die partielle Zuweisung, so daf§

p und damit f zu c evaluiert.

Aufgrund der Definition der Mengen D;(f), werden die Polynome, die durch partielle Zu-
weisung der Variablen aus f hervorgehen, nicht konstant. Daher kénnen wir Lemma 12.9

auf die Polynome p anwenden und erhalten daher fiir alle ¢, j eine untere Schranke fiir die
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Kardinalitdt der Mengen R; ;(f):

B = (g = 1yttt > Pt D]
e

Da die Mengen R; ;(f) die Menge S.(f) tiberdecken haben, wir die Ungleichung

S0 < X IRis ()

Aufgrund der Konstruktion sind die Mengen R; ;(f) und R, x(f) fur j # k disjunkt, da sie
den Variablen auBerhalb von Var (t;) verschiedene Werte zuweisen. Daher kann jedes Element

s € Sc(f) in hochstens m verschiedenen Mengen R; ;(f) auftauchen. Damit haben wir

m- 15001 = YRy

Zusammenfassend ergibt sich

DN X IDii(DE - 3 (e = DIRi()]
[Se(HI = 1/m 35 [ R (DI~ 1/m 32 1R (f)]

=m(g—1).

Die Schranke des Satzes 12.10 ist scharf. Dies zeigt das Beispiel
flx1, ... 2n) = Hxl
i=1

Es gibt (¢ — 1)™ Belegungen, so dafi (der einzige) Term von f ungleich 0 wird, aber genau

(g — )" viele Belegungen, so dal f den Wert ¢ annimmt. Das Verhiltnis ist genau ¢ — 1.

Wir haben nun wieder eine geeignete Uberdeckung konstruiert, und kénnen wieder dasselbe

Schema fiir einen (e, 0)-Approximationsalgorithmus anwenden.

Dieser Approximationsalgorithmus ist fiir den Fall der beliebigen Polynome tiber GF(q) durch

Grigoriew und Karpinski [GK91] erweitert worden.



Kapitel 13

Neue Approximationsschemata

Wir haben in dem vorliegenden Skript verschiedene Probleme beziiglich ihrer Approximier-
barkeit untersucht. Es wurden Approximationsalgorithmen fiir Optimierungsprobleme wie
das Problem des Handlungsreisenden, Vertex-Cover, etc. entwickelt, die ein konstantes Ap-
proximationsverhéltnis besitzen. Fiir einige Zahlprobleme haben wir (¢, §)-Approximations-
schemata konstruieren konnen. Fiir andere Probleme haben wir gezeigt, dafl sie gar nicht

approximiert werden kénnen (modulo hinreichend starker Bedingungen).

In Kapitel 1.3 haben wir fiir Optimierungsprobleme sogenannte polynomzeitbeschrinktes Approximations-

schemata definiert:

Fin polynomzeitbeschrinktes Approzimationsschema (kurz PTAS) P ist eine Familie (Pe, € >

0) von polynomiellen Algorithmen P., mit Approzimationsgiite 1 + €.
Die Approximationsgiite war dabei wie folgt definiert:

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P. Fin Approximationsalgorithmus A besitzt eine Ap-

prozimationsglite (ein Approximation Ratio A.R.) von o, wenn fiir jede Instanz x € P

c(A(z)) OPT(x)
max { OPT (@)’ c(A()) } =a

gilt. Nun stellt sich die Frage, ob PT ASs fiir N P-harte Optimierungsprobleme iiberhaupt
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existieren konnen: Die Antwort ist Ja.

13.1 PTAS fiir das Euklidische Traveling Salesman und Stei-

ner Tree Problem

Im allgemeinen ist das T'S P-Entscheidungsproblem N P-vollstéindig. Selbst die Approximati-
on des allgemeinen Problems ist N P-hart, wie wir schon in Kapitel 1.3 gesehen haben. Uber

andere verwandte Probleme wie z. B. Steiner Tree Probleme siehe auch [KZ97a|, [KR98].

Einschrénkungen auf Eingabeinstanzen verdndern wie im vorhergehenden Abschnitt die Lage
jedoch erheblich: Das T'S P — Metric ist zwar noch N P-hart, es existieren allerdings Approxi-
mationalgorithmen, die Losungen konstruieren, deren Kosten htchstens das 2- bzw. 1.5-fache
der Optimallsung betragen (siehe auch Kapitel 1.3). Papadimitrou und Yannakakis zeigten
jedoch, dafi das Problem M AX-SN P-hart ist [PY93].

Das euklidische TSP (ETSP) ist immer noch N P-hart. Arora konstruierte jedoch 1996

erstaunlicherweise einen PT AS fur das ETS P und andere euklidische Optimierungsprobleme.

Satz 13.1 ([A96]) Fs gibt einen PTAS fir ETSP.

BEWEISMETHODE:

Durch rekursive Teilung der euklidischen Ebene (des IR?) und Definition einer konstanten
Anzahl von Portalen an denen sich Ubergéinge der Tour durch die Teilung existieren, kann
man eine polynomielle Anzahl von Touren isolieren, von denen eine mit hoher Wahrschein-
lichkeit e-nah an der optimalen Tour liegt. Man braucht schlielich nur noch alle diese Touren

aufzuzihlen und die beste auszuwihlen. []



Kapitel 14

Die MCMC - Methode

Wir beschreiben in diesem Kapitel die Monte Carlo - Markov Chain - Methode (kurz: MCMC-
Methode), mittels derer man auch zahlreiche effiziente Zahl- und Sampling-Verfahren erhal-
ten kann. Betrachten wir einfithrend folgendes Problem: Gegeben sei ein ungerichteter Graph
G = (V, F), wir wollen ein Random Matching M erzeugen, d.h. wir fragen nach einem pro-
babilistischen Algorithmus, der uns Matchings gleichverteilt (uniformly at random) erzeugt.
Es wird sich zeigen, dass wir einen solchen Algorithmus erhalten, indem wir eine geeignete
Markov-Kette auf der Menge aller Matchings konstruieren und nachweisen, dass diese hinrei-
chend schnell gegen die Gleichverteilung auf der Menge aller Matchings von G konvergiert.
Wir beginnen mit einer Einftihrung iber Markov-Ketten und behandeln dann ihre Konvergen-
zeigenschaften, insbesondere das sog. Rapid Mixing. Fine erfolgreiche Methode zum Erreichen
von Rapid Mixing ist das sogenannte Coupling, bei dem man {ibergeht zu Markov-Ketten auf
einem erweiterten State Space, deren Projektionen auf den urspriinglichen Zustandsraum die
urspriingliche Markov-Kette wiedergeben. Wir werden uns dabei auf das sog. Markov’sche
Coupling beschréinken. Bessere Ergebnisse kénnen mit dem sog. Path Coupling erzielt wer-
den, das z.B. von Bordewich, Dyer und Karpinski zum Samplen von unabhéngigen Mengen

(Independent Sets) und Farbungen in Hypergraphen verwendet wird ([BDKO5],|[BDKO06]).
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14.1 Markov - Ketten

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X;):er von Zufallsvariablen. Falls I = IN oder
I = Z gilt, so spricht man von einem Prozess mit diskretem Zeitparameter. Auf solche werden

wir uns in den folgenden Betrachtungen beschrénken.

Definition 14.1 Fine Folge (X¢)te v von Zufallsvariablen Xy mit Werten in Q heisst Markov-
Kette mit Zustandsraum (State Space) 2, falls fir alle t € IN und xo, ..., 2 € Q gilt:

PriXeyr =yl Xt =24, ..., Xo = x0] = Pr{Xe = y| Xe = 24

Falls dabei die rechte Seite der Gleichung noch unabhdngig von t ist, so spricht man von
einer zeithomogenen Markov-Kette (time-homogenious Markov Chain), d.h. es gibt dann eine

Matriz P = (P(2,Y))zyeq S0, dass fir allet € IN und alle z,y € Q gilt:
P(e,y) = PriXep =yl Xe = 2

P heisst Transitionsmatriz der Markov-Kette.

Eine zeithomogene Markov-Kette kann man also spezifizieren durch Angabe der Anfangsver-
teilung Xo (engl. initial distribution) und der Transitionsmatrix P. Dabei ist wohlgemerkt P
eine sogenannte stochastische Matrix, d.h. fir alle z € Q gilt 3° o P(x,y) = 1. Die Transi-
tionsmatrix einer zeithomogenen Markov-Kette beschreibt die Einzelschritt-Ubergangswahr-

scheinlichkeiten. Dann gilt fiir das Matrix-Produkt Pt = P-.... P, dass

I(z,y), falls t =0

Pl(z,y) =
Zy’eﬂ Pt_l(xa yl) ' P(yla y)a falls t > 0
die ¢-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten beschreibt.

Man interessiert sich bei Markov-Ketten insbesondere dafiir, ob diese gegen einen stabilen

Zustand, d.h. eine Grenzverteilung konvergieren.
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Definition 14.2 Fs sei (X¢)iew eine zeithomogene Markov-Kette mit State Space @ und
Transitionsmatriz P. Dann heisst eine Verteilung m: Q2 — [0, 1] stationdre Verteilung (statio-

nary distribution), falls fir alle y € Q gilt:

m(y) =Y 7(z) P(z,y)

€N

Fassen wir 7 als einen |Q2|-dimensionalen Zeilenvektor auf, so konnen wir obige Bedingung

schreiben als 7 = 7 - P.

Es stellt sich nun die Frage nach hinreichenden Kriterien fiir die Existenz stationéirer Vertei-

lungen. Wir benttigen den Begriff der ergodischen Markov-Kette.

Definition 14.3 FEs sei (X;) eine zeithomogene Markov-Kette mit Transitionsmatriz P und

endlichem Zustandsraum 2.
(a) Die Markov-Kette heisst irreduzibel, falls fir alle x,y € Q ein t € IN existiert mit
Pz, 5) > 0.

(b) Die Markov-Kelte heisst aperiodisch, falls ggT{t| P'(xz,z) > 0} =1 fiir alle x € Q gilt.
(Xy) heisst ergodisch, falls sie irreduzibel und aperiodisch ist.

Fiir ergodische Markov-Ketten kann es hchstens eine stationédre Verteilung geben. Denn wenn
m,m zwei stationére Verteilungen einer ergodischen Markov-Kette mit Transitionsmatrix P
sind, so folgt 7 - P = 7’ - P (wobei wir wiederum 7, 7’ als Zeilenvektoren auffassen), und aus

der Nicht-Singularitéit von P folgt 7 = 7.

Lemma 14.1 FEs sei P die Transitionsmatriz einer Markov-Kette mit State Space €, und

m:Q — [0, 1] sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Falls
Va,y € Q w(x) - Plx,y) == (y) - P(y, x)

gilt, so ist w eine stationdre Verteilung der Markov-Kette.
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Beweis: Es sei y € QQ, dann gilt

Y m(2) Play) = Y 7(y)- Plyx)

€N z€Q

= 7w(y)- Y Py,x) = 7(y)

€N

Somit ist 7 stationér. ]

Dass ergodische Markov-Ketten tatséchlich stationére verteilungen besitzen, besagt folgendes

Theorem.

Satz 14.1 Jede ergodische Markov-Kelte besitzt eine stationdre Verteilung w. Ferner gilt fir

alle z,y € Q limy_o0 PH(x,y) = 7(y).

Wir fithren obiges Beispiel fort. Es sei G = (V, ) ein ungerichteter Graph, und es sei
M(G) ={M C FE| M ist Matching in G}

Wir konstruieren eine Markov-Kette mit State Space M(G) wie folgt: Es ist die Anfangsver-
teilung Xo gegeben durch

Xo(Mo) — 1, Xo(MI) = 0 fur alle M’ S M(G) \ {Mo}

fur ein vorher gewéhltes Matching My in G. Wir beschreiben die Transitionsmatrix P implizit
durch einen probabilistischen Algorithmus, der bei Eingabe von M € M(G) fiir M’ € M(G)
mit Wahrscheinlichkeit P(M, M') das Matching M’ ausgibt:

1. Mit Wahrscheinlichkeit § setze M’ = M und gib M’ aus.

2. Andernfalls withle e € F und setze M’ := M A{e}.

3. Falls M’ ¢ M(G), so setze M' := M.
Gib M’ aus.

Auf diese Weise wird eine Markov-Kette definiert, und man kann zeigen, dass diese auch

ergodisch ist: Sie ist irreduzibel, denn mit einer von 0 verschiedenen Wahrscheinlichkeit kann
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ein beliebiges Matching M € M(G) durch iteriertes Anwenden von Schritt 2 auf Matching-
Kanten in das leere Matching transformiert werden, und aus diesem erhilt man ebenfalls
jedes beliebige Matching M’ € M(G) mit einer von 0 verschiedenen Wahrscheinlichkeit durch
iteriertes Anwenden von Schritt 2 auf noch nicht im jeweils aktuellen Matching befindliche

Kanten von M’.

Die Markov-Kette ist aperiodisch, dies folgt direkt aus Schritt 1 des Algorithmus. Also ist sie

ergodisch.

Ferner gilt: Die stationére Verteilung dieser Markov-Kette ist die uniforme Verteilung auf
M(G). Dies zeigt man wie folgt: Die stationdire Verteilung ist eindeutig, und die uniforme
Verteilung (Gleichverteilung) auf M(G) ist stationér. Dies folgt aus Lemma 5.1, denn fiir
die Gleichverteilung © auf M(G) gilt #(M) = 1/|M(G)| fur alle M € M(G), und es gilt
P(M,M'") = P(M', M) fur alle M, M’ € M(G).

14.2 Mixing-Zeiten

Um Markov-Ketten algorithmisch einzusetzen, z.B. um Objekte zu samplen, reicht die blo-
Be Existenz einer stationdren Verteilung nicht aus. Iis muss zusétzlich gesichert sein, dass
die Markov-Kette auch hinreichend schnell gegen diese konvergiert. Diese Eigenschaft von
Markov-Ketten wird als Rapid Mixing bezeichnet. Im folgenden betrachten wir Techniken,
mittels derer man die Mixing-Zeit von Markov-Ketten beschrénken kann. Zunéchst stellen

wir in diesem Abschnitt die notwendigen Begriffe bereit.

Es sei (X¢) eine ergodische Markov-Kette mit abzihlbarem State Space 2, Transitionsmatrix
P und Anfangsverteilung Xo = € @ (d.h. Xo(z) = 1 und Xo(y) = 0 fur alle y € Q\ {z}.
Dann ist Pt(z,-) die Verteilung von X;. Es sei m die stationére Verteilung, insbesondere gilt

also fiir alle y € Q limy_o0 P!(z,7y) = m(y)-

Definition 14.4 Fs seien w1 und wo zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf 2, und ) sei
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abzdhlbar. Dann ist
1
|71 = mellrv = 5%%(@ — ma(x)| = I}ggghﬁ(z‘l) — ma(A)]

die Total Variation Distance von w1y, mo.

Die Total Variation Distance von P! zur stationéiren Verteilung ist monoton in ¢:

Lemma 14.2 Die Total Variation Distance der Zeilen der t-Schritt-Transitionsmatriz Pt
einer ergodischen Markov-Kette zur stationdren Verteilung ||Pt(z, ) — 7|7y ist eine monoton

fallende Funktion von t.

Die Mixing-Zeit (engl. Mixing Time) ist nun die Konvergenzrate gemessen in der Total Va-

riation Distance.

Definition 14.5 Die Mixing-Zeit ,.(¢) der ergodischen Markov-Kette (X;) mit Transitions-

matriz P und stationdrer Vertellung w ist definiert durch
7o(€) = min{t| [|[P'(2,) —7llrv < ¢}

Ferner ist 7(¢) := maxzeq 7:(€).

14.3 Coupling und Rapid Mixing

Eine sehr erfolgreiche Methode zum Beschréinken der Mixing-Zeit einer Markov-Kette ist
das sogenannte Coupling. Die Grundidee besteht darin, von einer Markov-Kette auf einem
State Space €2 tiberzugehen zu einer Markov-Kette auf € x Q. Diese ist dann h#ufig einfa-
cher zu analysieren, und man kann Kriterien angeben, unter denen sich die Mixing-Zeit der
urspriinglichen Markov-Kette beschrinken ldsst. Die einfachste Variante ist das sog. Mar-

kov’sche Coupling. Zu den fortgeschrittenen Methoden z#hlt das sog. Path Coupling. Dieses
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wurde von Bordewich, Dyer und Karpinski ([BDKO05], [BDKO06]) zum Samplen von unabhéngi-

gen Mengen und Farbungen in (uniformen) Hypergraphen verwendet.

Wir beginnen mit dem sogenannten Markov’schen Coupling.

Definition 14.6 Fs sei (Z;) eine zeithomogene Markov-Kette mit State Space Q und Tran-
sitionsmatriz P. Fin Markov’sches Coupling fiir (Z;) ist eine Markov-Kette (Xy, Y:) auf dem
State Space @ x Q mit Transitionsmatriz P so, dass fir alle z,y € Q gilt:

Z p((x’y)’(x” yl)) — P(x,x')

¥ e

Z p((xvy)v(xlv yl)) - P(yvyl)

z'eQ

Ein Markov’sches Coupling ist also eine Markov-Kette auf € x € so, dass die Projektionen
Markov-Ketten mit Transitionsmatrix P sind. Wenn nun mit hinreichend hoher Wahrschein-
lichkeit nach Zeit ¢ (d.h. ¢ Schritten) die beiden Projektionen gleich sind, so liefert ¢ eine

Schranke fuir die Mixing-Zeit:
Lemma 14.3 Es sei (X, Y;) ein Markov’sches Coupling zur Markov-Kette (Zy).
Fs seit:10,1] — IN so, dass fiir alle x,y € Q und € > 0 gilt:
PriXyo # Yo | Xo=2,Yo =y|] < ¢
Dann gilt fiir die Mizing-Zeit 7(¢) von (Zy), dass 7(e) < t(e)
BEwEels: Es sei P die Transitionsmatrix von (Z;). Fir eine Teilmenge A C 2 setzen wir

Pz, A) = Y oca Pz, a) = Pr[X; € A]. Es sei Xog =2 € Q (s.0.), und Yy sei gem#f der

stationiiren Verteilung 7 von (Z;) verteilt. Dann gilt fiir jedes 0 < e < 1 und ¢ := t(e):

P'(z,A) = Pr[X;c A]

> PriX; =Y, A Y, €A
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L= PrIX, £ Y V Vi g A]

> 1 (PrX, £ Yi] 1 Pr[Y; ¢ A
> PriYie Al —e¢
= 7w(A)—e¢

Weil hierbei A C 2 beliebig gew#hlt war, erhalten wir fiir die Total Variation Distance von

Pt bei Startpunkten z bzw. y:
1P (2, ) = Py, lrv = max [Pz, B) = P'(y, B)| < e

sowie ||Pi(x, ") — 7|7y < e n

14.3.1 Férben von Bounded Degree Graphen

Wir betrachten als Beispiel das Férben von Graphen mit maximalem Knotengrad A mit einer

festen Anzahl ¢ von Farben.
Definition 14.7 FEs sei G = (V, E) ein Graph. Fine q-Firbung von G ist eine Abbildung
AV — @ in eine Menge Q der Kardinalitit |Q| = q, so dass gilt:

Ve ={u,v} € £ Mu) # A(v)

Im allgemeinen ist bereits die Frage nach der Existenz von ¢g-Farbungen ein NP-vollsténdiges

Problem:

Satz 14.2 Das Entscheidungsproblem GRAPH COLORING (gegeben ein Graph G = (V, E)
und eine Zahl q € IN, besitzt G eine q-Fdrbung ?) ist NP-vollstindig.

Beweis: Wir beweisen die NP-Vollstandigkeit des eingeschréankten Problems 3-COLORING
(Gegeben ein Graph G = (V, IY), besitzt G eine 3-Firbung 7). Dazu zeigen wir NAESAT<,
3-COLORING, wobei NAESAT (Not-All-Equal SAT) wie folgt definiert ist: Gegeben eine
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Formel in 3-KNF ¢ = C7 A ... A C,,, gibt es eine Belegung der Variablen so, dass fiir jede
Klausel C; gilt, dass nicht alle Literale der Klausel den gleichen Wahrheitswert haben 7 Die
Reduktion ist wie folgt: Zu gegebener Instanz ¢ = C1 A...AC,, von NAESAT mit Variablen

Z1,...,%n el G, = (V, 1) gegeben durch
V= {a}U{vig,vi1|l <i<n}U{u;|lLiteral in C;, 1 <j <m}
= {{a,vip} |1 <i<n,be{0,1}}
U{{uj,lvuj,l'} | I<j<m, [ I'e C]al # ll}

{0, vip} [1 < <n, 1< <m, af € Cj)
Es gilt: ¢ ist eine Ja-Instanz von NAESAT genau dann, wenn G 3-firbbar ist. [

Wir bezeichnen mit Ag den maximalen Knotengrad von (. Brook’s Theorem besagt, dass
fur den Fall ¢ > Ag > 3 unter der Voraussetzung, dass GG nicht den vollstindigen Graphen
Ka,+1 als Zusammenhangskomponente besitzt, eine g-Férbung von G existiert, und diese
kann dann auch in polynomieller Zeit konstruiert werden. Wir werden hier den Fall ¢ >

2A¢ + 1 betrachten.

Es sei nun G = (V, E) ein Graph mit Ag = A. Wir wihlen als State Space die Menge
Q={XV —={l,...,q}|Ve={u,v} € EX(u) # A(v)} und Xy gleich eine beliebige ¢g-Férbung
von (G, die wir z.B. mit dem oben erw#hnten Algorithmus konstruieren. Die Transitionsma-
trix P beschreiben wir wieder implizit durch Angabe eines entsprechenden probabilistischen

Algorithmus, der bei gegebener ¢g-Féarbung A randomisiert eine neue g-Farbung ) generiert:

1. Wihlev ep V.

2. Wihle ¢ € {1,...q} \ A\(N¢g(v)). Hierbei ist Ng(v) = {v € V | {u,v} € F} die Nach-

barschaft von v in G.

3. Setze N (v) = ¢ und N(u) = M(u) fur alle uw € V'\ {v}.

Offenbar ist die so definierte Markov-Kette aperiodisch, denn aus A(v) € {1,...q} \ A(Ng(v))
fir alle v € V folgt direkt P(A, A) > 0. Die Markov-Kette ist auch irreduzibel, denn nach
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Voraussetzung gilt insbesondere ¢ > A + 2, und wir konnen einen Graphen G, = (Q, F;)
definieren, der genau diejenigen Kanten {\, X'} enthilt, fiir die es genau einen Knoten v € V/
gibt mit A(v) # N (v). Zwei Féarbungen vonb G haben Abstand 1 in diesem Graphen genau
dann, wenn sie durch einmaliges Anwenden des obigen Algorithmus ineinander tiberfithrbar
sind. Zu zeigen ist, dass G, zusammenhingend. Fiir A, N € Q sei dg(\, N) = |[{v € V|A\(v) £
N(v)}| die Hamming-Distanz. Farbungen mit Hamming-Distanz 1 liegen also in derselben
Zusammenhangskomponente von G,. Gelte nun, dafl alle Farbungen mit Hamming-Distanz
< j in derselben Zusammenhangskomponente von G, liegen. Gelte dg (A1, A2) = j + 1. Dann
gibt es einen Nachbarn von A\s in GG, der von A\ aus auf einem Weg in (G, erreichbar ist. Dies

zeigt insgesamt die Irreduziblitdt der Markov-Kette.
Also ist die Markov-Kette ergodisch und besitzt eine eindeutige stationiire Verteilung. Wie-

derum ist diese die Gleichverteilung auf der Menge €.

Satz 14.3 Falls q > 2A + 1 gilt, so gilt fir die Mizing-Zeit T(¢) der obigen Markov-Kette

qg—A n
< o i
T(e) < PR n ln<€>

Wir wollen zum Beweis dieses Satzes das Lemma 5.3 anwenden. Dazu miissen wir ein Mar-
kov’sches Coupling zur obigen Markov-Kette definieren. Wir benstigen den Begriff der joint

distribution zweier Zufallsvariablen.

Definition 14.8 Fs sei U eine Menge, und X,Y seien zwei Zufallsvariablen mit Werten in
U. Dann heisst eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf U x U joint distribution von X,Y,
falls gilt:

Yu,v € U p(u,v) = PriX =u AY =]

Lemma 14.4 FEs sei U eine endliche Menge, A, B CU und X,Y seien Zufallsvariablen mit
Werten in U so, dass X und Y jeden Wert in U mindestens einmal annehmen. Dann gibt es

eine joint distribution p von X, Y mit folgenden Figenschaften:
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(a) X ist gleichverteilt auf A, und Pr[X ¢ A] = 0.
(b) Y ist gleichverteilt auf B, und Pr|Y &€ B] = 0.

- - |AnB]|
(¢) PriX =Y] = qansn

BewEIs: (von Satz 5.3). Wir konstruieren ein Coupling wie folgt (dabei ist @ = {1,...,q}
die Menge der Farben). Gegeben (A1, A2) € Q x Q, konstruiert folgender probabilistischer

Algorithmus ein neues Paar von Farben (A, \}):

1. Wihlev ep V.

2. Wihle
(czs ¢y) € (Q\ M(Ne(v))) x (Q\ A2(N(v)))

gem#B einer joint distribution wie in Lemma 14.4 mit A = @ \ M (Ng(v)) und B =
@\ A2(Na(v)).

3. Setze Nj(v) = ¢z, Nj(u) = A (u) fir w e V\ {v}
und Ny (v) = ¢y, Ay(u) = Ao(w) fir w € V' \ {v}.

Es gilt offenbar

[ ( @\ M(Ne(v)) N (@ Ae(Ne(v)))
max{ |@\ A(Na(v))]; [@\ A2(Ne(v))] }

Die Féarbungen des Coupling nach ¢ Schritten seien nun mit A, Ay bezeichnet. Es sei A; CV

die Menge der Knoten v von G, fur die \{(v) = My(v) gilt, und es sei D; := V \ A; das

Pric, =¢y| =

sogenannte Disagreement Set. Offenbar gilt dann
[Digal € {|Def =1, [Dif, |Def +13

Zu gegebenem Knoten v bezeichne d'(v) die Anzahl der Kanten inzident zu v, die einen
Endpunkt in A; und einen in D; haben. Die drei Moglichkeiten fiir den Wert von |Dyyq]

werden nun einzeln analysiert. Exemplarisch betrachten wir den Fall |D;y1| = | D¢ +1. Damit
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dies eintreten kann, muss der Knoten v, der in Schritt 1 gew#hlt wird, in A; liegen, und es

muss ¢, # ¢y gelten. Insbesondere folgt daraus, dass

|Q\ M(Na()] = [(Q\ M(Na(v) N QN de(Ne(v)) | < d'(v)
[Q\ A2(Na(v))] = [(Q\ M(Na(v)) N (Q\ A2(Na(v) | < d'(v)
1@\ M(Ne(v)], 1@\ Ae(Ne(v))] >q—A

Dies liefert,

max{ |@\ \i(Na(v))], @\ A2(Na(v))| } —d'(v)

Pries = ltl = = T\ M), [0\ V)]
AW
> -2
und somit insgesamt
PrIDel = 1D 11 = = 3 Prlee £ ¢y |0
vE A
1 dw)
= nvgtq—A TR

wobei m/ die Zahl der Kanten zwischen A; und D; bezeichne.
Analog kann man die anderen beiden Félle analysieren und erhélt schliesslich:

BlIDl |1Dd] < (1= A=55-) D

Hieraus folgt direkt Pr[|D; 2 0] <n(l —a)t <n-e™9 flira = (Z:QA?”, somit Pr[D; # 0] < ¢

fiur t > a~!-In(net). u



Anhang A

Appendix

A.1 Berechnungsprobleme

1. 3SAT (kSAT)
I.: KNF f mit der Linge der Klauseln gleich 3 (k).
O.:3Jx € {0,1}"[f(z) = 1]

2. 3DNF (kDNF)
I.: DNF f mit der Linge der Klauseln gleich 3 (k).
O.:3Jx € {0,1}"[f(z) = 1]

3. MAX-SAT
I.:KNF f=ciANcoN...NCm
0.:5€{0,1}", s.d.|{ilci(s) = 1}| = max{|{i|ci(z) = 1}]z € {0,1}"}

4. 1-Occ-kS AT
I.:.KNF f=ci ANca ... Acp mit der Linge der Klauseln gleich & und jede Variable
taucht hochstens [ mal in f auf.

0.:5€{0,1}", s.d.|{ilci(s) = 1}| = max{|{i|ci(z) = 1}]z € {0,1}"}

190
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5. MAX-3LIN(MAX-KLIN)
I.: System von linearen Gleichungen mit n Variablem mod 2 und genau 3 (k) Variablem
pro Gleichung.

O.:5€{0,1}" so dafi die Anzahl der erfiillten Gleichungen maximal ist.

6. TSP (mit Dreiecksungleichung)
I.:U=AU1,....,Up},d:U XU +— RT, s.d. d(Un, Uj) + d(Uj, Ug) > d(U;, Ug) fur alle

1<4,5<n
O. : Eine Permutation o iiber {1,...,n}, s.d.
n—1
AUy Usy) + D dUs iy, Us(iz)
i=1

ist minimal.

7. T'SP-Metric
d:UxUw IRT, s.d.

e d(u,v) =0, wenn u = v

e d(u,v) = d(v,u) (Symmetrie)

e d(u,z)+d(z,v) > d(u,v) (Dreiecksungleichung)
(Vu,v e U)

8. TSP (A-B Metric)
firle ACIN,B€ IN,d:U x U — IR" ist eine Metric, s.d.

e d(u,v) € A fur alleu,v e Uju #v

e {v|d(u,v)=1} < Bfiralleu e U

9. TSP (Euclidean) (alte Bezeichnung: Geometric)

[5-Norm:

U C IR?

Ui = (xiayi)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

uj = (zj,95)
dluiug) = /(@i —2)? — (i — ;)2

ETSP := TSP (Euklidean)

EPM

(Deciding Existence of a Perfect Matching)

I.: Ein Graph G = (V, E),EC P(V) :={A|ACV,|A| =2}
O. : Gibt es ein perfektes Matching (PM) M C E von G?

KPM (CPM)

(Constructing a Perfect Matching)

I.: Ein Graph G = (V, F) mit PM

O.: M C FE, M ist ein perfektes Matching von G

EBPM

(Deciding Existence of a Perfect Matching in Bipartite Graphs)
I.: Ein bipartiter Graph G = (V, E), V =V, U Va, |V4| = | V4]
O. : Gibt es ein perfektes Matching (PM) M C E von G?

CBPM

(Constructing a Perfect Matching in Bipartite Graphs)
I.: Ein bipartiter Graph G = (V, E) mit PM

O.: M C FE, M ist ein perfektes Matching von G

MIN-W-KPM
I.: Ein Graph G = (V, F) mit PM und eine Gewichtsfunktion W : £ — IN auf den
Kanten, so daf§ die Binérdarstellung von W; ; = W ({1, j}) polynomiell in |V] ist.

0. : Bestimme ein gewichtsminimales prefektes Matching von G.

MAX-W-KPM
I.: Ein Graph G = (V, F) mit PM und eine Gewichtsfunktion W : £ — IN auf den
Kanten, so daf§ die Binérdarstellung von W; ; = W ({1, j}) polynomiell in |V] ist.

0. : Bestimme ein gewichtsmaximales perfektes Matching von G.
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16. CHINESE-POSTMAN
I.: Ein Graph G = (V, F) und ein Startknoten vy € V.
0. : Eine Rundreise, die in vg startet und endet, jede Kante durchlduft und eine minimale

Anzahl von Kanten benutzt.

17. CYCLE-COVER
I.: Ein Graph G = (V, F) und eine Gewichtsfunktion W : ' — IN auf den Kanten, so
daB die Binérdarstellung von W; ; = W ({1, j}) polynomiell in |V] ist.

O. : Gewichtsminimale Uberdeckung der Knoten mit disjunkten Cyclen.

18. SHORTEST-SUPERSTRING
I.: Endliche Menge von Strings S C »* iiber einem endlichen Alphabet >
0. : Kiirzeste String ¢ € ¥* sein, so daBl jeder String s € S ein Unterstring von ¢ (in

Zeichen s C q) ist.

19. Max — FP (Max-Flow-Problem)
I.: Ein Transportnetzwerk mit Kapazititen C = (V, E, s,t,¢)
O. : Maximale FluB f* in C' mit V (e, f*) = max{V(c, g)} (sieche auch Kapitel 5.5)
g

20. A— Max — FP
I.: Ein Transportnetzwerk mit Kapazititen C' = (V, E,s,t,¢) mit ¢ : £ — A.
O. : Maximale FluB f* in C' mit V (e, f*) = max{V{(c, g)}
g

21. LABEL COV FER (max)
I.:

(a) Ein reguldrer! bipartiter Graph G = (V1, Vs, E).
(b) Eine natiirliche Zahl N, die die Menge {1, ..., N} der Labels definiert.
(¢) Fiir jede Kante e € F eine partielle Funktion 1. : {1, ..., N} — {1, ..., N}.

Ein Labelling ist durch eine nicht-leere Menge von Labels fuir jeden Knoten von G

definiert. Wir sagen ein Labelling iberdeckt eine Kante e = {u,v} (mit » € V4 und

'Ein bipartiter Graph wird reguléir genannt, wenn zwei Konstanten di,ds existieren, so daf der Grad der

Knoten auf der linken Seite di und auf der rechten Seite ds ist.
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v € V3), wenn fiir jedes Label as von v ein Label a3 von w existiert, so da8
He(al) = a9.

O. : Finde Labelling, das ein Label pro Knoten vergibt und den Anteil der tiberdeckten

Kanten maximiert.

22. LABEL COV ER (min)
1. : Wie bei der Maximierungsversion

0. : Ein Labelling, das alle Kanten tiberdeckt und dabei

Z (Anzahl der Labels, die v zugeordnet wurden)
veEV]

minimiert.

23. C'P (Clique Problem)
I.: Ein Graph G = (V, F) und € IN
0. : 3V’ eine Clique von G mit |V'| = k? (V' CV, s.d. Vu,v € V'[{u,v} € F])

24. USAT (Unique Sat)
I.:KNF f=ciNcaN...Ncy mit [{s € {0,1}"f(s) =1} <1
O.:3s € {0,1}"[f(s) =1]7

25. UC'P (Unique Clique Problem)
I.: Ein Graph G = (V, E) und k € IN mit # der Cliquen der GroBe k #5(G) < 1
O. : AV, eine Clique der Gréfie k von G7

26. MAX-CLIQUE
I.: Ein Graph G = (V, F)
0. : Max-Clique(G) = max{|V'||V’ C V, V" ist eine Clique von G}

27. MAX-CUT
I.: Ein Graph G = (V, F)
O. : Eine Partionierung von V in V. = Vi U Vo, (Vi NVa = (), s.d. |E(V, Va)| ist

Maximum.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

MAX-FUNCTION AL-k-SAT

195

I. : m boolesche Funktionen F,..., F,, : IB" — IB, die von hiochstens k Variablen

abhéngen

0. : Konstruiere s € IB™, s.d.

{il fi(s) = TRUE}| = max [{ilfi(s') = TRUE}]

H#HSAT (#kSAT)
I.: f eine KNF (k-KNF)
O.:[{s €{0,1}7[f(s) = 1}|

ADNF (#kDNF)
I.: f eine DNF (k-DNF)
O.:[{s €{0,1}7[f(s) = 1}|

#XOR (#kXOR)
I.: feGF2|x1,..., 2], (Deg f <k)
O.: {s]f(s) = 1}|

HIS
I.: Ein Graph G = (V, F)
O.: #I1S(G) = |{I C V|I ist unabhiingig in G.}|

#kIS
I.: Ein Graph G = (V, F) mit maximalem Knotengrad < k
O.: #I1S(G) = |{I C V|I ist unabhiingig in G.}|

HCLIQUE
I.: Ein Graph G = (V, F)
O.: #CLIQUE(G) = |[{C C V|C ist eine Clique von G.}|
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