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Vorwort

Das Skript \Einf

�

uhrung in die Informatik" ist im Herbst 1992 aus den Vorlesungen \Informatik I"

(Wintersemester 91/92) und \Informatik II" (Sommersemester 92) von Herrn Prof. Dr. Marek

Karpinski am Institut f

�

ur Informatik der Universit

�

at Bonn entstanden.

Die Gliederung dieses Skriptes entspri
ht der inhaltli
hen Struktur des Vorlesungssto�es und

wei
ht daher an einigen Stellen von dem didaktis
hen Aufbau der Vorlesung ab. Damit ist der

Sto� au
h ohne Kenntnis der eigentli
hen Vorlesung zu erarbeiten. Pr

�

ufungsrelevant bleibt

aber die Vorlesung von Prof. Dr. Karpinski!

Weiterhin werden teilweise geringf

�

ugig abwei
hende Notationen verwendet. So benutzen wir die

in der Literatur

�

ubli
he Bezei
hnung f

�

ur Zustands

�

ubergangsfunktionen (Æ statt M), w

�

ahrend

wir den Bu
hstaben M f

�

ur die Bezei
hnung von Turing-Mas
hinen reservieren. Desweiteren

sei bemerkt, da� weitgehend auf die Unterstrei
hungen oder Gro�s
hreibungen der Vorlesung

verzi
htet wird, um die Lesbarkeit des Textes zu erh

�

ohen.

Das Skript beginnt mit einem vorbereitenden Kapitel

�

uber mathematis
he Grundlagen, dessen

Sto�auswahl weitgehend dur
h die Bed

�

urfnisse der na
hfolgenden Kapitel bestimmt ist.

Kapitel 2 gibt eine erste Einf

�

uhrung in die Theorie formaler Spra
hen. Wir untersu
hen die

Struktur regul

�

arer und !{regul

�

arer Mengen sowie den endli
hen Automaten als das korrespon-

dierende Mas
hinenmodell.

In den Kapiteln 3 und 4 werden wir dur
h die Einf

�

uhrung grundlegender Mas
hinenmodelle den

Bere
hnungsbegri� pr

�

azisieren und einen ersten Einbli
k in die Komplexit

�

atstheorie geben. Wir

werden zun

�

a
hst die klassis
hen Modelle der Turingmas
hine und der Random A

ess Mas
hine

behandeln und ans
hlie�end den neueren Entwi
klungen in der Komplexit

�

atstheorie dur
h die

Diskussion paralleler und randomisierter Bere
hnungsmodelle Re
hnung tragen.

Das Kalk

�

ul der Pr

�

adikatenlogik bildet den Grundsto
k f

�

ur weite Teilgebiete der Informatik, so

z.B. der k

�

unstli
hen Intelligenz im Rahmen des mas
hinellen Beweisens oder au
h der Semantik

von Programmierspra
hen. Wir werden daher in Kapitel 5 eine Einf

�

uhrung in die Pr

�

adikatenlogik

geben.

In Kapitel 6 werden wir einen Abste
her in die Praxis unternehmen und einige grundlegende

Datentypen und Algorithmen behandeln.

S
hlie�li
h diskutieren wir in Kapitel 7 die vers
hiedenen Ansatzpunkte zur Semantik von Pro-

grammierspra
hen und werden dies anhand der einfa
hen Programmierspra
he TINY verdeut-

li
hen.

Letztli
h m

�

o
hten wir no
h Herrn Udo Kalker f

�

ur die Bereitstellung seiner ausgearbeiteten Vor-

lesungsmits
hrift danken.

Bonn, im Dezember 1992 K. Werther

T. Werther



Vorwort zur neuen Au
age 2005

Das Skript wurde ausgehend von der Vorlesung \Informatik III" (Wintersemester 2003/04) von

Herrn Prof. Dr. Marek Karpinski am Institut f

�

ur Informatik der Universit

�

at Bonn um das Kapitel

2.4 \Probabilistis
he Endli
he Automaten" erweitert.

Bonn, im Oktober 2005 M. Hauptmann
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Kapitel 1

Mathematis
he Grundlagen

1.1 Grundlagen der Mengenlehre

Die Mengenlehre hat in der Mathematik eine grundlegende und zentrale Bedeutung, da si
h jede

mathematis
he Aussage in der Spra
he der Mengenlehre formulieren l

�

a�t. In diesem Abs
hnitt

m

�

o
hten wir einige der grundlegenden Tatsa
hen der Mengenlehre bes
hreiben, verzi
hten aller-

dings auf eine formale axiomatis
he Konstruktion der Mengenlehre. F

�

ur uns ist die Mengenlehre

vielmehr eine geignete Spra
he, mit Hilfe derer wir Zusammenh

�

ange ausdr

�

u
ken werden.

G. Cantor (siehe z.B. [Fel78℄, dort au
h weiteres

�

uber die Mengenlehre) folgend m

�

o
hten wir

informell eine (abstrakte) Menge wie folgt de�nieren:

\Unter einer `Menge' M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten

wohlunters
hiedenen Objekten m unserer Ans
hauung oder unseres Denkens (wel
he

die `Elemente' von M genannt werden) zu einem Ganzen"

So bezei
hnen wir z.B. die Zusammenfassung aller Punkte auf einer Geraden, die Zusammenfas-

sung aller Geraden in einer Ebene, oder au
h die Zusammenfassung aller H

�

orer der Informatik I

Vorlesung als Mengen.

Ein Objekt, das zu einer Menge A geh

�

ort, wird als ein Element von A bezei
hnet. Falls x ein

Element von A ist, so s
hreiben wir hierf

�

ur x 2 A, anderenfalls s
hreiben wir x 62 A. Falls jedes

Element einer Menge A in einer Menge B enthalten ist, so nennen wir A eine Teilmenge von B,

bzw. B eine Obermenge von A und notieren dies dur
h A � B.

Wir benutzen die folgenden Notationen:

� Falls alle Objekte x

1

; x

2

; : : : ; x

n

Elemente der Menge A sind, so s
hreiben wir au
h

x

1

; x

2

; : : : ; x

n

2 A statt x

1

2 A; x

2

2 A; : : : ; x

n

2 A.

� Falls keines der Objekte x

1

; x

2

; : : : ; x

n

ein Element der Menge A ist, so s
hreiben wir

x

1

; x

2

; : : : ; x

n

62 A.

� Die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enth

�

alt, bezei
hnet man mit dem Symbol

;.

� F

�

ur die folgenden, h

�

au�g benutzten Mengen f

�

uhren wir die folgenden Bezei
hnungen ein:
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N Menge der nat

�

urli
hen Zahlen.

N

0

Menge der nat

�

urli
hen Zahlen eins
hlie�li
h der Null.

Z Menge der ganzen Zahlen.

R Menge der reellen Zahlen.

B Menge der Wahrheitswerte Wahr (W) und Fals
h (F).

Wir werden die Menge der nat

�

urli
hen Zahlen sp

�

ater axiomatis
h einf

�

uhren.

Es gibt mehrere M

�

ogli
hkeiten eine Menge anzugeben:

� Falls eine Menge nur endli
h viele Elemente umfa�t, so l

�

a�t si
h die Menge dur
h die

Au
istung s

�

amtli
her Elemente angeben (in extension), wir s
hreiben dann z.B.

A = f1; 2; 5; 7g:

� Falls eine Menge unendli
h viele Elemente umfa�t (und damit ni
ht vollst

�

andig aufge-

listet werden kann), so kann man si
h auf die Angabe einiger Elemente dieser Menge

bes
hr

�

anken, falls die Bes
ha�enheit der fehlenden Elemente vom Kontext her klar ist.

Wir k

�

onnen z.B die Menge U der ungeraden nat

�

urli
hen Zahlen folgenderma�en angeben:

U = f1; 3; 5; 7; 9; 11; : : :g:

� Falls si
h die Elemente einer Menge A dur
h Transformation der Elemente einer zweiten

Menge B bes
hreiben lassen, so ist A dur
h die Angabe von B und der Transformation

festgelegt. So l

�

a�t si
h z.B. die Menge G der geraden nat

�

urli
hen Zahlen dur
h f(n) = 2 �n

f

�

ur n 2 N 
harakterisieren. Hierf

�

ur s
hreiben wir abk

�

urzend

G = f2n n 2 Ng:

� Falls si
h die Elemente einer Menge A genau diejenigen Elemente einer Menge B sind, die

eine gewisse Eigens
haft P erf

�

ullen, so s
hreiben wir (in intension)

A = fx 2 B P (x)g

als die Menge aller x 2 B f

�

ur die P (x) wahr ist. Falls B si
h aus dem Kontext ergibt, so

verzi
hten wir auf die Angabe von B und s
hreiben kurz A = fx P (x)g. So ist z.B.

P = fk 2 N k hat au�er 1 und k keine weiteren Teilerg

die Menge aller Primzahlen eins
hlie�li
h der Eins.

Wir geben nun die grundlegende Terminologie der Mengenlehre an:

Definition 1.1 Seien A, B und X Mengen.

i) Falls A nur aus endli
h vielen Elementen besteht, so hei�t A endli
h. Die Anzahl der

Elemente einer Menge A hei�t die Kardinalit

�

at oder au
h M

�

a
htigkeit von A und wird mit

jAj notiert. Die Kardinalit

�

at der leeren Menge ist Null (j;j = 0). Zwei endli
he Mengen A

und B sind von glei
her Kardinalit

�

at, falls jAj = jBj gilt.
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ii) Unter der Vereinigungsmenge A[B von A und B versteht man die Zusammenfassung der

Elemente von sowohl A als au
h B, d.h

A [B := f x x 2 A oder x 2 B g:

F

�

ur endli
he Mengen gilt jA [Bj � jAj+ jBj.

iii) Unter der S
hnittmenge A\B von A und B versteht man die Menge der Elemente, die in

beiden Mengen vorkommen, d.h.

A \ B := f x x 2 A und x 2 B g:

iv) Unter der Di�erenz A nB von A und B versteht man die Menge der Elemente, die nur in

A vorkommen, d.h.

A nB := f x j x 2 A und x 62 B g:

v) Unter der symmetris
hen Di�erenz A4B von A und B versteht man die Menge der Ele-

mente, die entweder in A oder B vorkommen, ni
ht jedo
h in beiden Mengen, d.h.

A4B := (A nB) [ (B nA) = (A [B) n (A \ B):

vi) Unter dem Komplement

�

A einer Teilmenge A von X versteht man die Menge B = fa 2

X j a 62 Ag. O�ensi
htli
h ist (

�

A) = A (die Notation

�

A darf nur benutzt werden, wenn die

Menge X aus dem Kontext ersi
htli
h ist).

vii) A und B hei�en elementfremd oder au
h disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element

besitzen, wenn also A \ B = ; gilt. Falls A und B endli
h sind, so gilt in diesem Fall

jA [ Bj = jAj+ jBj.

viii) A und B sind glei
h (A = B), falls A � B und B � A gelten, d.h. alle Elemente, die in A

enthalten sind, au
h in B vorkommen und umgekehrt.

ix) Unter der Potenzmenge von A versteht man die Menge aller Teilmengen der Menge A.

Wir notieren: P(A) = fX j X � Ag. F

�

ur endli
he Mengen A gilt jP(A)j = 2

jAj

.

x) Seien A

1

; A

2

; : : : ; A

n

f

�

ur n 2 N beliebige Mengen. Dann hei�t die Menge A

1

� A

2

� � � � �

A

n

:= f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) j x

1

2 A

1

; x

2

2 A

2

; : : : ; x

n

2 A

n

g (n-stelliges) kartesis
hes Produkt

von A

1

; : : : ; A

n

. Ein Element (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) dieser Menge bezei
hnen wir als n-Tupel.

Falls die Mengen A

1

bis A

n

endli
h sind, so gilt jA

1

� � � � � A

n

j = jA

1

j � � � � � jA

n

j, falls

sie alle glei
h sind, also A

1

= A

2

= A

3

= : : : = A

n

= A gilt, so s
hreiben wir A

n

statt

A

1

� A

2

� : : :� A

n

.

Es sei bemerkt, da� ein Tupel (a

1

; : : : ; a

n

) ni
ht die Menge fa

1

; : : : ; a

n

g ist. Die Elemen-

te eines jeden Tupels sind im Gegensatz zu den Elementen einer Menge dur
h ihre Reihen-

folge bestimmt. 2-Tupel (a; b) bezei
hnet man dabei au
h als geordnete Paare, w

�

ahrend 3-

Tupel (a; b; 
) au
h Tripel hei�en. Formal kann ein n-Tupel a = (a

1

; : : : ; a

n

) mit der Menge

A = ffa

1

g; fa

1

; a

2

g; : : : ; fa

1

; : : : ; a

n

gg identi�ziert werden. Die i-te Komponente a

i

von a ist

dann die Mengendi�erenz zwis
hen dem (eindeutig bestimmten) Element fa

1

; : : : ; a

i

g 2 A der

Kardinalit

�

at i und dem Element fa

1

; : : : ; a

i�1

g der Kardinalit

�

at i� 1.

Die oben eingef

�

uhrten Operationen auf Mengen gehor
hen den folgenden Regeln.
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Lemma 1.2 Seien A;B;C beliebige Mengen. Dann gelten:

i) A [ B = B [A

A \ B = B \A

(Kommutativgesetze)

ii) A [ (B [ C) = (A [ B) [ C

A \ (B \ C) = (A \ B) \ C

(Assoziativgesetze)

iii) A [ (A\ B) = A

A \ (A[ B) = A

(Absorptionsgesetze)

iv) A [ (B \ C) = (A [ B) \ (A [ C)

A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C)

(Distributivgesetze)

F

�

ur kartesis
he Produkte gelten die folgenden Re
henregeln. Dazu seien A

1

; A

2

; B

1

; B

2

und B

beliebige Mengen.

1. (A

1

[A

2

)� B = (A

1

�B) [ (A

2

�B)

2. (A

1

nA

2

)�B = (A

1

� B) n (A

2

�B)

3. (A

1

\A

2

)� (B

1

\B

2

) = (A

1

� B

1

) \ (A

2

�B

2

)

4. Seien A

1

; A

2

; B

1

; B

2

6= ;. Dann gilt (A

1

� B

1

) = (A

2

� B

2

) genau dann, wenn A

1

= A

2

und B

1

= B

2

sind.

Die Projektion einer Teilmenge R des kartesis
hen Produktes A � B auf A ist die Menge fa 2

A j 9 b 2 B mit (a; b) 2 Rg. Die Bildmenge R(a) von a 2 A ist die Menge fb 2 B j (a; b) 2 Rg.

Analog ist die Urbildmenge R

�1

(b) von b die Menge fa 2 A j (a; b) 2 Rg.

1.1.1 Relationen und Funktionen

Teilmengen des kartesis
hen Produktes A�B zweier Mengen A und B erm

�

ogli
hen es uns, Be-

ziehungen zwis
hen den Elementen der Mengen A und B auszudr

�

u
ken. Formal ist eine Relation

R

�

uber A und B eine beliebige Teilmenge R � A�B. R hei�t au
h Relation auf A und B. Liegt

ein Paar (a; b) 2 A � B in der Menge R, so benutzen wir statt (a; b) 2 R au
h die Notation

a R b; andernfalls ist (a; b) 62 R und wir s
hreiben a R= b.

Der De�nitionsberei
h DB(R) einer Relation R � A � B ist die Projektion von R auf A, der

Werteberei
h WB(R) ist die Projektion von R auf B. Nun no
h ein paar weitere De�nitionen:

Eine Relation R hei�t

� linkstotal, falls DB(R) = A gilt.

� re
htstotal, falls WB(R) = B gilt.

� linkseindeutig, falls R

�1

(b) f

�

ur alle b 2 B h

�

o
hstens ein Element enth

�

alt.

� re
htseindeutig, falls R(a) f

�

ur alle a 2 A h

�

o
hstens ein Element enth

�

alt.

Die Relation

~

R � B � A mit (b; a) 2

~

R genau dann, wenn (a; b) 2 R, hei�t die zu R inverse

Relation und wird mit R

�1

bezei
hnet.

F

�

ur Relation R � A

2

sind no
h die folgenden Bezei
hnungen

�

ubli
h. R hei�t
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� re
exiv, falls f

�

ur alle a 2 A: (a; a) 2 R gilt,

� ni
ht re
exiv, falls f

�

ur wenigstens ein a 2 A: (a; a) 62 R gilt,

� irre
exiv, falls f

�

ur alle a 2 A: (a; a) 62 R gilt,

� symmetris
h , falls f

�

ur alle (a; b) 2 R au
h (b; a) 2 R gilt.

� asymmetris
h, falls aus (a; b) 2 R au
h (b; a) 62 R folgt.

� antisymmetris
h, falls aus (a; b); (b; a) 2 R die Glei
hheit a = b folgt.

� transitiv , falls aus (a; b) 2 R und (b; 
) 2 R au
h (a; 
) 2 R folgt.

� total, falls f

�

ur alle a; b 2 A gilt, da� (a; b) 2 R oder (b; a) 2 R ist.

Die kleinste Obermenge R

0

� R von R, die transitiv ist, nennt man transitive H

�

ulle von R. Sie

wird au
h mit R

T

bezei
hnet. Man kann R

T

au
h s
hreiben als

R

T

= f(a; b) 2 A

2

j 9n � 2; a = x

1

; x

2

; : : : ; x

n�1

; x

n

= b 8 1 � i < n : (x

i

; x

i+1

) 2 Rg

Relationen mit bestimmten Eigens
haften haben gesonderte Namen.

� Eine re
exive, symmetris
he und transitive Relation R � A

2

hei�t

�

Aquivalenzrelation.

� Eine re
exive, antisymmetris
he und transitive Relation R � A

2

hei�t Ordnung.

� Eine re
exive, antisymmetris
he, transitive und totale Relation hei�t Totalordnung oder

au
h totale (lineare, konvexe) Ordnung. Ist die Ordnung ni
ht total, d.h. existieren a; b 2 A

mit (a; b); (b; a) 62 R, so ist R eine partielle Ordnung.

� Eine linkstotale und re
htseindeutige Relation R � A � B hei�t Funktion oder au
h Ab-

bildung von A na
h B. Wir s
hreiben f

�

ur (a; b) 2 R statt R(a) = fbg dann au
h R(a) = b

und statt R � A�B au
h R : A! B.

Funktionen sind besonders wi
htige Objekte in der Mathematik. Daher haben si
h f

�

ur Funktio-

nen gesonderte Bezei
hnungen eingeb

�

urgert. Sei f eine Funktion von A na
h B. Dann hei�t f

� surjektiv (engl.: onto) oder au
h Surjektion (von A auf B), falls f re
htstotal ist.

� injektiv oder au
h Injektion (von A auf B), falls f linkseindeutig ist.

� bijektiv (engl.: one-one) oder au
h Bijektion (von A auf B), falls f injektiv (linkseindeutig)

und surjektiv (re
htstotal) ist.

Die Umkehrrelation f

�1

einer bijektiven Funktion f von A na
h B ist wieder eine Funktion (von

B na
h A). f

�1

hei�t in diesem Falle Umkehrfunktion von f (und ist ebenfalls bijektiv).

Eine ni
htnotwendigerweise linkstotale, jedo
h re
htseindeutige Funktion nennen wir partielle

Funktion, da sie nur auf Teilen des m

�

ogli
hen De�nitionsberei
hes de�niert ist. Zur Betonung

des Unters
hiedes nennen wir (linkstotale) Funktionen au
h totale Funktionen.

Nun ist au
h die folgende De�nition m

�

ogli
h: zwei ni
ht notwendigerweise endli
he Mengen A

und B besitzen die glei
he M

�

a
htigkeit, falls es eine Bijektion f von A na
h B gibt (f

�1

ist

dann eine Bijektion von B na
h A).
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Wir werden diese De�nition in abgewandelter Form in Abs
hnitt 1.1.3 benutzen um zu zeigen,

da� die M

�

a
htigkeit der nat

�

urli
hen Zahlen mit der der rationalen Zahlen, ni
ht aber mit der

der reellen Zahlen

�

ubereinstimmt.

1.1.2 Die nat

�

urli
hen Zahlen und vollst

�

andige Induktion

In diesem Abs
hnitt werden wir die Menge N der nat

�

urli
hen Zahlen axiomatis
h einf

�

uhren.

Diese axiomatis
he Einf

�

uhrung geht auf Peano zur

�

u
k. Grundlegend hierf

�

ur ist die folgende

Notation.

Sei S � X eine Menge. Dann hei�t die dur
h

+

notierte Funktion auf S Na
hfolgefunktion. Zu

s 2 S hei�t s

+

2 X Na
hfolger von s.

Nun k

�

onnen wir die nat

�

urli
hen Zahlen au
h axiomatis
h de�nieren.

Definition 1.3 Die eindeutig bestimmte Menge S, die die na
hfolgenden f

�

unf Peano-

Axiome erf

�

ullt, hei�t Menge der nat

�

urli
hen Zahlen und wird mit N bezei
hnet.

Axiom 1 1 2 S ist eine nat

�

urli
he Zahl.

Axiom 2 Wenn n 2 S eine nat

�

urli
he Zahl ist, so ist au
h n

+

2 S eine nat

�

urli
he Zahl, d.h.

+

ist eine Funktion von S na
h S.

Axiom 3 Es gibt kein n 2 S, dessen Na
hfolger n

+

= 1 ist.

Axiom 4 Falls n

+

= m

+

gilt, so folgt n = m, d.h. die Funktion

+

ist eine Injektion.

Axiom 5 Falls T eine Menge ist, die 1 enth

�

alt (1 2 T ) und mit n au
h den Na
hfolger n

+

(n 2 T ) n

+

2 T ), so gilt S � T .

Es sei bemerkt, da� die Eindeutigkeit von N (und somit die Wohlde�niertheit!) aus dem Axiom 5

folgt. Denn, wenn es no
h eine zweite Menge S 6= N g

�

abe, die die Peano-Axiome erf

�

ullte, dann

w

�

are na
h Axiom 1 und Axiom 2 sowohl S als au
h N eine erlaubte Menge f

�

ur die Menge T aus

Axiom 5. Somit folgt S � N � S und somit S = N im Widerspru
h zur Annahme.

Au�erdem sei darauf hingewiesen, da� si
h Axiom 5 au
h dur
h folgendes

�

aquivalentes Axiom

ersetzen l

�

a�t.

Axiom 5' Falls T eine Teilmenge von S ist, die 1 enth

�

alt (1 2 T ) und mit n au
h den Na
hfolger

n

+

(n 2 T ) n

+

2 T ), so gilt S = T .

Man nennt das Axiom 5 bzw. 5' au
h Induktionsaxiom.

Um eine mathematis
h greifbare De�nition der nat

�

urli
hen Zahlen zu haben, werden wir uns

jetzt einer Konstruktion f

�

ur die Menge der nat

�

urli
hen Zahlen zuwenden, die von von Neumann

stammt.

Sei X ein Menge. Dann ist der Na
hfolger X

+

von X de�niert dur
h X

+

= X [ fXg. Falls X

eine endli
he Menge ist, ist X

+

o�ensi
htli
h von X vers
hieden, da jX

+

j > jX j ist.

Startend mit der leeren Menge X = ;, k

�

onnen wir die Na
hfolger X

+

= X[fXg = ;[f;g = f;g,

(X

+

)

+

= f;g [ ff;gg = f;; f;gg, usw. bilden. von Neumann hat nun die nat

�

urli
hen Zahlen
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als diese Mengen de�niert, bzw. diese Mengen mit den Symbolen f

�

ur die nat

�

urli
hen Zahlen

belegt. Mit dieser Notation gilt: 0 := ;, 1 := 0

+

= f;g = f0g, 2 := 1

+

= f0; 1g, usw.. Alle so

entstehenden Mengen sind endli
h und daher alle vers
hieden.

Damit haben wir den folgenden Satz.

Satz 1.4 Die Menge N der oben konstruierten Mengen (f;g; f;; f;gg; : : :) auss
hlie�li
h der

Menge ;, bildet die Menge N der nat

�

urli
hen Zahlen.

Beweis: Wir m

�

ussen die f

�

unf Peano-Axiome na
hweisen. Axiome 1 und 2 folgen direkt aus

der De�nition. F

�

ur die obige Konstruktion folgen Axiom 3 und 4 s
hon aus den Axiomen 1 und

2 und jX

+

j > jX j. Wir m

�

ussen jetzt no
h Axiom 5' na
hweisen. Dazu nehmen wir an, da� eine

e
hte Teilmenge T von N existiert, die die Axiome 1 und 2 erf

�

ullt. Sei n 2 N n T die kleinste

Menge aus N , die ni
ht in T enthalten ist. Da n in N ist, mu� es ein m 2 N mit m

+

= n geben.

Da n kleinstm

�

ogli
h gew

�

ahlt war, folgt m 2 T und mit Axiom 2 f

�

ur T au
h n 2 T . Dies ist ein

Widerspru
h und Axiom 5' bewiesen. 2

F

�

ur die nat

�

urli
hen Zahlen gilt au
h das folgende Lemma.

Lemma 1.5 Sei n 2 N. Dann ist entweder n = 1 oder es gibt genau einen Vorg

�

anger m 2 N

von n, der m

+

= n erf

�

ullt.

In Zukunft bezei
hnen wir den Na
hfolger n

+

von n mit n+1 bzw. su

 (n) und den na
h obigem

Lemma eindeutigen Vorg

�

anger von n > 1 mit n� 1 oder pred (n).

Nun wenden wir uns dem Beweisprinzip der vollst

�

andigen Induktion zu. Es dient dazu ganze

Mengen von Aussagen fA

n

g

n2N

zu beweisen. Die Korrektheit des Beweisprinzips beruht auf

Axiom 5'. Demna
h sind zwei S
hritte dur
hzuf

�

uhren:

1. Induktionsverankerung oder Basiss
hritt (engl.: base step): Zeige die G

�

ultigkeit der Aussage

A

1

.

2. Induktionss
hritt (engl.: indu
tion step): Zeige, da� aus der G

�

ultigkeit des Aussage A

n

(die Annahme der G

�

ultigkeit dieser Aussage nennt man Induktionsannahme (IA)) die

G

�

ultigkeit der Aussage A

n+1

folgt.

Sei T die Menge der Indizes der g

�

ultigen Aussagen aus fA

n

g

n2N

. T erf

�

ullt die Bedingungen des

Axioms 5'. Daraus folgt T = N und die G

�

ultigkeit jeder Aussage aus fA

n

g.

Dur
h Transformierung der Indizes kann mit diesem Verfahren die G

�

ultigkeit von Mengen von

Aussagen der Form fA

f(n)

g

n2N

gezeigt werden.

Wir wollen das Prinzip der vollst

�

andigen Induktion an zwei Beispielen verans
hauli
hen.

Beispiel 1.6 F

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen n gilt:

n

X

i=1

i = n(n + 1)=2: (1.1)
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Um diese Aussage (bzw. Menge von Aussagen) mittels vollst

�

andiger Induktion zu beweisen,

m

�

ussen wir die Induktionsverankerung und den Induktionss
hritt beweisen. Die Induktionsver-

ankerung ist trivial (1 = 1); f

�

ur den Induktionss
hritt nehmen wir an, da� f

�

ur ein n 2 N die

Glei
hung (1.1) erf

�

ullt ist (Induktionsannahme). F

�

ur n + 1 gilt dann:

n+1

X

i=0

i =

n

X

i=0

i + (n + 1)

(IA)

=

n(n + 1)

2

+ (n + 1) =

n(n + 1) + 2(n + 1)

2

=

(n + 1)(n+ 2)

2

:

Aus der Korrektheit von Induktionsverankerung und Induktionss
hritt folgt, wie oben bereits

erw

�

ahnt, die G

�

ultigkeit von (1.1) f

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen.

Beispiel 1.7 F

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen n � 5 gilt

n

2

< 2

n

: (1.2)

Die Induktionsverankerung ist wieder trivial, da 25 < 32 gilt. Sei die Aussage (1.2) f

�

ur n � 5

g

�

ultig, dann gilt f

�

ur n + 1 wegen

2

n+1

= 2 � 2

n

(IA)

> 2n

2

n�5

� n

2

+ 2n + 1 = (n + 1)

2

ebenfalls die G

�

ultigkeit von (1.2) und somit ist die Aussage f

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen n � 5

bewiesen.

1.1.3 Diagonalisierungsverfahren

Wir werden uns jetzt einem anderen wi
htigen Beweisverfahren in der Mathematik zuwenden,

das in der theoretis
hen Informatik eine hervorragende Rolle spielt. Dies ist das Cantors
he

Diagonalisierungsverfahren. Wir werden in diesem Abs
hnitt die folgenden beiden S

�

atze bewei-

sen. Besonders der Beweis von Satz 1.9 wird uns in anderer Form no
h einmal wieder begegnen.

Satz 1.8 Die M

�

a
htigkeit der nat

�

urli
hen Zahlen ist glei
h der M

�

a
htigkeit der rationalen

Zahlen.

Satz 1.9 Die M

�

a
htigkeit der nat

�

urli
hen Zahlen ist kleiner als die M

�

a
htigkeit der reellen

Zahlen.

Wir beginnen mit dem Beweis von Satz 1.8. Zun

�

a
hst wollen wir jedo
h folgendes feststellen:

Zwei Mengen A und B haben die glei
he M

�

a
htigkeit, falls es surjektive Abbildungen f

A

: A! B

und f

B

: B ! A gibt. Es gilt dann n

�

amli
h jAj � jBj � jAj und damit Glei
hheit.

Beweis: (von Satz 1.8)

Wir geben zwei surjektive Abbildungen f

N

: N! Q und f

Q

: Q! N an. Wir de�nieren

f

Q

(q) =

�

q falls q 2 N ist

1 falls q 62 N ist

:
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O�ensi
htli
h ist f

Q

surjektiv, da N � Q ist. f

N

setzen wir aus zwei surjektiven Funktionen

zusammen (die Komposition surjektiver Funktionen ist nat

�

urli
h wieder surjektiv). Dazu seien

g : N!Zund f

Z

: Z! Q. Wir de�nieren g dur
h

g(n) =

�

(n� 1)=2 falls n ungerade

�n=2 falls n gerade

:

O�ensi
htli
h ist g surjektiv. f

Z

bildet 0 auf 0 ab,Z

>0

aufQ

>0

und Z

<0

aufQ

<0

. Wir bes
hreiben

die Abbildung von Z

>0

auf Q

>0

, die Konstruktion des anderen Teils ist analog. Dazu s
hreiben

wir die Menge Q

>0

(mit Wiederholungen der Elemente) als zweidimensionale Tafel:

1

1

!

1

2

1

3

!

1

4

� � �

. % .

2

1

2

2

2

3

# % .

3

1

3

2

.

4

1

.

.

.

Die Pfeile reihen die rationalen Zahlen wie an einer Perlenkette auf. Dabei verlaufen die Pfeile

immer diagonal von re
hts oben na
h links unten oder umgekehrt. Wir ordnen jetzt der Zahl 1

die Zahl 1 zu und induktiv der Zahl n+1 den dur
h die Pfeile angedeuteten Na
hfolger des Bildes

von n. Dadur
h ist si
her gestellt, da� zu jeder rationalen Zahl ein Urbild existiert (genauer: zu

n

m

gibt es ein Urbild k mit k � (n+m)

2

=2). Daher ist au
h diese Abbildung surjektiv und alles

Behauptete bewiesen. 2

Im Beweis von Satz 1.9 bezieht si
h die Diagonalisierung auf die Hauptdiagonale. Dieses Ver-

fahren wird au
h als Cantors
hes Diagonalverfahren bezei
hnet. Wir haben die reellen Zahlen

R ni
ht axiomatis
h eingef

�

uhrt. Daher wollen wir es hier bei unseren intuiven Vorstellung der

reellen Zahlen als \unendli
he Dezimalbr

�

u
he" belassen.

Beweis: (von Satz 1.9)

Nehmen wir an, der Satz w

�

urde ni
ht gelten und es g

�

abe eine surjektive Abbildung g

0

N

: N! R.

Dann g

�

abe es au
h eine surjektive Abbildung g

N

: N! [0; 1). Wir wollen diese Annahme zum

Widerspru
h f

�

uhren; damit w

�

are die Aussage gezeigt. Wir werden eine reelle Zahl x 2 [0; 1)

konstruieren, die ni
ht im Werteberei
h von g liegt. Dazu sei die n-te Dezimalstelle x

n

von x

hinter dem Komma de�niert dur
h x

n

= (g(n)

n

+1) mod 10. Wenn wir uns eine Liste der reellen

Zahlen vorstellen, so ist x gerade dur
h die Diagonalelemente konstruiert. Die Konstruktion von

x stellt jedo
h si
her, da� si
h x von jeder Zahl in der Liste fg(n)g

n2N

unters
heidet. Daher gilt

x 62 fg(n)g

n2N

im Widerspru
h zur Annahme. 2

Man bea
hte, da� dieser Beweis ni
ht f

�

ur die rationalen Zahlen funktioniert, da das konstruierte

x in R n Q liegt. Mengen, die von der M

�

a
htigkeit der nat

�

urli
hen Zahlen sind, nennt man

abz

�

ahlbar, Mengen einer gr

�

o�eren M

�

a
htigkeit nennt man

�

uberabz

�

ahlbar. F

�

ur die M

�

a
htigkeit der

nat

�

urli
hen Zahlen hat si
h das Symbol �

0

(Aleph 0) und f

�

ur die M

�

a
htigkeit der reellen Zahlen

das Symbol �

1

(Aleph 1) eingeb

�

urgert.

1.1.4 Das Russells
he Paradoxon in der Mengenlehre

In diesem Abs
hnitt werden wir zeigen, da� die Bildung von Mengen beliebiger Art zu Paradoxien

f

�

uhren kann. Das Russells
he Paradoxon ist

�

ahnli
h der folgenden Paradoxie
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\Diese Aussage ist fals
h."

Denn wenn \Diese Aussage ist fals
h." eine wahre Aussage ist, so folgt aus der Bedeutung der

Aussage, da� \Diese Aussage ist fals
h" eine fals
he Aussage ist. In diesem Fall jedo
h mu�

das Gegenteil der Aussage \Diese Aussage ist fals
h." gelten, da� hei�t die Aussage ist wahr.

Paradoxon!

Ein Paradoxon benannt na
h Ri
hard (\Les prin
ipes de math�ematiques et le probl�eme

des ensembles", Rev. Gen. des S
. 16, 541) tritt bei der Betra
htung der folgenden Menge

A = fr 2 R j es gibt eine endli
he Bes
hreibung von r in der deuts
hen Spra
heg auf. So sind

z.B. die Zahlen mit den Bes
hreibungen \drei Komma sieben zwei", \Quadratwurzel aus neun-

undzwanzig" und \Limes der Folge Klammer auf eins plus eins dur
h n Klammer zu ho
h n"

in A enthalten. A ist si
herli
h abz

�

ahlbar, sei f eine Aufz

�

ahlung (d.h. f : N! A). Analog zum

Cantors
hen Diagonalverfahren de�nieren wir die Zahl x als \diejenige Zahl zwis
hen Null und

Eins, deren n-te Stelle hinter dem Komma glei
h der Summe von eins und der n-ten Stelle der

n-ten Zahl (bzgl. der Aufz

�

ahlung f) der Menge A modulo zehn ist". Damit ist x ni
ht in A ent-

halten (siehe Beweis von Satz 1.9), besitzt jedo
h eine endli
he Bes
hreibung in der deuts
hen

Spra
he und ist damit in A enthalten. Paradoxon!

Nun kommen wir zum Paradoxon von Russell. Dazu de�nieren wir die Menge M aller Mengen,

die si
h ni
ht selbst enthalten, d.h. M = fX j X 62 Xg. Das Paradoxon entsteht nun dadur
h,

da� M weder si
h selbst enthalten kann no
h si
h selbst ni
ht enthalten kann. Denn enthielte

M si
h selbst, d

�

urfte M (na
h De�nition von M) si
h ni
ht selbst enthalten. Falls M si
h ni
ht

selbst enthielte, m

�

u�te jedo
h M in si
h selbst enthalten sein. Paradoxon!

Diese Widerspr

�

u
he in der Mengenlehre liegen an dem zu weit (und vorallem zu ungenau)

gefa�ten Mengenbegri� von Cantor. Wir wollen jedo
h auf eine axiomatis
he Einf

�

uhrung des

Mengenbegri�s verzi
hten, im wesentli
hen wird jedo
h verboten, da� Mengen si
h selbst ent-

halten d

�

urfen. Stattdessen wollen wir darauf hinweisen, da� das Paradoxon von Russell dur
h

die Selbstanwendung eines negierten Pr

�

adikats auf ein Objekt entsteht (X 2 M genau dann,

wenn ni
ht X si
h selbst enth

�

alt).

1.2 Grundlagen der Graphentheorie

In diesem Abs
hnitt m

�

o
hten wir einige Grundlagen aus der Graphentheorie erl

�

autern, die wir

sp

�

ater zur De�nition und Darstellung algorithmis
her Strukturen ben

�

otigen werden. Graphen

treten in vielen m

�

ogli
hen Berei
hen der Informatik auf; sie werden si
h daher ni
ht nur in Kapi-

tel 2 bei der Untersu
hung von endli
hen Automaten als ein n

�

utzli
hes Hilfswerkzeug erweisen.

Zun

�

a
hst geben wir eine formale mathematis
he De�nition eines (endli
hen) Graphen.

Definition 1.10 Ein Graph G ist ein 2-Tupel (V;E), wobei V eine endli
he Menge und E

eine Teilmenge von V �V ist. Man nennt V die Menge der Knoten von G und E die Menge der

(geri
hteten) Kanten von G.

Oft wird V als V = fv

1

; : : : ; v

n

g ges
hrieben und E = fe

1

; : : : ; e

m

g. In der Graphentheorie hat

es si
h eingeb

�

urgert, mit n die Anzahl der Knoten zu bezei
hnen und mit m die Anzahl der

Kanten. Desweiteren bezei
hnen die (indizierten) Kleinbu
hstaben u, v und w stets Knoten und

e stets Kanten.
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Abbildung 1.1: Graph mit drei Knoten

Der Knoten u hei�t mit v verbunden, falls (u; v) 2 E gilt. Somit ist E gerade die Relation

\verbunden". Falls diese Relation symmetris
h ist, d.h. aus (u; v) 2 E folgt au
h (v; u) 2 E, so

nennen wir den Graphen G = (V;E) ungeri
htet, sonst hei�t G geri
htet. Entspre
hend gelten

au
h die anderen Bezei
hnungen f

�

ur Relationen (wie z.B. re
exiv, antisymmetris
h) au
h f

�

ur

Graphen. Irre
exive Graphen nennt man au
h s
hlingenfrei.

Ein 3-Tupel G = (V;E; l

E

) mit V und E wie oben und l

E

eine Funktion mit De�nitionsberei
h

E hei�t kantengelabelter Graph. Dabei ist l

E

(e) die der Kante e 2 E zugeordnete Marke (Label).

Den Werteberei
h von l

E

lassen wir o�en, man kann si
h z.B. reelle Zahlen, Symbole, Namen,

Funktionen et
. daf

�

ur vorstellen.

Analog hei�t ein 3-Tupel G = (V;E; l

V

), wobei l

V

eine Funktion mit De�nitionsberei
h V eine

knotengelabelter Graph. Ein 4-Tupel G = (V;E; l

V

; l

E

) hei�t folgli
h knoten- und kantengelabel-

ter Graph.

Wir k

�

onnen einen Graphen G au
h graphis
h darstellen, indem wir die Knoten als Punkte (in der

Ebene) und Kanten als Pfeile (im geri
hteten Fall) oder Linien (im ungeri
hteten Fall) zwis
hen

den Knoten entspre
henden Punkten darstellen.

Beispiel 1.11 Sei V = fv

1

; v

2

; v

3

g und E = f(v

1

; v

2

); (v

1

; v

3

); (v

2

; v

3

); (v

3

; v

2

)g. Die zu G =

(V;E) geh

�

orige graphis
he Darstellung ist in Abbildung 1.1 gegeben.

Im folgenden werden wir die Begri�e \Graph" und \graphis
he Darstellung eines Graphen"

miteinander identi�zieren.

Eine endli
he Folge P = v

0

v

1

v

2

� � �v

k

von Knoten, so da� zwei aufeinander folgende Glieder

v

i

und v

i+1

der Folge P dur
h eine Kante in E miteinander verbunden sind, nennt man einen

(geri
hteten) Pfad von v

0

na
h v

k

der L

�

ange k. Falls v

0

= v

k

gilt, so nennt man den Pfad P

ges
hlossen oder au
h P einen Zyklus oder Kreis. Graphen, die keinen Zyklus enthalten, hei�en

azyklis
h.

Ein Teilgraph oder au
h Untergraph von G ist ein Graph G

0

= (V

0

; E

0

) mit V

0

� V und E

0

=

E \ (V

0

� V

0

), d.h. G

0

ist auf einer Teilmenge der Knoten de�niert und enth

�

alt alle Kanten

aus G, die zwei Knoten dieser Teilmenge miteinander verbinden. Man nennt G

0

au
h den dur
h

V

0

induzierten Teilgraphen. Ein Graph G = (V;E) hei�t zusammenh

�

angend , falls zu jedem

(u; v) 2 V

2

ein Pfad von u na
h v oder umgekehrt gibt. Dies ist genau dann der Fall, falls

die transitive und re
exive H

�

ulle der Relation E

0

des ungeri
hteten Graphen G

0

= (V;E

0

) mit

E

0

= f(u; v) j (u; v) 2 E oder (v; u) 2 Eg die ganze Menge V � V ist. Man nennt den so

entstehenden Graphen au
h die ungeri
htete transitive H

�

ulle von G (die transitive H

�

ulle von G ist

(V;E

T

)). Falls G ni
ht zusammenh

�

angend ist, so nennt man die maximalen zusammenh

�

angenden

Teilgraphen die Zusammenhangskomponenten von G.

Eine Teilmenge von Knoten V

0

� V , so da� alle Knoten aus V

0

dur
h eine Kante e 2 E mitein-
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ander verbunden sind, nennt man Clique. Eine Teilmenge V

0

� V , so da� keine Knoten aus V

0

miteinander verbunden sind, nennt man unabh

�

angige Menge. Eine Clique V

0

maximaler Kardi-

nalit

�

at (d.h. f

�

ur alle Cliquen W � V gilt jW j � jV

0

j) hei�t au
h maximale Clique, eine Clique

V

0

, die ni
ht dur
h Hinzunahme eines Knotens erweitert werden kann, nennt man hingegen

ni
hterweiterbare Clique. Analoge Bezei
hnungen gelten f

�

ur unabh

�

angige Mengen.

Sei u ein Knoten. Dann bezei
hnen wir die Menge IN (u) = fv j (v; u) 2 Eg als die Menge

der Eingangsknoten von u und die Menge OUT (u) = fv j (u; v) 2 Eg als die Menge der

Ausgangsknoten von u. Die Menge N(u) = IN(u) [ OUT (u) ist die Menge der Na
hbarn von

u. Die Gr

�

o�en deg

IN

(u) = jIN (u)j, deg

OUT

(u) = jOUT (u)j bzw. deg(u) = jN(u)j werden

Eingangsgrad, Ausgangsgrad bzw. Grad von u genannt.

Mittels dieser Begri�e ist es uns m

�

ogli
h eine sehr wi
htige Klasse von Graphen zu 
harakteri-

sieren.

Definition 1.12 Ein Baum ist azyklis
her zusammenh

�

angender Graph.

Wir wollen nun einen Satz zitieren, der eine andere Charakterisierung von B

�

aumen erlaubt.

Satz 1.13 Sei T = (V;E) ein zusammenh

�

angender Graph. T ist genau dann ein Baum, wenn

eine der folgenden Bedingungen erf

�

ullt ist:

1. F

�

ur alle Knoten u; v 2 V gibt es genau einen Pfad von u na
h v.

2. Das Hinzuf

�

ugen einer Kante zu E erzeugt genau einen Zyklus.

3. jEj = n� 1.

Der Beweis kann in [Gib85℄ oder in jedem anderen Lehrbu
h

�

uber Graphentheorie na
hgelesen

werden.

Ein geri
hteter Baum ist ein geri
hteter, azyklis
her zusammenh

�

angender Graph. Er kann au
h

folgenderma�en 
harakterisiert werden.

Satz 1.14 Ein geri
hteter Graph T ist genau dann ein geri
hteter Baum, falls die folgenden

Eigens
haften erf

�

ullt sind:

1. Es gibt genau einen Knoten w mit deg

IN

(w) = 0, d.h. es f

�

uhrt keine Kante zu w.

2. Alle Knoten v au�er w haben Eingangsgrad deg

IN

(v) = 1.

3. F

�

ur alle Knoten v gibt es genau einen (geri
hteten) Pfad von w na
h v.

Ein Baum, in dem der Ausgangsgrad jeden Knotens dur
h k bes
hr

�

ankt ist, nennt man au
h

k-n

�

aren Baum. Der Knoten w aus Punkt 1. wird au
h Wurzel des Baumes genannt. Die Knoten

v mit Ausgangsgrad deg

OUT

(v) = 0 nennt man au
h die Bl

�

atter des Baumes T . Die Menge

OUT (v) nennt man die S

�

ohne von v. Ein Baum T hei�t balan
iert, falls si
h die Gr

�

o�e der

Teilb

�

aume, die an den S

�

ohnen eines (beliebigen) Knotens gewurzelt sind, um h

�

o
hstens eins

unters
heidet. Abbildung 1.2 zeigt den Graphen eines balan
ierten (bin

�

aren) Baumes mit Wurzel

v

1

und Bl

�

attern v

4

; v

8

; v

6

; v

7

. Man nennt die L

�

ange eines l

�

angsten Pfades von der Wurzel zu einem

Blatt in T au
h die H

�

ohe (man
hmal au
h Tiefe) des Baumes T .
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Abbildung 1.2: Ein bin

�

arer Baum

1.3 Aussagenlogik und Booles
he Funktionen

In diesem Abs
hnitt wollen wir untersu
hen, wie si
h logis
he Verkn

�

upfungen auf den Wahr-

heitsgehalt von Aussagen auswirken. Formal kann man Aussagen als Funktionen au�assen, die

Zei
henketten (aus mathematis
hen Symbolen) in die Menge B der Wahrheitswerte W und F

abbilden. Da si
h die Verkn

�

upfungen von Aussagen nur auf ihren Wahrheitsgehalt beziehen, d.h.

da die Verkn

�

upfungen nur im Werteberei
h statt�nden, k

�

onnen wir uns darauf bes
hr

�

anken, die

Wirkungen der Verkn

�

upfungen auf sogenannten Booles
he Variablen, d.h. Variablen

�

uber B , zu

betra
hten. Der Einfa
hheit halber werden wir die Elemente von B au
h mit 1 f

�

ur W und 0 f

�

ur

F bezei
hnen.

Wir werden in diesem Abs
hnitt daher Booles
he Funktionen studieren. Booles
he Funktionen

sind Funktion f : B

n

! B . Eine Booles
he Funktion f verkn

�

upft damit n Aussagen A

1

; : : : ; A

n

zu der Aussage A = f(A

1

; : : : ; A

n

). Die Menge der n-stelligen Booles
hen Funktionen bezei
hnen

wir au
h mit B

n

= ff j f : B

n

! B g.

Da Booles
he Funktionen einen endli
hen De�nitionsberei
h haben, ist es m

�

ogli
h sie dur
h

eine vollst

�

andige Tabelle zu bes
hreiben. Wir werden auf diese Art die folgenden Funktionen

de�nieren:

1. die Negation (Verneinung) : : B ! B , synonym wird statt : au
h NOT ges
hrieben.

2. die Konjunktion (Und-Verkn

�

upfung) ^ : B

2

! B (au
h AND).

3. die Disjunktion (Oder-Verkn

�

upfung) _ : B

2

! B (au
h OR).

4. die Implikation (Folgerung) !: B

2

! B .

5. die Ex
lusiv-Oder-Verkn

�

upfung � : B

2

! B (au
h XOR).

Die zweistelligen Funktionen werden oft au
h als Operatoren zwis
hen den Argumenten ges
hrie-

ben, d.h. anstatt _(A;B) s
hreiben wir A _B.

Wir de�nieren jetzt die obigen Funktionen dur
h sogenannte Wahrheitstabellen oder Wahrheits-

tafeln. Seien A und B zwei Booles
he Variablen.
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Negation

A :A

W F

F W

Konjunktion

A B A ^B

W W W

W F F

F W F

F F F

Disjunktion

A B A _ B

W W W

W F W

F W W

F F F

Implikation

A B A! B

W W W

W F F

F W W

F F W

Exklusiv-Oder Verkn

�

upfung

A B A �B

W W F

W F W

F W W

F F F

Beispiel 1.15 Sei p eine nat

�

urli
he Zahl. Sei A die Aussage \p ist eine Primzahl" und B die

Aussage \p ist ein Quadrat". Dann ist A_B die Aussage \p ist eine Primzahl oder ein Quadrat",

A ^ B \p ist eine Primzahl und ein Quadrat" und A ! B \Wenn p eine Primzahl ist, so ist p

ein Quadrat". Die Aussage :A ist \p ist keine Primzahl".

Die Tatsa
he, da� die Aussagen A ^ B und A ! B aus obigen Beispiel fals
he Aussagen sind

au
h wenn p eine Variable ist, kann ni
ht im Rahmen der Aussagenlogik bewiesen werden. Daher

werden wir sp

�

ater in Kapitel 5 das aufwendigere Kalk

�

ul der Pr

�

adikatenlogik studieren m

�

ussen.

F

�

ur die Konjunktion und Disjunktion gelten die folgenden Distributivgesetze (dabei seien X; Y

und Z Booles
he Variablen bzw. Aussagen):

1. (X ^ Y ) _ Z = (X _ Z) ^ (Y _ Z)

2. (X _ Y ) ^ Z = (X ^ Z) _ (Y ^ Z)

Au�erdem sind alle obigen Funktionen au�er der Implikation (\!

00

) kommutativ.

Eine Booles
he Funktion f : B

n

! B ist eindeutig dur
h das Urbild f

�1

(1) festgelegt. f bildet

n

�

amli
h gerade die Elemente von f

�1

(1) auf 1 und die Elemente aus B

n

n f

�1

(1) auf 0 ab.

Daher gibt es genauso viele n-stellige Booles
he Funktionen f wie Teilmengen von B

n

. Es ist

also jB

n

j = 2

jB

n

j

= 2

2

n

.

Besonders wi
htig sind die mehrstelligen Verallgemeinerungen der Konjunktion (^) und Dis-

junktion (_) (die wir der Einfa
hheit halber ebenfalls mit ^ bzw. _ bezei
hnen). Wir de�nieren

induktiv ^ : B

n

! B dur
h ^(x

1

; : : : ; x

n

) := (x

1

^ x

2

) ^ � � � ^ x

n

und analog au
h _.

Die oben eingef

�

uhrten Funktionen gen

�

ugen bereits, um alle Booles
hen Funktionen als Verket-

tung dieser Funktionen darstellen zu k

�

onnen. Genauer gilt:

Satz 1.16 Jede Booles
he Funktion kann mittels Verkettung der Funktionen _, ^ und :

dargestellt werden.

Beweis: Sei f 2 B

n

und x = (x

1

; : : : ; x

n

) eine Variable

�

uber B

n

. Dann l

�

a�t f si
h s
hreiben

als

f =

_

a2f

�1

(1)

m

a

;
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wobei m

a

2 B

n

die eindeutige Funktion mit

m

a

(x) =

�

1 falls x

i

= a

i

f

�

ur 1 � i � n

0 sonst

ist. m

a

l

�

a�t si
h s
hreiben als

V

n

i=1

x

a

i

i

wobei x

1

als x und x

0

als :x de�niert sind (man nennt x

i

au
h Literal und m

a

Minterm). Die so konstruierte Darstellung von f benutzt nur die Funktionen

_, ^ und :. 2

Die obige Darstellung einer Booles
hen Funktion hei�t kanonis
he Disjunktive Normalform

(KDNF). Neben ihr existieren no
h andere kanonis
he Darstellungen wie kanonis
he Konjunkti-

ve Normalform (KKNF) und die Ringsummendarstellung (RSE). Die KKNF ist de�niert dur
h

f =

^

a2f

�1

(0)

M

a

;

wobei M

a

= _

n

i=1

x

:a

i

i

ein sog. Maxterm ist. Eine DNF D f

�

ur f ist eine Disjunktion von Konjunk-

tion von Literalen (dies m

�

ussen keine Minterme sein), so da� f = D gilt. Analog ist eine KNF

K f

�

ur f als eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen mit K = f de�niert. Eine t-DNF

ist eine DNF, in der jede Konjunktion h

�

o
hstens t Literale enth

�

alt, analog ist eine t-KNF eine

KNF, in der jede Disjunktion h

�

o
hstens t Literale enth

�

alt. Im Gegensatz zur Darstellung einer

Booles
hen Funktion mittels KNF oder DNF ist die RSE-Darstellung eindeutig. Dabei wird f

dargestellt als

f =

M

a2A

^

i;a

i

=1

x

i

;

wobei A eine Teilmenge von f0; 1g

n

ist.

1.3.1 Simulation Booles
her Funktionen dur
h S
haltungen

Wir wollen nun Booles
he Funktionen dur
h S
haltungen und S
haltnetze simulieren.

Eine Variable x stellen wir dur
h einen S
halter dar. Hat die Variable x den Wert 1, so ist

der zugeh

�

orige S
halter A ges
hlossen, sonst ist er o�en. Falls zwei Punkte P und Q

�

uber eine

elektris
he Leitung, in der si
h ein S
halter be�ndet, miteinander verbunden sind, so kann nur

dann Strom von P na
h Q 
ie�en, wenn der S
halter ges
hlossen ist. Der S
halter simuliert also

die Aussage \Es kann Strom von P na
h Q 
ie�en". Abbildung 1.3 zeigt einen S
halter. Eine

Kombination von mehreren S
haltern nennt man S
haltung oder au
h S
haltnetz.

P

Q

r r�

�

A

Abbildung 1.3: S
halter

Eine Parallels
haltung ist eine S
haltung mit S
haltern A

1

; : : : ; A

n

, so da� zwis
hen den Punkten

P und Q genau dann Strom 
ie�en kann, wenn mindestens einer der S
halter ges
hlossen ist.

Eine Seriens
haltung ist eine S
haltung mit S
haltern A

1

; : : : ; A

n

, so da� zwis
hen den Punkten

P und Q genau dann Strom 
ie�en kann, wenn alle S
halter ges
hlossen sind. Eine Parallels
hal-

tung entspri
ht damit der Verkettung der Aussagen A

1

; : : : ; A

n

mittels Disjunktion (_) und die

Seriens
haltung der Verkettung mittels Konjunktion (^). Abbildungen 1.4 und 1.5 zeigen eine

Parallel- bzw. Seriens
haltung mit je drei S
haltern.
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P

Q

r r�

�

A
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�

A
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1

Abbildung 1.4: Parallels
haltung

P

Q

r r

A

1

�

�

A

2

�

�

A

3

�

�

Abbildung 1.5: Seriens
haltung

Beispiel 1.17 Abbildung 1.6 zeigt ein S
haltnetz f

�

ur die Booles
he Funktion f : B

2

!

B ; (A;B) 7! (A ^B) _ (:A ^ B).

P

Q

r r

:A

�

�

B

�

�

A

�

�

B

�

�

Abbildung 1.6: S
haltnetz f

�

ur (A ^ B) _ (:A ^B)

Allgemeine S
haltnetze, in denen Teils
haltnetze auftau
hen, die Parallel- oder Seriens
haltun-

gen sind, nennen wir Serienparallels
haltungen (SPS). Insbesondere ist ein S
halter eine SPS.

Formal kann ein S
haltnetz als ein geri
hteter, kantengelabelter, zusammenh

�

angender Graph

G = (V;E) de�niert werden. Dabei ist E die Menge der S
halter und V die Menge der Punkte, an

denen Leitungen (die genau einen S
halter enthalten) miteinander verbunden sind. Insbsondere

sind P und Q in V . Die Kanten aus E sind mit Literalen gelabelt. P ist der einzige Knoten

mit Eingangsgrad Null und Q der einzige Knoten mit Ausgangsgrad 0. Abbildung 1.7 zeigt das

S
haltnetz aus Beispiel 1.17 als Graph.

P

Q

r�

�

�

�*

A

H

H

H

Hj

:A

r

r

B

B

�

�

�

�*

H

H

H

Hj

r

Abbildung 1.7: S
haltgraph f

�

ur (A ^ B) _ (:A ^B)

Die Gr

�

o�e einer SPS de�nieren wir als die Anzahl der in ihr benutzten S
halter. Dur
h Ver-

einfa
hung der dargestellten Booles
hen Funktion mittels der Distributivgesetze k

�

onnen S
halt-

netze kleinerer Gr

�

o�e gewonnen werden.

Beispiel 1.18 Sei Z = f(A;B;C) = (A^B^:C)_(:C^:A). Die direkte

�

Ubersetzung dieser

Funktion in ein S
haltnetz ergibt eine SPS der Gr

�

o�e 5. Unter Anwenden der Distributivgesetze
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l

�

a�t si
h f zu f = :C^(B_:A) vereinfa
hen. Diese Darstellung von f erm

�

ogli
ht ein S
haltnetz

der Gr

�

o�e 3.

Der Na
hteil von S
haltnetzen ist die Tatsa
he, da� jedem S
halter eine Variable zugeordnet ist,

und somit ist ein entspre
hend gro�er Aufwand n

�

otig. Daher wollen wir zus

�

atzli
h eine andere

Darstellung Booles
her Funktion einf

�

uhren. Dies sind logis
he S
haltungen, die aus (logis
hen)

Gattern aufgebaut sind.

Genauer ist eine logis
he S
haltung ein knotengelabelter, azyklis
her, geri
hteter Graph G =

(V;E; k). V besteht aus der Menge von Knoten, die die logis
hen Gattern repr

�

asentieren und

n zus

�

atzli
hen Eingabeknoten f

�

ur die Eingabevariablen. Diese Knoten sind mit den Variablen

x

1

; : : : ; x

n

gelabelt, die anderen Knoten mit einer Booles
hen Funktion. Dabei mu� der Ein-

gangsgrad des Knoten der Stelligkeit der Funktion entspre
hen. Ein Knoten aus V ist dadur
h

ausgezei
hnet, da� er als einziger Ausgangsgrad 0 hat. Dieser Knoten ist der Ausgabeknoten y.

Bei der Belegung der Variablen dur
h Werte erh

�

alt jeder Knoten in dem Graphen rekursiv (bei

den den Eingangsvariablen entspre
henden Knoten anfangend) einen Wert zugewiesen. Dieser

ergibt si
h dur
h Anwenden der dem Knoten zugeordneten Funktion auf die Werte der Ein-

gangsknoten. Desweiteren nehmen wir an, da� G keine

�

uber


�

ussigen Knoten enth

�

alt, d.h. da�

jeder Knoten mit dem Ausgabeknoten y dur
h einen Pfad verbunden ist.

Eine logis
he S
haltung G mit n Eingabeknoten bere
hnet eine n-stellige Booles
he Funktion f ,

falls f

�

ur jede Variablenbelegung der Funktionswert von f mit dem Wert des Ausgabeknotens y

�

ubereinstimmt.

Wir de�nieren nun no
h die Gr

�

o�e und die Tiefe einer logis
hen S
haltung.

Definition 1.19 Sei G = (V;E; k) eine logis
he S
haltung mit n Eingaben x

1

; : : : ; x

n

. Dann

ist die Gr

�

o�e

Size(G) = jV n fk

�1

(x

i

) j 1 � i � ngj

und die Tiefe

Depth(G) = maxfjpj j p ist ein geri
hteter Pfad in V n fk

�1

(x

i

) j 1 � i � ngg:

Beispiel 1.20 Die folgende logis
he S
haltung bere
hnet die Funktion f(A

1

; A

2

; A

3

) = (A

1

^

:A

2

) _ (:A

1

_ (A

2

^A

3

)). Sie hat Gr

�

o�e 6 und Tiefe 3.

r

A

1

r

A

2

r

A

3

r

:

r

:

r

^

r

^

r

_

r

_

6

�

�

�

�

�

��

6

�

�

��

�

�

�I

�

�

�

�

�

�*

�

�

�I

�

�

�I

�

�

��

A

A

AK

1.4 Booles
he Algebra

Wir hatten in Lemma 1.2 gesehen, da� die Operationen [ und \ gewisse Gesetze (Kommutativ-

gesetz, Distributivgesetz usw.) erf

�

ullen. In diesem Abs
hnitt werden wir allgemein die Struktur
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von 4-Tupeln (M;+; �;�) untersu
hen, die der folgenden De�nition gen

�

uge leisten.

Definition 1.21 Ein 4-Tupel B = (M;+; �;�) bestehend aus einer Menge M , den zwei-

stelligen Funktionen +; � : M

2

!M und der einstelligen Funktion � : M !M hei�t Booles
he

Algebra, falls B die folgenden Axiome erf

�

ullt (dabei notieren wir +; � als au
h Operatoren

zwis
hen den Argumenten):

Axiom 1 + und � sind kommutativ, d.h. f

�

ur alle a und b gelten: a+ b = b+a und a � b = b �a.

Axiom 2 Es gibt eindeutig bestimmte Elemente 0 und 1 in M mit 0 + a = a und 1 � a = a f

�

ur

alle a 2M . 0 hei�t Nullelement und 1 hei�t Einselement.

Axiom 3 + und � sind distributiv, d.h. f

�

ur alle a; b und 
 gelten: (a + b) � 
 = (a � 
) + (b � 
)

und (a � b) + 
 = (a + 
) � (b+ 
).

Axiom 4 F

�

ur alle a 2M gilt: a+(�a) = 1 und a� (�a) = 0. �a hei�t das zu a komplement

�

are

Element oder au
h Komplement von a.

Aus diesen vier Axiomen lassen si
h eine Reihe von Aussagen ableiten. Darunter be�ndet si
h

das Dualit

�

atsprinzip (siehe au
h [Kla83℄), dessen Beweis sofort aus der Symmetrie der Axiome

bez

�

ugli
h der Operationen � und + und der Elemente 0 und 1 folgt.

Satz 1.22 Zu jeder Aussage, die si
h aus den vier Axiomen ableiten l

�

a�t, existiert eine duale

Aussage, die dadur
h entsteht, da� man die Operatoren + und � und glei
hzeitig die Elemente

0 und 1 vertaus
ht.

Die weiteren einfa
hen Folgerungen aus den Axiomen zitieren wir ohne Beweis.

1. F

�

ur alle a 2M gilt: a + 1 = 1 und a � 0 = 0.

2. F

�

ur alle a 2M gilt: a + a = a und a � a = a.

3. F

�

ur alle a; b 2M gelten: a + (a � b) = a und a � (a + b) = a (Absorbtionsgesetze).

4. F

�

ur alle a; b 2M gelten: a + (b � (�b)) = a und a � (b + (�b)) = a (Negationsgesetze).

5. F

�

ur alle a; b; 
 2M gelten: (a+b)+
 = a+(b+
) und (a�b)�
 = a�(b�
) (Assoziativgesetze).

6. F

�

ur alle a gilt: (�(�a)) = a.

7. Das Null- und das Einselement sind zu einander komplement

�

ar, d.h. �0 = 1.

8. F

�

ur alle a; b 2M gelten: �(a+ b) = (�a) � (�b) und �(a � b) = (�a) + (�b) (Gesetze von

De Morgan).

Wir haben, ohne es zu wissen, s
hon zwei Booles
he Algebren kennengelernt.

Beispiel 1.23 (B ;_;^;:) mit Einselement W und Nullelement F ist eine Booles
he Algebra.

Sei A eine Menge. Dann ist (P(A);[;\; �) eine Booles
he Algebra mit Einselement A und

Nullelement ; (� bezieht si
h auf A). In diesem Fall nennt man die Booles
he Algebra au
h

Mengenalgebra.



1.5. ASYMPTOTISCHES WACHSTUM VON FUNKTIONEN 19

1.5 Asymptotis
hes Wa
hstum von Funktionen

Dieser Abs
hnitt dient dazu, Klassen von Funktionen zu de�nieren, die ein

�

ahnli
hes asymp-

totis
hes Wa
hstum aufweisen. Im folgenden seien f und g Funktionen von N na
h N. Dann

de�nieren wir die folgenden Klassen von Funktionen:

� Die Klasse O(f) (spri
h: gro� Oh) enth

�

alt alle Funktionen g, deren asymptotis
hes Wa
hs-

tum von f majorisiert wird, d.h.

O(f) = fg : N! N j 9 
 > 0; n

0

8n � n

0

: g(n) � 
f(n)g:

� Die Klassen 
(f) (spri
h: gro� Omega) bzw. 


0

(f) enthalten alle Funktionen g, deren

asymptotis
hes Wa
hstum von f minorisiert wird. Dabei ist 
(f) aus te
hnis
hen Gr

�

unden

ni
ht analog zu O(f) de�niert:


(f) = fg : N! N j 9 
 > 0 : g(n) � 
f(n) f

�

ur 1 viele ng;




0

(f) = fg : N! N j 9 
 > 0; n

0

8n � n

0

: g(n) � 
f(n)g:

� Die Klassen �(f) und �

0

(f) enthalten alle Funktionen g, deren asymptotis
hes Wa
hstum

von f sowohl majorisiert als au
h minorisiert wird:

�(f) = O(f) \ 
(f); �

0

(f) = O(f) \ 


0

(f):

� Die Klasse o(f) (spri
h: klein oh) enth

�

alt alle Funktionen g, deren asymptotis
hes Wa
hs-

tum von f e
ht majorisiert wird, d.h.

o(f) = fg : N! N j 8 
 > 0 9n

0

8n � n

0

: g(n) � 
f(n)g:

� Analog ist die Klasse !(f) de�niert. Sie enth

�

alt alle Funktionen g, deren asymptotis
hes

Wa
hstum von f e
ht minorisiert wird, d.h.

!(f) = fg : N! N j 8 
 > 0 9n

0

8n � n

0

: g(n) � 
f(n)g:

� Sei log : N

0

! N de�niert dur
h

log(n) =

�

1 falls n � 1

dlog

2

(n)e falls n � 2

und log

k

dur
h log

k

(n) = (log(n))

k

. Dann de�nieren wir die Klasse O

�

(f) (spri
h: soft

Oh) dur
h

O

�

(f) = fg : N! N j 9 k : g 2 O(f log

k

(f))g:

Diese Klasse besteht also aus allen Funktionen, deren Wa
hstum unter Verna
hl

�

assigung

logarithmis
her Terme von f majorisiert wird.

Aus Gr

�

unden der einfa
heren Notation s
hreiben wir au
h g = O(f) anstatt g 2 O(f). Dies

ist jedo
h nur eine Notation! Dabei ist au
h zu bea
hten, da� O(f) auf der re
hten Seite der

\Glei
hung" steht. Analoge Konventionen gelten au
h f

�

ur die anderen asymptotis
hen Funktio-

nenklassen.
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Es sei bemerkt, da� die Funktionenklassen o(f) und !(f) in der Analysis oft dur
h

o(f) = fg j lim

h!0

g(h)

f(h)

= 0g

!(f) = fg j lim

h!0

f(h)

g(h)

= 0g

de�niert sind. Unsere De�nition unters
heidet si
h dadur
h, da� wir den Grenzwert gegen 1

anstatt gegen 0 betra
hten. Die Symbole o und ! hat Landau in die Mathematik eingef

�

uhrt;

sie hei�en daher au
h oft Landaus
he Symbole.

Beispiel 1.24 Sei P ein Polynom, P (x) = a

0

+ a

1

x + � � �+ a

n

x

n

. Dann ist

P (x) � ja

0

j+ ja

1

jx+ � � �+ ja

n

jx

n

� (ja

0

j+ ja

1

j+ � � �+ ja

n

j)x

n

:

Daher ist P 2 O(x

n

) mit Wahl 
 = ja

0

j+ � � � ja

n

j und n

0

= 1.

Wir nennen zwei Funktionen f und g polynomiell verkn

�

upft, falls sowohl f 2 O(g

O(1)

) als au
h

g 2 O(f

O(1)

) gelten.

1.6 Elementare Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung

In diesem Abs
hnitt werden wir die Grundlagen der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung legen, die wir

unter anderem in Kapitel 4.3 brau
hen werden. Sie sind im wesentli
hen dem Bu
h von Mor-

genstern [Mor64℄ entnommen. Wir werden jedo
h nur die diskrete Wahrs
heinli
hkeitsre
h-

nung einf

�

uhren, da die allgemeine Wahrs
heinli
hkeitstheorie wesentli
h mehr mathematis
he

Kenntnisse voraussetzt.

Zun

�

a
hst de�nieren wir den Begri� des Mengenk

�

orpers.

Definition 1.25 Sei 
 ein Menge. Dann hei�t R � P(
) Mengenk

�

orper

�

uber 
, falls R die

folgenden drei Axiome erf

�

ullt:

1. 
 2 R.

2. Mit A ist au
h das Komplement von A (bzgl. 
) in R enthalten, d.h. aus A 2 R folgt

�

A 2 R.

3. Mit A und B ist au
h die Vereinigung in R enthalten, d.h. aus A;B 2 R folgt A[B 2 R.

Aus diesen Axiomen l

�

a�t si
h unmittelbar folgern, da� ; 2 R gilt und mit A;B 2 R au
h die

S
hnittmenge A \B in R enthalten ist.

Die Elemente eines Mengenk

�

orpers bezei
hnet man in der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung als Er-

eignisse. Falls R = P(
) ist, so bezei
hnet man die einelementigen Teilmengen von 
 au
h als

Elementarereignisse.
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Beispiel 1.26 Modelliere 
 die Menge aller Ergebnisse eines Wurfes mit zwei (unter-

s
heidbaren) W

�

urfeln, d.h. sei 
 = f(i; j) j 1 � i; j � 6g und R = P(
). Dann ist

z.B. A = f(1; 3); (2; 2); (3; 1)g das Ereignis, da� die Summe der Augen der W

�

urfel 4 ergibt,

B = f(1; 1); (2; 2); : : : ; (6; 6)g das Ereignis, da� ein Pas
h geworfen wird und C = f(1; 6)g das

Elementarereignis, da� der erste W

�

urfel eine 1 und der zweite eine 6 zeigt.

Wir f

�

uhren die folgenden Spre
hweisen ein:

� Statt \A\ B tritt ein" sagen wir au
h \A und B treten ein".

� Statt \A[ B tritt ein" sagen wir au
h \A oder B tritt ein".

� Statt \

S

A

i

tritt ein" sagen wir au
h \wenigstens ein A

i

tritt ein".

� Statt \

T

A

i

tritt ein" sagen wir au
h \alle A

i

treten ein".

Nun werden wir eine Abbildung de�nieren, die jedem Ereignis einen Wert (Wahrs
heinli
hkeits-

wert, Wahrs
heinli
hkeit) zu ordnet.

Eine Abbildung P : R ! R hei�t Wahrs
heinli
hkeitsma� auf R, falls P die folgenden drei

Eigens
haften erf

�

ullt:

1. Kein Ereignis hat eine negative Wahrs
heinli
hkeit, d.h. f

�

ur alle A 2 R ist P(A) � 0.

2. Die Abbildung P ist additiv auf disjunkten Ereignissen, d.h. f

�

ur alle A;B 2 R mit A\B = ;

gilt P(A [B) = P(A) + P(B).

3. P erf

�

ullt die Normierungsbedingung P(
) = 1.

Man sagt au
h P induziert eine Verteilung auf 
.

Beispiel 1.27

1. Seien die W

�

urfel aus obigen Beispiel ungezinkt, d.h. die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur jedes Ele-

mentarereignis ist glei
h. Dann gilt wegen der Additivit

�

at und Normierung P(fi; jg) =

1=36 f

�

ur alle (i; j) (uniforme Wahrs
heinli
hkeitsverteilung). Die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur

die Ereignisse A;B und C sind wie folgt: P(A) = 1=12, P(B) = 1=6 und P(C) = 1=36.

2. Nun sei der zweite W

�

urfel gezinkt, und zwar so, da� die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur eine \Eins"

1=2 betr

�

agt und f

�

ur die anderen Ereignisse jeweils 1=10. Dann gelten f

�

ur A;B und C:

P(A) =

1

60

+

1

60

+

1

12

=

7

60

P(B) =

1

12

+

1

60

+ � � �

1

60

=

1

6

P(C) =

1

60

:

3. Nun sei der zweite W

�

urfel so gezinkt, da� die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur eine \Eins" 1 betr

�

agt.

Dann ergibt si
h P(A) = 1=6, P(B) = 1=6 und P(C) = 0.

Ein Wahrs
heinli
hkeitsma� erf

�

ullt au
h no
h die folgenden Eigens
haften:
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� F

�

ur alle A 2 R gilt P(A) � 1.

� P(;) = 0.

� F

�

ur alle A 2 R gilt P(

�

A) = 1� P(A).

� Falls f

�

ur A;B 2 R A � B gilt, so folgt P(A) � P(B) und P(A nB) = P(A)�P(B).

Wir fassen zusammen: Das Tripel (
; R;P), wobei 
 eine endli
he Menge, R eine Mengenk

�

orper

�

uber 
 und P ein Wahrs
heinli
hkeitsma� auf R sind, hei�t Wahrs
heinli
hkeitsraum f

�

ur 
.

Wir wenden uns nun der Konstruktion von Wahrs
heinli
hkeitsr

�

aumen zu. Seien (


1

; R

1

;P

1

)

und (


2

; R

2

;P

2

) zwei Wahrs
heinli
hkeitsr

�

aume. Dann ist der Produktraum (


3

; R

3

;P

3

) de�-

niert dur
h




3

= 


1

� 


2

;

R

3

= R

1

�R

2

� P(


1

� 


2

)

P

3

: R

3

! R; (A;B) 7! P

1

(A) �P

2

(B):

Der Wahrs
heinli
hkeitsraum aus unserem Beispiel ist der Produktraum der den beiden W

�

urfeln

zugeordneten Wahrs
heinli
hkeitsr

�

aume. Eine andere Konstruktion entsteht dur
h eine Art Pro-

jektion.

Sei (
; R;P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und B 2 R ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann ist die

bedingte Wahrs
heinli
hkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung B de�niert dur
h

P(A j B) =

P(A\ B)

P(B)

:

Statt P(A j B) s
hreiben wir au
h P

B

(A). P

B

ist das dur
h B bedingte Wahrs
heinli
hkeitsma�

(dies mu� gezeigt werden), der dur
h P

B

induzierte Wahrs
heinli
hkeitsraum (
; R;P

B

) hei�t

au
h bedingter Wahrs
heinli
hkeitsraum.

Satz 1.28 Sei (
; R;P) und B wie oben. Dann ist P

B

ein Wahrs
heinli
hkeitsma�.

Beweis: Wir m

�

ussen die drei Axiome

�

uberpr

�

ufen. Es ist P

B

(A) = P(A\ B)=P(B)� 0 und

P

B

(
) = P(B \ 
)=P(B) = 1. Das zweite Axiom ergibt si
h aus

P

B

(A [ C) =

P((A[ C) \ B)

P(B)

=

1

P(B)

P((A\B) [ (C \B)) = P

B

(A) + P

B

(C);

f

�

ur zwei disjunkte Ereignisse A und C. 2

Bayes hat die Beziehungen zwis
hen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten untersu
ht. Ihm ist der

folgende Satz zu verdanken.

Satz 1.29 Seien A

1

; : : : ; A

r

und B

1

; : : : ; B

s

jeweils disjunkte Ereignisse mit

S

A

i

= 
 und

S

B

k

= 
. Dann gilt die Bayess
he Formel

P

A

i

(B

k

) =

P

B

k

(A

i

)P(B

k

)

P

l

P

B

l

(A

i

)P(B

l

)

:
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Beweis: Der Beweis ergibt si
h dur
h elementare Umformungen und der De�nition f

�

ur be-

dingte Wahrs
heinli
hkeit. 2

Es ist interessant zu untersu
hen, unter wel
hen Voraussetzungen ein bedingter Wahrs
heinli
h-

keitsraum glei
h dem urspr

�

ungli
hen Wahrs
heinli
hkeitsraum ist. Dies ist nat

�

urli
h genau dann

der Fall, wenn

8A 2 R : P

B

(A) := P(A j B) = P(A) (1.3)

gilt. Diese Eigens
haft wird dur
h den Begri� Unabh

�

angigkeit bes
hrieben. Genauer hei�en zwei

Ereignisse A und B unabh

�

angig, falls

P(A\ B) = P(A)P(B) (1.4)

gilt. Mittels der De�nition der bedingten Wahrs
heinli
hkeit ist es ni
ht s
hwer die

�

Aquivalenz

von (1.3) und (1.4) zu zeigen.

Im folgenden sei R = P(
).

Eine auf Elementarereignissen de�nierte Funktion X nennen wir Zufallsvariable. Eine Zufalls-

variable ordnet damit jedem Elementarereignis einen Wert zu. Im folgenden betra
hten wir nur

Zufallsvariablen X : 
! R.

Beispiel 1.30 Sei (
; R;P) wie in Beispiel 1.27.1. Dann ist z.B. \Die Summe der W

�

urfel-

augen" eine Zufallsvariable X : 
! R; (i; j) 7! i+ j.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist der \dur
hs
hnittli
he" Wert von X . Formal ist

der Erwartungswert ein Operator E : (
! R)! Rmit

E(X) =

X

!2


X(!) �P(f!g)

Der Erwartungswert erf

�

ullt die folgenden Eigens
haften:

� E ist linear, d.h. f

�

ur X; Y : 
! R gilt E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) und E(�X) = �E(X).

� E ist monoton, d.h. f

�

ur X < Y gilt E(X) < E(Y ).

� E ist normiert, d.h. E(1) = 1 (die Zufallsvariable 1 bildet alle ! 2 
 auf 1 ab).

Seien X und Y zwei Zufallvariablen und a; b 2 R. Dann notieren wir das Ereignis f! 2 
 j

X(!) = ag mit fX = ag. Wir nennen X und Y unabh

�

angige Zufallsvariablen, falls f

�

ur alle

a; b 2 R die Ereignisse fX = ag und fY = bg unabh

�

angig sind, d.h.

P(fX = ag \ fY = bg) = P(fX = ag)P(fY = bg)

gilt.

F

�

ur unabh

�

angige Zufallsvariablen ist der Erwartungswert multiplikativ, d.h. es gilt

E(XY ) = E(X)E(Y ):

Neben dem Erwartungswert spielt au
h die Varianz einer Zufallsvariable eine wi
htige Rolle.

Sie ist de�niert dur
h Var (X) = E((X � E(X))

2

). Es gilt au
h Var (X) = E(X

2

) � (E(X))

2

.

Man nennt E(X

n

) au
h das n-te Moment von X . Damit ergeben si
h die folgenden Regeln f

�

ur

Var (X):
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1. Var (X + 
) = Var (X).

2. Var (
X) = 


2

Var (X).

3. Falls die Zufallsvariablen X

i

unabh

�

angig sind, so gilt

Var (

X

i

X

i

) =

X

i

Var (X

i

):

Beispiel 1.31 Wir bere
hnen den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable X aus

Beispiel 1.30 unter der uniformen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung. Da X eine Zufallsvariable ist,

die si
h als Summe zweier glei
hverteilter Zufallsvariablen s
hreiben l

�

a�t, gilt E(X) = 2 �E(Y ),

da diese au
h unabh

�

angig sind, gilt Var (X) = 2Var (Y ) = 2(E(Y

2

)� (E(Y ))

2

). F

�

ur E(Y ) bzw.

(E(Y

2

)) gelten

E(Y ) =

X

!2


0

Y (!) �

1

6

=

1

6

(1 + 2 � � �+ 6) =

7

2

E(Y

2

) =

X

!2


0

Y

2

(!) �

1

6

=

1

6

(1 + 2

2

� � �+ 6

2

) =

91

6

Damit ergibt si
h E(X) = 7 und Var (X) = 35=6.

Wir wollen jetzt no
h eine wi
htige Unglei
hung in der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung beweisen.

Sie ist na
h dem russis
hen Mathematiker Ts
hebys
heff benannt.

Satz 1.32 Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X). Dann ist

P(jX � E(X)j � a) �

1

a

2

Var (X):

Beweis: Sei Y eine neue Zufallsvariable mit Werteberei
h f0; 1g und Y

(2)

; Y

(3)

; : : : Zufalls-

variablen mit reellen Werteberei
h. Wir de�nieren

Y =

�

1 falls jX �E(X)j � a

0 sonst

und Y

(r)

=

�

jX � E(X)j

a

�

r

� Y:

Damit ist

P(jX �E(X)j � a) = P(Y = 1) = E(Y ):

Wegen Y

(r)

� Y folgt au
h E(Y

(r)

) � E(Y ) und damit

P(jX �E(X)j � a) � E((Y

(r)

) =

1

a

r

E(jX �E(X)j

r

):

Man nennt diese Glei
hung au
h Ts
hebys
heffs
he Unglei
hung r-ter Art. F

�

ur r = 2 ist

E(Y

(2)

) = Var (X)=a

2

:

2

Die Unglei
hungen von Ts
hebys
heff gelten f

�

ur beliebige Zufallsvariablen. F

�

ur eine beson-

dere Klasse von Zufallsvariablen, sogenannte binomialverteilte Zufallsgr

�

o�en gelten s
h

�

arfere

Abs
h

�

atzungen.
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Dazu sei A ein Ereignis in 
 mit Wahrs
heinli
hkeit p. Seien X

1

; : : : ; X

n

unabh

�

angige, glei
h-

verteilte Zufallsvariablen de�niert dur
h

X

i

(B) =

�

1 falls B = A

0 sonst

und S =

P

n

i=1

X

i

. Dann hei�t S binomialverteilte Zufallsvariable (S ist eine Zufallsvariable

�

uber




n

) mit Parametern n und p. Es gilt P(S = k) =

�

n

k

�

p

k

(1� p)

n�k

. Die Zufallsvariable X

i

hei�t

au
h Bernoulli-Variable, die Auswertung hei�t Bernoulli-Versu
h (z.B. Werfen einer M

�

unze). Es

gelten die folgenden lei
ht zu veri�zierenden Formeln:

E(X

i

) = p Var (X

i

) = p(1� p)

E(S) = np Var (S) = np(1� p):

Na
h Chernoff (siehe z.B. [HaRu90℄) sind die folgenden Unglei
hungen f

�

ur binomialverteilte

Zufallsvariablen benannt.

Satz 1.33 Sei S eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n und p. Dann gilt

f

�

ur jedes 0 � � � 1

P(S � (1� �)np) � e

��

2

np=2

P(S � (1 + �)np) � e

��

2

np=3

:



Kapitel 2

Automatentheorie

Der Inhalt dieses Kapitels ist es, spezielle Mengen von Zei
henketten zu untersu
hen. Dabei

werden wir vers
hiedene mathematis
he Werkzeuge zur Untersu
hung dieser Mengen entwik-

keln. Zun

�

a
hst werden wir den Begri� der sogenannten formalen Spra
hen kennenlernen. In den

weiteren Abs
hnitten dieses Kapitels werden wir einfa
h strukturierte Mengen, die die Eigen-

s
haften einer Booles
hen Algebra besitzen, und mehrere Me
hanismen zur Bere
hnung bzw.

Charakterisierung sol
her Mengen kennenlernen.

2.1 Formale Spra
hen

Das Re
hnen mit Zahlen, z.B. die Addition von zwei nat

�

urli
hen Zahlen oder

�

ahnli
hes, kann

au
h als Manipulation der Zei
henketten verstanden werden, die diese Zahlen repr

�

asentieren.

Allgemein kann jede Bere
hnung auf die Manipulation von Zei
henketten, die gewisse Symbole

(z.B. die Zi�ern zwis
hen Null, Eins bis Neun) enthalten, zur

�

u
kgef

�

uhrt werden. Diese Mani-

pulationen haben auf eine gewisse Teilmenge der Zei
henketten eine besondere Wirkung (z.B.

die Zei
henketten, die gerade Zahlen im Bin

�

arsystem darstellen, enden mit dem Zei
hen Null).

Inhalt dieses Abs
hnittes ist es, formal sol
he Teilmengen zu de�nieren und einige wi
htige

Operationen auf diesen Zei
henketten einzuf

�

uhren.

Eine Menge � von Symbolen � nennen wir Alphabet.

Aus den Elementen des Alphabets lassen si
h sowohl endli
he als au
h unendli
h lange Zei
hen-

ketten bilden. Eine sol
he Zei
henkette bezei
hnet man als Wort

�

uber � oder im Falle von

unendli
hlangen Zei
henketten !-Wort (

�

uber �). Ein Wort v der L

�

ange n ist dabei formal eine

Funktion v : f0; : : : ; n � 1g ! �, wobei v(i) das i + 1-te Zei
hen von v ist (der Einfa
hheit

halber bezei
hen wir f0; : : : ; n�1g mit n, falls Zweideutigkeiten ausges
hlossen sind). Das Wort

v : 0 ! �, das kein Zei
hen enth

�

alt, hei�t au
h �. Ein !-Wort v ist eine Funktion v : N

0

! �.

v(n

1

; n

2

) bezei
hnet das endli
he Teilwort w der L

�

ange n

2

� n

1

, mit w(i) = v(n

1

+ i) f

�

ur

0 � i < n

2

� n

1

. Im folgenden bezieht si
h die Bezei
hnung Wort nur auf endli
h lange W

�

orter.

Wir bezei
hnen die Menge aller W

�

orter der L

�

ange n

�

uber � mit �

n

= fv j v : n ! �g; dabei

identi�zieren wir � mit �

1

= fv j v : 1 ! �g. Alle endli
h langen W

�

orter

�

uber � bilden die

Menge �

�

=

S

n�0

�

n

. Desweiteren ist �

+

=

S

n>0

�

n

die Menge aller endli
hen W

�

orter au�er

dem leeren Wort � und �

!

= fv j v : N

0

! �g die Menge aller !-W

�

orter

�

uber �. Die L

�

ange

eines Wortes v wird mit jvj bezei
hnet. Dabei gilt jvj = n genau dann, wenn v 2 �

n

ist, und
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jvj =1, falls v 2 �

!

.

Es sei ausdr

�

u
kli
h darauf hingewiesen, da� ein Wort kein n-Tupel sondern eine Funktion ist.

Neben den Mengen �

n

, n � 0, �

�

, �

+

und �

!

interessieren wir uns no
h f

�

ur Teilmengen dieser

Mengen.

Definition 2.1 Eine Teilmenge L � �

�

nennt man eine Spra
he

�

uber �. L ist eine beliebige

Menge von W

�

ortern

�

uber �. Eine Teilmenge L

0

� �

!

hei�t !-Spra
he.

Da Spra
hen Mengen von W

�

ortern sind, k

�

onnen alle mengentheoretis
hen Operationen auf Spra-


hen angewandt werden. Es gibt jedo
h no
h einige weitere interessante Operationen. Darunter

be�ndet si
h die Konkatenation von zwei Spra
hen. Formal ist


on
 : �

�

� �

�

! �

�

(v; w) 7! z := vw;

wobei f

�

ur v 2 �

n

, w 2 �

m

, z 2 �

n+m

mit z(i) = v(i) f

�

ur 0 � i < n und z(i) = w(i � n) f

�

ur

n � i < n + m gilt. Die Konkatenation von zwei Spra
hen ist dann de�niert dur
h

CONC : P(�

�

)�P(�

�

) ! P(�

�

)

(L

1

; L

2

) 7! fxy j x 2 L

1

; y 2 L

2

g =: L

1

L

2

:

Mittels der Konkatenation k

�

onnen aus Spra
hen L

i

� �

�

weitere Spra
hen de�niert werden. Sei

L

0

= f�g und L

n

= LL

n�1

= CONC (L; L

n�1

). Die Kleenes
he H

�

ulle von L ist die Menge aller

W

�

orter v, so da� v 2 L

n

f

�

ur ein n � 0 ist. Formal gilt

L

�

=

[

n�0

L

n

:

Der Operator

�

wird au
h als Kleenes
her Sternoperator bezei
hnet. In der Menge L

�

ist au
h

das leere Wort enthalten (L

0

= f�g). Analog kann au
h

L

+

=

[

n>0

L

n

= LL

�

de�niert werden. Man bea
hte, da� L

+

= L

�

, falls � 2 L, sonst gilt L

+

= L

�

n f�g.

Wir k

�

onnen au
h die Konkatenation L

1

L

2

zwis
hen einer Spra
he L

1

� �

�

und einer !-Spra
he

L

2

� �

!

analog zu oben de�nieren. Man bea
hte, da� L

1

L

2

wieder eine !-Spra
he ist. Die

Konkatenation L

1

L

2

zwis
hen einer !-Spra
he L

1

und einer anderen Spra
he L

2

� �

�

oder

L

2

� �

!

ist ni
ht de�niert.

Der !-Operator bildet eine Spra
he auf ihre unendli
hfa
he Konkatentation ab. Formal ist

L

!

= fv 2 �

!

j 9 (n

i

)

i2N

0

: 8 i 2 N : v(n

i

; n

i+1

) 2 Lg:

2.2 BNF: ein syntaktis
hes Bes
hreibungsmittel

In diesem Abs
hnitt werden wir die sogenannte Ba
kus-Naur-Form bespre
hen, die 1962 von

John Ba
kus und Peter Naur [BaNa62℄ eingef

�

uhrt worden ist. Eine Ba
kus-Naur-Form
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(kurz: BNF) ist ein Regelsystem, mit Hilfe dessen W

�

orter

�

uber dem Alphabet � gebildet werden

k

�

onnen. Die Menge aller W

�

orter, die mit einer BNF B abgeleitet werden k

�

onnen, ist eine Spra
he.

Die Mengen aller Spra
hen, die dur
h BNFs bes
hrieben werden k

�

onnen, sind die Klasse der

kontextfreien Spra
hen. In diesem Zusammenhang nennt man das Regelsystem der BNF au
h

kontextfreie Grammatik. Grammatiken anderer Form f

�

uhren zu anderen Klassen von Spra
hen.

Wir wollen hier jedo
h ni
ht auf die allgemeine Theorie von Grammatiken eingehen, sondern

uns auf die BNF bes
hr

�

anken.

Zun

�

a
hst werden wir die BNF formal de�nieren.

Definition 2.2 Eine BNF B ist ein 4-Tupel (�; V; S; R), wobei

1. � ein Alphabet ist. Die von B bes
hriebene Spra
he L ist eine Teilmenge von �

�

. Die

Elemente von � nennt man au
h Terminalsymbole.

2. V eine endli
he Menge von (syntaktis
hen) Variablen ist. Die Elemente von V nennt man

au
h Ni
htterminalsymbole . Zur Unters
heidung von Terminal- und Ni
htterminalsymbo-

len unterstrei
hen wir Ni
htterminalsymbole und setzen sie ggf. in spitze Klammern.

3. S 2 V das Startsymbol ist.

4. R eine endli
he Menge von Regeln (Produktionen) der Form T ::= �

1

j�

2

j � � � j�

k

ist, wobei

T 2 V eine Variable und �

1

; : : : ; �

k

2 (V [ �)

�

beliebige endli
he Zei
henketten aus

Variablen und Terminalsymbolen sind (k = 1 ist erlaubt). Diese Zei
henketten nennen wir

Clausen. Diese Regel ist

�

aquivalent zu den k Regeln T ::= �

i

f

�

ur 1 � i � k.

Die Symbole \j" und \::=" sind sogenannte Metasymbole.

Mittels der Regeln R lassen si
h W

�

orter � 2 (V [ �)

�

modi�zieren. W

�

orter � 2 (V [ �)

�

nennen wir au
h Satzformen. Sei � = 
TÆ mit 
; Æ 2 (V [ �)

�

eine Satzform und T 2 V und

T ::= �

1

j�

2

j � � � j�

k

eine Regel aus R, dann lassen si
h die W

�

orter �

1

= 
�

1

Æ; : : : ; �

k

= 
�

k

Æ aus

� ableiten. Wir s
hreiben dann au
h �! �

i

f

�

ur 1 � i � k und nennen den

�

Ubergang von � na
h

�

i

Ableitung. Falls � ! �

0

! � � � ! � gilt, s
hreiben wir au
h �

�

! �.

�

! ist also die transitive

H

�

ulle von !. Die Menge aller aus S ableitbaren Satzformen bezei
hnen wir mit S(B). Dies ist

die kleinste Teilmenge von (V [ �)

�

f

�

ur die gilt:

1. S 2 S(B)

2. Aus 
AÆ 2 S(B) und A ::= �

1

j�

2

j � � � j�

k

2 R folgt 
�

i

Æ 2 S(B) f

�

ur alle 0 � i � k.

Nun k

�

onnen wir die von B bes
hriebene Spra
he de�nieren.

Definition 2.3 Sei B eine BNF. Dann ist

L(B) := f� 2 �

�

j S

�

! �g = S(B) \ �

�

die dur
h B bes
hriebene Spra
he.

Beispiel 2.4 Sei B = (�; V; S; R) mit � = fa; bg, V = fS;A;Bg und R = fS ::=

aBjbA;A ::= ajaSjbAA;B ::= bjbSjaBBg. Dann ist L(B) = fab; ba; abab; : : :g gerade die Men-

ge aller W

�

orter

�

uber fa; bg, die dieselbe Anzahl von as und bs haben (Beweis siehe [HoUl79,

Example 4.3℄).
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b

6

b

6

a

�

�

��

B

6

B

�

�

�I

a

�

�

��

B

�

�

�I

S

Abbildung 2.1: Ableitungsbaum f

�

ur S

�

! aabb

Wir bemerken, da� die Zusammenhangskomponenten des dur
h ! induzierten (unendli
hen)

Graphen (mit Knotenmenge (V [ �)

�

) ein (unendli
her) Baum ist (unter der Voraussetzung,

da� keine Produktionen der Form A ::= B vorkommen). Hierauf wollen wir jedo
h ni
ht n

�

aher

eingehen. Wi
htiger f

�

ur uns ist der Begri� des Ableitungsbaums. Formal ist ein Ableitungsbaum

f

�

ur eine BNF B = (�; V; S; R) ein gelabelter geri
hteter Baum, f

�

ur den folgendes gilt:

1. Jeder Knoten ist mit einer Marke aus V [ � gelabelt.

2. Die Wurzel ist mit S gelabelt.

3. Innere Knoten, d.h. Knoten v mit deg

OUT

(v) > 0, sind mit Marken aus V gelabelt.

4. Wenn ein Knoten v mit A gelabelt ist, und die S

�

ohne von links na
h re
hts (diese Anord-

nung kann dur
h gelabelte Kanten errei
ht werden) mit a

1

; a

2

; � � � ; a

k

markiert sind, dann

mu� A ::= a

1

a

2

: : : a

k

eine Produktion in R sein.

Ein Ableitungsbaum f

�

ur eine Satzform � ist ein Ableitungsbaum, so da� die Bl

�

atter von links

na
h re
hts gelesen � ergeben. Ein Ableitungsbaum f

�

ur eine Satzform � ist im allgemeinen ni
ht

eindeutig. Es gibt sogar Spra
hen, so da� jede Grammatik, die diese Spra
he erzeugt, mehrere

Ableitungen f

�

ur ein Wort der Spra
he besitzt (siehe [HoUl79, Chapter 4.7℄).

Abbildung 2.1 zeigt einen Ableitungsbaum f

�

ur S

�

! aabb aus Beispiel 2.4.

2.2.1 Interpretation von W

�

ortern

Bisher haben wir nur die syntaktis
he Manipulation von Zei
henketten aus �

�

untersu
ht. Nun

m

�

o
hten wir den syntaktis
hen Ausdr

�

u
ken eine Bedeutung zuweisen und untersu
hen, wie si
h

die Manipulation von Zei
henketten auf ihre Bedeutung auswirkt.

Beispiel 2.5 Sei � = f0; 1; : : : ; 9g, so m

�

o
hten wir z.B. dem Wort 0109 die nat

�

urli
he Zahl

109 zuweisen. Die Manipulation von W

�

ortern entspre
hen dann arithmetis
hen Operationen,

Spra
hen entspre
hen Zahlenmengen mit gewissen Eigens
haften, et
.

Zu diesem Zwe
k f

�

uhren wir eine semantis
he Funktion N

B

ein, deren De�nitionsberei
h die

Menge der Satzformen S(B) ist. Dabei werden nur Elementen aus L(B) � S(B) Werte zugewie-

sen. Der Werteberei
h kann je na
h Interpretation z.B. die Menge der nat

�

urli
hen Zahlen, eine

Menge von Funktionen, et
. sein.
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Beispiel 2.6 Sei B = (� = fa

0

; a

1

g; V = fSg; S; R = fS ::= a

0

ja

1

jSa

0

jSa

1

g). Die Spra-


he L(B) ist �

�

. Wir wollen die Elemente von L(B) als nat

�

urli
he Zahlen in Bin

�

ardarstellung

interpretieren. Zu diesem Zwe
k de�nieren wir

N (a

0

) = 0 N (a

1

) = 1

und

N (Sa

0

) = 2 � N (S) N (Sa

1

) = 2 � N (S) + 1:

Man sieht lei
ht, da� diese De�nition der semantis
he Funktion N das Gew

�

uns
hte errei
ht.

Wir werden sp

�

ater no
h semantis
hen Funktionen im Zusammenhang mit regul

�

aren Ausdr

�

u
ken

und Programmierspra
hen begegnen. Eine semantis
he Funktion ' ordnet dabei z.B. einem

Ausdru
k E in Abh

�

angigkeit der Werte der Variablen einen Wert zu, oder, falls der Ausdru
k

ni
ht de�niert ist, den speziellen Wert \error". N

�

aheres dazu jedo
h erst im Abs
hnitt 7.1.

2.2.2 Erweiterte BNF

In diesem Abs
hnitt wollen wir die De�nition der Ba
kus-Naur-Form ein wenig erweitern und

das Metazei
hen

�

analog zum Kleenes
hen Sternoperator einf

�

uhren. Dies erweitert jedo
h ni
ht

die Menge der so bes
hreibbaren Spra
hen (siehe Satz 2.8), erlei
htert jedo
h die Notation.

Definition 2.7 Eine erweiterte BNF B (EBNF) ist ein 4-Tupel B = (�; V; S; R), wobei �,

V und S wie in De�nition 2.2 de�niert sind (� darf ni
ht die Zei
hen (; )

�

; f; g enthalten), und

R eine endli
he Menge von Regeln der Form T ::= �

1

j�

2

j � � � j�

k

und �

i

= �

i;1

�

i;2

� � ��

i;l

mit

�

i;j

= a

1

: : : a

s

oder �

i;j

= (a

1

: : : a

s

)

�

f

�

ur a

r

2 V [�

�

sind. Statt der Zei
hen ()

�

kann synomym

au
h fg verwendet werden.

Eine Satzform, die eines der neuen Metasymbole enth

�

alt, kann wie folgt abgeleitet werden. Sei

� = 
(�)

�

Æ. Dann gilt �! 
Æ, �! 
�Æ, �! 
��Æ; : : :.

Satz 2.8 Sei L eine Spra
he, die dur
h eine EBNF B bes
hrieben werden kann. Dann ist L

au
h dur
h eine BNF B

0

bes
hreibbar.

Beweis: Seien �

1

; : : : ; �

k

die Clausen, die die Metasymbole (; )

�

enthalten, und seien

�

1

; : : : ; �

l

die Zei
henketten in �

1

; : : : ; �

k

, die dur
h (; )

�

umklammert werden. Wir formen

die BNF B

0

wie folgt. Zuerst erweitern wir die Menge der Variablen um die neuen Variablen

T

1

; : : : ; T

l

, d.h. V

0

= V [ fT

1

; : : : ; T

l

g (disjunkte Vereinigung). Dann ersetzen wir jedes Vor-

kommnis von (�

j

)

�

in einer Clause �

i

dur
h T

j

(au
h f

�

ur ges
ha
htelte Clausen). Nun f

�

ugen wir

die Regeln T

j

::= �j�

j

T

j

zu R hinzu. Dies bildet die Menge R

0

. 2

Wir wollen das Prinzip von BNFs no
h einmal an Hand von Klammerausdr

�

u
ken erl

�

autern. Ein

Klammerausdru
k v ist ein Wort aus f(; )g

�

, so da� die Anzahl von \(" glei
h der Anzahl von

\)" ist und f

�

ur jedes m < n das Teilwort v(0; m) mindestens soviele \(" enth

�

alt wie \)".

Beispiel 2.9 Die BNF B = (f(; )g; fWg;W; fW ::= �j(WW )g) erzeugt Klammerausdr

�

u
ke,

die Well Formed Forms (WFF) genannt werden. So sind z.B. () und ((()())) Well Formed Forms,

ni
ht jedo
h der Klammerausdru
k (()()()). Abbildung 2.2 zeigt einen Ableitungsbaum f

�

ur den

Ausdru
k ((())).
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� �

(

W W

)

�

�

�

�

�

�

�

A

A

A

Q

Q

Q

Q

(

W W

�

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Q

Q

Q

Q

Q

P

P

P

P

P

P

P

P

P

W

Abbildung 2.2: Ableitungsbaum f

�

ur ((()))

Die Menge T (�; V ) sei die Menge aller Terme, die dur
h Benutzen von Symbolen, Variablen

und Metasymbolen gebildet werden k

�

onnen. Die Terme aus T (�; V ) hei�en EBNF-Terme und

sind m

�

ogli
he re
hte Seiten f

�

ur Produktionsregeln. Formal ist die Menge der EBNF-Terme die

kleinste Menge, f

�

ur die gilt:

1. V [ �

�

� T (�; V ).

2. Falls � 2 T (�; V ) ist, so gilt au
h (�)

�

2 T (�; V ).

3. Falls �

1

; : : : ; �

k

2 T (�; V ) sind, so sind au
h �

1

j�

2

j : : : j�

k

2 T (�; V ) und �

1

�

2

: : :�

k

2

T (�; V ).

Nun k

�

onnen wir eine zu De�nition 2.7

�

aquivalente De�nition geben.

Definition 2.10 Eine B (EBNF) ist ein 4-Tupel B = (�; V; S; R), wobei �, V und S wie

in De�nition 2.2 de�niert sind, und R eine endli
he Menge von Regeln der Form T ::= � mit

� 2 T (�; V ) ist.

Wir k

�

onnen einem Term � 2 T (�; V ) die Menge von W

�

ortern aus �

�

zuordnen, die aus �

ableitbar sind. Diese Zuordnung kann als eine \metasemantis
he" Funktion ' : T (�; V )! P(�

�

)

interpretiert werden. ' ist induktiv folgenderma�en de�niert:

1. F

�

ur S 2 V gilt '(S) = ['(�), wobei die Vereinigung

�

uber alle �, f

�

ur die eine Produktions-

regel S ::= � in R existiert, l

�

auft.

2. F

�

ur � 2 �

�

gilt '(�) = f�g.

3. F

�

ur � 2 T (�; V ) gilt '((�)

�

) = ('(�))

�

.

4. F

�

ur �

1

; : : : ; �

k

2 T (�; V ) gilt '(�

1

j : : : j�

k

) = '(�

1

) [ � � � [ '(�

k

).

5. F

�

ur �

1

; : : : ; �

k

2 T (�; V ) gilt '(�

1

: : :�

k

) = '(�

1

)'(�

2

) � � �'(�

k

).

Mit Hilfe der Funktion ' l

�

a�t si
h die dur
h B de�nierte Spra
he als L(B) = '(S) s
hreiben.

Wir wollen diesen Abs
hnitt mit einem Beispiel abs
hliessen.
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Beispiel 2.11 In Programmierspra
hen ist ein Variablenname oft als eine Zei
henkette aus

Bu
hstaben und Zi�ern de�niert, die mit einem Bu
hstaben anfangen mu�. Wir m

�

o
hten nun

eine syntaktis
he De�nition von Variablennamen mittels einer BNF angeben. Zu diesem Zwe
k

sei LETTER = fa; : : : ; z; A; : : :; Zg die Menge der Bu
hstaben und DIGIT = f0; : : : ; 9g die

Menge der Zi�ern (Zi�ern sind Symbole, keine Zahlen!). Das Grundalphabet � sei LETTER [

DIGIT, die syntaktis
hen Variablen I ,D;L, das Startsymbol I und die BNF Regeln wie folgt:

D ::= 0j1j : : : j9, L ::= aj : : : jzjAj : : : jZ und I ::= L(LjD)

�

. Mittels der semantis
hen Funktion

' ergeben si
h '(L) = LETTER, '(D) = DIGIT, '((LjD)

�

) = (LETTER[DIGIT)

�

und

'(I) = LETTER(LETTER[DIGIT)

�

:

2.3 Endli
he Automaten und regul

�

are Ausdr

�

u
ke

In diesem Abs
hnitt werden wir die Menge der regul

�

aren Spra
hen kennenlernen, die eine zentrale

Rolle in der Theorie formaler Spra
hen spielt. Zur De�nition der regul

�

aren Spra
hen werden

wir zwei unters
hiedli
he Vorgehensweisen betra
hten, zum einen die dur
h die Grammatik der

regul

�

aren Ausdr

�

u
ke erzeugten Spra
hen, zum anderen die dur
h endli
he Automaten erkannten

Spra
hen. Beide De�nitionen werden si
h als

�

aquivalent herausstellen.

2.3.1 Regul

�

are Ausdr

�

u
ke

Definition 2.12 Sei � = fa

1

; : : : ; a

n

g ein Alphabet. Die Menge der regul

�

aren Ausdr

�

u
ke

RE (regular expressions)

�

uber � wird dur
h die von der BNF

(� [ f+; (; );

�

g [ f;;�g; f< RE >g; < RE >; frg) mit der Regel r:

< RE > : := a

1

j : : : j a

n

j (< RE > + < RE >) j (< RE >< RE >) j (< RE >)

�

j � j ;

bes
hriebenen Spra
he gegeben.

Dur
h die semantis
he Funktion ' : RE! P(�

�

) werden regul

�

aren Ausdr

�

u
ken Spra
hen

�

uber

� zugeordnet:

i) '(a) = fag f

�

ur a 2 �.

ii) '(R

1

+ R

2

) = '(R

1

) [ '(R

2

) f

�

ur R

1

; R

2

2 RE

iii) '(R

1

R

2

) = '(R

1

)'(R

2

) f

�

ur R

1

; R

2

2 RE

iv) '((R)

�

) = ('(R))

�

f

�

ur R 2 RE

v) '(�) = f�g

vi) '(;) = ;

Als Konvention s
hreiben wir '((R)) = '(R) f

�

ur R 2 RE.

Man bea
hte, da� das Symbol a 2 � in einem regul

�

aren Ausdru
k die Menge fag und ni
ht

das Zei
hen a bezei
hnet. Um genau zwis
hen dem Alphabet � und dem Alphabet der BNF zu

unters
heiden, werden die Symbole des regul

�

aren Ausdru
ks gelegentli
h dur
h Unterstrei
hung

oder Fettdru
k hervorgehoben.
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Beispiel 2.13 Die dur
h den regul

�

aren Ausdru
k (0 + 1)

�

gegebene Spra
he ist

'((0 + 1)

�

) = ('(0 + 1))

�

= ('(0)[ '(1))

�

= (f0g [ f1g)

�

= f0; 1g

�

:

Definition 2.14 Sei � = fa

1

; : : : ; a

n

g ein Alphabet. Die Menge der !{regul

�

aren Ausdr

�

u
ke

RE

!

�

uber � ist dur
h die von der BNF

(� [ f+; (; );

�

;

!

g [ f;g; f< RE

!

>;< RE

+

>g; < RE

!

>;R) mit den Regeln

< RE

!

> : := (< RE

!

> + < RE

!

>) j (< RE >< RE

!

>) j (< RE

+

>)

!

< RE

+

> : := a

1

j : : : j a

n

j (< RE

+

> + < RE

+

>) j (< RE

+

>< RE >) j

((< RE

+

>)

�

< RE

+

>) j (< RE >< RE

+

>) j ;

bes
hriebenen Spra
he gegeben.

Die Semantik !{regul

�

arer Ausdr

�

u
ke ist dur
h die semantis
he Funktion ' : RE

!

! P(�

!

)

gegeben, die wie folgt de�niert ist:

i) '((R)

!

) = ('(R))

!

f

�

ur R 2 RE

+

ii) '(R

1

R

2

) = '(R

1

)'(R

2

) f

�

ur R

1

2 RE, R

2

2 RE

!

iii) '(R

1

+ R

2

) = '(R

1

) [ '(R

2

) f

�

ur R

1

; R

2

2 RE

!

Wir wollen zwei regul

�

are (bzw. !{regul

�

are) Ausdr

�

u
ke R

1

, R

2

als

�

aquivalent ansehen, wenn sie

die glei
he Spra
he repr

�

asentieren, d.h.

R

1

= R

2

() '(R

1

) = '(R

2

)

Hiermit k

�

onnen wir die folgenden \Re
henregeln" f

�

ur regul

�

are Ausdr

�

u
ke formulieren.

F

�

ur alle R

1

; R

2

; R

3

2 RE bzw. R

1

; R

2

; R

3

2 RE

!

gilt:

1. R

1

+ R

2

= R

2

+ R

1

R

1

+ ; = ;+ R

1

R

1

+ R

1

= R

1

(R

1

+ R

2

) + R

3

= R

1

+ (R

2

+ R

3

)

2. R

1

� = �R

1

= R

1

R; = ;R = ;

(R

1

R

2

)R

3

= R

1

(R

2

R

3

) aber R

1

R

2

6= R

2

R

1

3. R

1

(R

2

+ R

3

) = R

1

R

2

+ R

1

R

3

(R

1

+ R

2

)R

3

= R

1

R

3

+ R

2

R

3

4. R

�

1

= R

�

1

R

�

1

= (R

�

1

)

�

= (� + R

1

)

�

;

�

= �

�

= �

5. R

�

1

= � + R

1

+ R

2

1

+ R

3

1

+ : : :+ R

�

1

+ R

k+1

1

R

�

1

(k � 0)

R

�

1

= � + R

1

R

�

1

6. (R

1

+ R

2

)

�

= (R

�

1

+ R

�

2

)

�

= (R

�

1

R

�

2

)

�

= (R

�

1

R

2

)

�

R

�

1

= R

�

1

(R

2

R

�

1

)

�
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7. R

�

1

R

1

= R

1

R

�

1

R

1

(R

2

R

1

)

�

= (R

1

R

2

)

�

R

1

8. (R

�

1

R

2

)

�

= � + (R

1

+ R

2

)

�

R

2

(R

1

R

�

2

)

�

= � + R

1

(R

1

+ R

2

)

�

9. R

1

= R

2

R

1

+ R

3

, R

1

= R

�

2

R

3

R

1

= R

1

R

2

+ R

3

, R

1

= R

3

R

�

2

9: hei�t au
h \Arden Regel".

2.3.2 Endli
he Automaten

Wir werden nun das mathematis
he Modell des endli
hen Automaten einf

�

uhren. Man kann si
h

die Arbeitsweise eines endli
hen Automaten folgenderweise vorstellen. Zun

�

a
hst be�ndet si
h der

Automat in einem ausgezei
hneten Zustand, dem sogenannten Startzustand. Bei Eingabe eines

Wortes w arbeitet der Automat w zei
henweise ab, und ver

�

andert seinen internen Zustand in

Abh

�

angigkeit von dem soeben gelesenen Zei
hen und seinem aktuellen Zustand. Die Menge der

m

�

ogli
hen internen Zust

�

ande ist dabei endli
h. Der wohlde�nierte Zustand na
h vollst

�

andigem

Lesen von w dient dann als Ents
heidung f

�

ur die Akzeptanz von w. Wir geben nun die formale

De�nition an:

Definition 2.15 Ein deterministis
her endli
her Automat (EA)

�

uber � ist ist ein Quadrupel

A = (S; Æ; s

0

; F ), wobei

� S eine endli
he Menge von Zust

�

anden,

� Æ : S � �! S die (totale) Zustands

�

ubergangsfunktion,

� s

0

2 S den Anfangszustand und

� F � S die Menge der Endzust

�

ande (akzeptierenden Zust

�

ande) bezei
hnet.

Sei A ein EA und v : n! � ein Wort

�

uber �. Die Funktion �

v

: n + 1! S mit

i) �

v

(0) = s

0

und

ii) �

v

(i+ 1) = Æ(�

v

(i); v(i)) f

�

ur i 2 n.

hei�t die A{Bere
hnung

�

uber v. �

v

hei�t akzeptierend, falls zus

�

atzli
h

iii) �

v

(n) 2 F .

Falls �

v

akzeptierend ist, so sagen wir au
h, da� der Automat A das Wort v akzeptiert (be-

re
hnet). Die Menge der von A akzeptierten W

�

orter bezei
hnen wir als die von A akzeptierte

(bere
hnete) Spra
he und notieren sie dur
h L(A).

Wir werden nun das Modell des endli
hen Automaten erweitern, indem wir statt einem

Folgezustand mehrere Folgezust

�

ande erlauben. Der Automat f

�

uhrt nun alle m

�

ogli
hen Zu-

stands

�

uberg

�

ange aus, dupliziert si
h dabei selber, soda� f

�

ur jeden Folgezustand eine eigene

Instanz des Automaten existiert. Der Automat akzeptiert genau dann, wenn zumindest eine

seiner nebeneinander existierenden Instanzen einen akzeptierenden Zustand errei
ht hat.
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Definition 2.16 Ein ni
htdeterministis
her endli
her Automat (NEA)

�

uber � ist ein Qua-

drupel A = (S; Æ; S

0

; F ), wobei

� S eine endli
he Menge von Zust

�

anden,

� Æ : S � �! P(S) die Zustands

�

ubergangsfunktion,

� S

0

� S die Menge der Anfangszust

�

ande und

� F � S die Menge der Endzust

�

ande (akzeptierenden Zust

�

ande) bezei
hnet.

Sei v : n! �. Eine Funktion � : n + 1! S hei�t A{Bere
hnung

�

uber v falls

i) �(0) 2 S

0

und

ii) �(i+ 1) 2 Æ(�(i); v(i)) f

�

ur i 2 n.

� hei�t akzeptierend, falls zus

�

atzli
h

iii) �(n) 2 F .

Der Automat A akzeptiert (bere
hnet) das Wort v genau dann, wenn eine akzeptierende A{

Bere
hnung

�

uber v existiert. Die von A akzeptierte (bere
hnete) Spra
he L(A) ist dann die

Menge der von A akzeptierten W

�

orter.

Man bea
hte, da� ein NEA A = (S; Æ; S

0

; F ) genau dann deterministis
h ist, falls jS

0

j = 1 und

jÆ(s; �)j= 1 f

�

ur jedes s 2 S und � 2 � gilt. Gelegentli
h werden wir sogar jÆ(s; �)j � 1 zulassen.

Dies bedeutet nat

�

urli
h keine Eins
hr

�

ankung, da wir dur
h die Einf

�

uhrung eines \dummy"{

Zustandes die Zustands

�

uberf

�

uhrungsfunktion total ma
hen k

�

onnen.

In der Regel ist es hilfrei
h si
h einen endli
hen Automaten dur
h seinen Zustands

�

uberf

�

uhrungs-

graphen (state transition diagram STD) zu verans
hauli
hen. Sei A = (S; Æ; S

0

; F ) ein NEA.

Das STD G(A) von A ist ein geri
hteter, kantengelabelter Graph mit Knotenmenge S. Falls ein

Zustands

�

ubergang von s

1

na
h s

2

bei Lesen von � de�niert ist, so besitzt der Graph eine Kante

von s

1

na
h s

2

mit der Marke �. Wir markieren Anfangszust

�

ande dur
h \{" und Endzust

�

ande

dur
h \+".

Beispiel 2.17 Sei A = (S; Æ; S

0

; F ) mit � = f0; 1g, S = (s

0

; s

1

; s

2

; s

3

), S

0

= fs

0

g und

F = fs

2

; s

3

g. Die Zustands

�

ubergangsfunktion Æ sei dur
h die folgende Tabelle gegeben:

Æ 0 1

s

0

fs

0

; s

1

g ;

s

1

fs

2

g fs

0

g

s

2

; fs

0

g

s

3

; fs

1

g

A wird dur
h das folgende STD bes
hrieben:

G(A) : :

��

��

s

0

�

��

��

s

1

��

��

s

3

+

��

��

s

2

+

-

0

�

1

�

Æ

0

-

�

�

�

�

�

�

��

1

�

�

�

�

�

�

�I

1

?

0
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Definition 2.18 Eine Menge A � �

�

hei�t regul

�

ar, falls ein NEA A mit A = L(A) existiert.

Die Menge aller regul

�

aren Spra
hen

�

uber � bezei
hnen wir mit REG

�

, d.h.

REG

�

= fA j 9NEA A

�

uber � [ A = L(A) ℄ g � P(�

�

):

�

Uberras
henderweise erweisen si
h die Modelle des deterministis
hen endli
hen Automaten und

des ni
htdeterministis
hen endli
hen Automaten im Bezug auf Spra
herkennung als

�

aquivalent:

Satz 2.19 Sei A � �

�

eine regul

�

are Menge. Dann existiert ein EA B mit L(B) = A.

Beweis: Sei A = (S; Æ; S

0

; F ) ein NEA mitL(A) = A. Wir werden aus A den sogenannten

Potenzautomaten B = (S

0

; Æ

0

; s

0

0

; F

0

) konstruieren. Dazu setzen wir

� S

0

= P(S),

� Æ

0

(A; �) =

S

s2A

Æ(s; �) f

�

ur � 2 � und A 2 P(S),

� s

0

0

= S

0

und

� F

0

= fZ 2 P(S) jZ \ F 6= ;g.

Man bea
hte, da� B deterministis
h ist. Der aktuelle Zustand von B entspri
ht der Menge der

m

�

ogli
hen aktuellen Zust

�

ande von A. Wir haben na
hzuweisen, da� L(A) = L(B) gilt.

Sei dazu zun

�

a
hst w 2 L(A) mit jwj = n. Dann existiert eine akzeptierende A{Bere
hnung

� : n + 1 ! S

�

uber w. Sei �

0

: n + 1 ! P(S) die eindeutig bestimmte B{Bere
hnung

�

uber w.

Wir weisen dur
h Induktion

�

uber i na
h, da� �(i) 2 �

0

(i) f

�

ur jedes i = 0; : : : ; n gilt.

F

�

ur i = 0 ist �(i) 2 S

0

= �

0

(0). Sei nun �(i) 2 �

0

(i) f

�

ur ein i < n. Dann gilt

�(i+ 1) 2 Æ(�(i); w(i))�

[

s2�

0

(i)

Æ(s; w(i)) = Æ

0

(�

0

(i); w(i)) = �

0

(i + 1):

Da � eine akzeptierende A{Bere
hnung ist, ist �(n) 2 F , andererseits ist au
h �(n) 2 �

0

(n).

Damit ist �

0

(n) 2 F

0

und �

0

ist eine akzeptierende B{Bere
hnung

�

uber w, d.h. w 2 L(B).

Sei nun umgekehrt w 2 L(B) mit jwj = n und �

0

: n + 1! P(S) die akzeptierende B{Bere
hnung

�

uber w. Na
h Konstruktion von B ist �

0

(i + 1) =

S

s2�

0

(i)

Æ(s; w(i)) f

�

ur i = 0; : : : ; n � 1. Damit

existiert f

�

ur jedes z 2 �

0

(i+1) ein s 2 �

0

(i) mit z 2 Æ(s; w(i)). Wir konstruieren eine akzeptierende

A{Bere
hnung

�

uber w wie folgt. Da �

0

(n) 2 F

0

, existiert ein q

n

2 �

0

(n) mit q

n

2 F . Aufgrund

der obigen Bemerkung k

�

onnen wir induktiv eine Folge (q

n

; q

n�1

; : : : ; q

0

) konstruieren, so da�

q

i

2 �

0

(i) f

�

ur i = 0; : : : ; n und q

i+1

2 Æ(q

i

; w(i)) f

�

ur i = 0; : : : ; n � 1 gilt. Weiterhin ist q

0

2 S

0

und q

n

2 F , also ist � : n + 1! S mit �(i) = q

i

eine akzeptierende A{Bere
hnung

�

uber w. 2

Wir wollen nun unsere Betra
htungen auf !{Spra
hen ausdehnen. Dazu f

�

uhren wir zun

�

a
hst die

\Unendli
h-Oft" Funktion In ein: Sei M eine beliebige Menge und f : N

0

! M . Wir sind an der

Menge von Funktionswerten von f interessiert, die unendli
h oft angenommen werden, d.h.

In(f) = f a j jf

�1

(a)j =1g � M ;

wobei f

�1

(a) = f i j i 2 N

0

^ f(i) = a g.
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Definition 2.20 Sei A = (S; Æ; S

0

; F ) ein NEA

�

uber � und v : N

0

! � ein !{Wort

�

uber �.

Eine Funktion � : N

0

! S hei�t A

!

{Bere
hnung

�

uber v falls

i) �(0) 2 S

0

und

ii) �(i+ 1) 2 Æ(�(i); v(i)) f

�

ur jedes i 2 N

0

.

� hei�t akzeptierende A

!

{Bere
hnung

�

uber v, falls zus

�

atzli
h

iii) In(�)\F 6= ; gilt, d.h es existiert ein Endzustand, der in der A

!

{Bere
hnung � unendli
h

oft angenommen wird.

Der Automat A !{akzeptiert (!{bere
hnet) das Wort v genau dann, wenn eine akzeptierende

A

!

{Bere
hnung

�

uber v existiert. Die von A !{akzeptierte (!{bere
hnete) Spra
he ist gegeben

dur
h

L

!

(A) = f v j v : N

0

! �; 9� : � ist akz. A

!

{Bere
hnung

�

uber v g:

Eine Menge A � �

!

hei�t !{regul

�

ar, falls ein NEA A mit A = L

!

(A) existiert. Die Menge aller

!{regul

�

aren Spra
hen

�

uber � bezei
hnen wir mit REG

!

�

, d.h.

REG

!

�

= fA j 9NEA A

�

uber � [ A = L

!

(A) ℄ g � P(�

!

):

Leider l

�

a�t si
h Satz 2.19 ni
ht auf !{regul

�

are Mengen

�

ubertragen, vielmehr gilt das

Lemma 2.21 Es gibt !{regul

�

are Mengen, die von keinem deterministis
hen EA !{akzeptiert

werden.

Beweis: Betra
hte A = f0; 1g

�

f1g

!

� f0; 1g

!

. Aus Satz 2.27 folgt, da� A !{regul

�

ar ist, denn

A = A

0

B

!

0

mit den regul

�

aren Mengen A

0

= f0; 1g

�

und B

0

= f1g. A wird von dem NEA A

!{akzeptiert, der dur
h das folgende STD gegeben ist:

G(A) : :

��

��

s

0

�

��

��

s

1

+

-

1

Æ


1

6

Æ


1

6

��

0

?

Es ist L

!

(A) = A.

Nun haben wir no
h na
hzuweisen, da� kein EA existiert, der A !{akzeptiert. Dazu nehmen wir

an, da� der EA B = (S; Æ; s

0

; F ) A !{akzeptiert. Wir k

�

onnen annehmen, da� f

�

ur jedes s 2 F

L

!

((S; Æ; s

0

; fsg)) 6= ;. Dann ist L

!

((S; Æ; s; F )) = f1g

!

. Sei w 2 A. Da B deterministis
h ist,

existiert ein n

0

2 N mit �(n

0

) 2 F f

�

ur die B

!

{Bere
hnung

�

uber w. Betra
hte nun v 2 �

!

mit

v = w(0; n

0

� 1)01

!

. Es ist v 2 A. F

�

ur die B

!

{Bere
hnung �

0

�

uber v ist �

0

(n

0

) = �(n

0

) 2 F ,

allerdings ist v(n

0

;1) = 01

!

62 f1g

!

und v wird ni
ht von B !{akzeptiert. 2
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2.3.3 Kleenes
he S

�

atze

Wir werden nun zeigen, da� die Spra
hen, die von endli
hen Automaten erkannt werden, ge-

nau die Spra
hen sind, die von regul

�

aren Ausdr

�

u
ken bes
hrieben werden. Diese

�

Aquivalenz

re
htfertigt es, die von endli
hen Automaten akzeptierten Spra
hen regul

�

ar zu nennen.

Satz 2.22 Sei R ein regul

�

arer Ausdru
k. Dann existiert ein EA A mit '(R) = L(A).

Beweis: Aufgrund von Satz 2.19 gen

�

ugt es zu zeigen, da� zu jedem R 2 RE ein NEA A

R

existiert mit '(R) = L(A

R

). Wir f

�

uhren diesen Na
hweis

�

uber den rekursiven Aufbau von R

gem

�

a� De�nition 2.12, d.h. per Induktion

�

uber der Anzahl der regul

�

aren Operatoren in R.

i) (a) Sei R = ;. Betra
hte A = (S; Æ; S

0

; ;). Es ist L(A) = ; = '(R).

(b) Sei R = �. Konstruiere A = (fs

0

g; Æ; fs

0

g; fs

0

g) mit Æ(s

0

; �) = ; f

�

ur jedes � 2 �.

Dann ist L(A) = f�g = '(R).

(
) Sei R = � mit � 2 �. Konstruiere A = (fs

0

; s

1

g; Æ; fs

0

g; fs

1

g) und

Æ(s; a) =

n

s

1

falls s = s

0

und a = �

; sonst.

Damit ist L(A) = f�g = '(R).

ii) Sei R = R

1

+ R

2

. Na
h Induktionsvoraussetzung existieren NEAs A

1

= (S

1

; Æ

1

; S

0

1

; F

1

)

und A

2

= (S

2

; Æ

2

; S

0

2

; F

2

) mit '(R

1

) = L(A

1

) und '(R

2

) = L(A

2

). Wir k

�

onnen annehmen,

da� S

1

\ S

2

= ;.

Aus A

1

und A

2

werden wir einen NEA B = (S; Æ; S

0

; F ) mit L(B) = L(A

1

)[L(A

2

) = '(R)

konstruieren. Dazu setzen wir S = S

1

[ S

2

, S

0

= S

0

1

[ S

0

2

, F = F

1

[ F

2

und de�nieren

Æ : (S

1

[ S

2

)� �! P(S

1

[ S

2

) dur
h

Æ(s; �) =

�

Æ

1

(s; �) falls s 2 S

1

Æ

2

(s; �) falls s 2 S

2

.

iii) Sei R = R

1

R

2

. Die NEAs A

1

und A

2

seien wie oben de�niert. Sei B = (S

1

[ S

2

; Æ; S

0

1

; F

2

)

mit

Æ(s; �) =

8

>

<

>

:

Æ

1

(s; �) falls s 2 S

1

n F

1

Æ

1

(s; �)[

S

s

0

2S

0

2

Æ

2

(s

0

; �) falls s 2 F

1

Æ

2

(s; �) falls s 2 S

2

.

Es ist lei
ht na
hzupr

�

ufen, da� L(B) = L(A

1

)L(A

2

) gilt.

iv) Sei R = (R

1

)

�

und A = (S; Æ

A

; S

0

; F ) ein NEA mit '(R

1

) = L(A). Sei z 62 S und

B = (S [ fzg; Æ; S

0

[ fzg; fzg) mit

Æ(s; �) =

8

<

:

; falls s = z

Æ

A

(s; �)[ S

0

[ fzg falls Æ

A

(s; �) \ F 6= ;

Æ

A

(s; �) falls Æ

A

(s; �) \ F = ;.

Es ist L(B) = L(A)

�

. 2

Es gilt au
h die Umkehrung von Satz 2.22:



2.3. ENDLICHE AUTOMATEN UND REGUL

�

ARE AUSDR

�

UCKE 39

Satz 2.23 Sei A ein EA. Dann existiert ein regul

�

arer Ausdru
k R mit '(R) = L(A).

Beweis: Sei A = (S; Æ; s

0

; F ) mit S = fs

0

; s

1

; : : : ; s

m�1

g.

F

�

ur i; j = 0; : : : ; m � 1 de�nieren wir den EA A

ij

= (S; Æ; s

i

; fs

j

g) mit Startzustand s

i

und

Endzustand s

j

. Damit ist

L(A) =

[

s

j

2F

L(A

0j

):

Wir werden regul

�

are Ausdr

�

u
ke R

j

mit '(R

j

) = L(A

0j

) konstruieren. Somit gilt

L(A) = '( +

s

j

2F

R

j

)

Um uns die Konstruktion der regul

�

are Ausdr

�

u
ke R

j

weiter zu erlei
htern, f

�

uhren wir die fol-

genden Spra
hen ein:

L(A

ij

) = f v 2 L(A

ij

) j f

�

ur die A

ij

{Bere
hnung �

�

uber v gilt �(i) 6= s

j

f

�

ur 0 < i � jvj � 1 g:

L(A

ij

) entspri
ht der Menge aller W

�

orter, die von A

ij

akzeptiert werden, wobei der Endzustand

s

j

nur einmal am Ende der Bere
hnung angenommen wird.

Mit dieser Vereinbarung gilt L(A

0j

) = L(A

0j

)(L(A

jj

))

�

. Damit haben wir unsere Aufgabe auf

die Konstruktion von regul

�

aren Ausdr

�

u
ken R

ij

mit '(R

ij

) = L(A

ij

) reduziert.

F

�

ur s; z 2 S f

�

uhren wir zur lei
hteren S
hreibweise die Menge

X

s;z

= f � 2 � j z = Æ(s; �) g

ein. Sei X

s;z

= f�

1

; �

2

; : : : ; �

s

g, dann ist

S

s;z

= �

1

+ �

2

+ : : :+ �

s

ein regul

�

arer Ausdru
k mit '(S

s;z

) = X

s;z

.

Na
h diesen Vorbetra
htungen k

�

onnen wir die eigentli
he Behauptung induktiv

�

uber die Anzahl

m der Zust

�

ande von A na
hweisen.

Zur Induktionsverankerung betra
hten wir zun

�

a
hst den Fall m = 1. Dann besteht S nur aus

dem Zustand s

0

und wir haben ledigli
h f

�

ur L(A

00

) einen regul

�

aren Ausdru
k zu konstruieren.

Nun ist L(A

00

) gerade X

s

0

;s

0

und S

s

0

;s

0

ist der gesu
hte regul

�

are Ausdru
k.

Als Induktionshypothese nehmen wir an, da� si
h f

�

ur jeden EA B mit weniger als m Zust

�

anden

ein regul

�

arer Ausdru
k R

B

mit '(R

B

) = L(B) konstruieren l

�

a�t. Um den Induktionss
hritt f

�

ur

A mit m Zust

�

anden zu f

�

uhren, m

�

ussen wir na
h den obigen Bemerkungen f

�

ur A

ij

regul

�

are

Ausdr

�

u
ke R

ij

mit '(R

ij

) = L(A

ij

) konstruieren:

i) Wir betra
hten zun

�

a
hst den Fall i 6= j. Sei Q � S n fs

j

g die Menge von Zust

�

anden, von

denen der Endzustand s

j

in einem S
hritt errei
hbar ist, d.h

Q = f s 2 S n fs

j

g j 9� 2 � : s

j

= Æ(s; �) g:

F

�

ur s 2 Q bezei
hne A

s

ij

die Restriktion von A

ij

auf S n fs

j

g mit neuem Endzustand s,

d.h.

A

s

ij

= (S n fs

j

g; Æ

j

; s

i

; fsg)
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mit Æ

j

(z; �) = Æ(z; �) f

�

ur z 2 S nfs

j

g. Da A

s

ij

genau m�1 Zust

�

ande besitzt, existiert na
h

Induktionsannahme ein regul

�

arer Ausdru
k R

s

ij

mit '(R

s

ij

) = L(A

s

ij

). Sei

Q

0

= f s 2 Q jL(A

s

ij

) 6= ; _ s = s

i

g:

Dann ist

L(A

ij

) =

[

s2Q

0

L(A

s

ij

)X

s;s

j

und R

ij

= +

s2Q

0

R

s

ij

S

s;s

j

ist ein regul

�

arer Ausdru
k mit '(R

ij

) = L(A

ij

).

ii) Sei nun i = j. Dann de�nieren wir die Mengen Q

1

; Q

2

� S n fs

i

g als die Menge von

Zust

�

anden, die vom Anfangszustand s

i

im einem S
hritt errei
hbar sind, bzw. von denen

aus der Endzustand s

i

in einem S
hritt errei
hbar ist, d.h

Q

1

=

[

�2�

Æ(s

i

; �) n fs

i

g und

Q

2

= f s 2 S n fs

i

g j 9� 2 � : s

i

= Æ(s; �) g:

F

�

ur z

1

2 Q

1

und z

2

2 Q

2

bezei
hne A

z

1

;z

2

ij

die Restriktion von A

ii

auf S n fs

i

g mit

Anfangszustand z

1

und Endzustand z

2

, d.h.

A

z

1

;z

2

ii

= (S n fs

i

g; Æ

i

; z

1

; fz

2

g)

mit Æ

i

(z; �) = Æ(z; �) f

�

ur z 2 S n fs

i

g. Da A

z

1

;z

2

ii

genau m � 1 Zust

�

ande besitzt, existiert

na
h Induktionsannahme ein regul

�

arer Ausdru
k R

z

1

;z

2

ii

mit '(R

z

1

;z

2

ii

) = L(A

z

1

;z

2

ii

). Sei

Q

0

= f (z

1

; z

2

) 2 Q

1

�Q

2

jL(A

z

1

;z

2

ij

) 6= ; g:

Dann ist

L(A

ii

) = X

s

i

;s

i

[

[

z2Q

1

\Q

2

X

s

i

;z

X

z;s

i

[

[

(z

1

;z

2

)2Q

0

X

s

i

;z

1

L(A

z

1

;z

2

ii

)X

z

2

;s

i

und

R

ii

= S

s

i

;s

i

+ +

z2Q

1

\Q

2

S

s

i

;z

S

z;s

i

+ +

s2Q

0

S

s

i

;z

1

R

z

1

;z

2

ii

S

z

2

;s

i

ist ein regul

�

arer Ausdru
k mit '(R

ii

) = L(A

ii

).

2

Die S

�

atze 2.22 und 2.23 implizieren das

Korollar 2.24 Die Menge der regul

�

aren Spra
hen ist genau die Menge der dur
h regul

�

are

Ausdr

�

u
ke de�nierten Spra
hen, d.h. REG

�

= '(RE

�

):
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2.3.4 Struktur von regul

�

aren Mengen

In diesem Abs
hnitt weisen wir na
h, da� die Menge der regul

�

aren Spra
hen

�

uber � eine einfa
he

mengentheoretis
he Struktur besitzt { sie bildet eine Booles
he Algebra.

Satz 2.25 Sei � ein Alphabet. Dann ist (REG

�

;[;\; �) mit

�

A = �

�

nA f

�

ur A 2 REG

�

eine

Booles
he Algebra.

Beweis: Im Abs
hnitt 1.4 haben wir gesehen, da� (P(�

�

);[;\; �) eine Booles
he Algebra

mit Einselement �

�

und Nullelement ; bildet.

Da REG

�

� P(�

�

) ist, haben wir ledigli
h na
hzuweisen, da� REG

�

abges
hlossen unter Ver-

einigung, Komplement und Dur
hs
hnitt ist:

i) Die Abges
hlossenheit unter Vereinigung wurde s
hon in Satz 2.22 gezeigt.

ii) Sei A 2 REG

�

. Dann existiert na
h Satz 2.19 ein EA A = (S; Æ; S

0

; F ) mit L(A) = A. Sei

B = (S; Æ; S

0

; S nF ). Es ist lei
ht na
hzuweisen, da� L(B) =

�

A gilt: Na
h Konstruktion von

B ist f

�

ur w 2 �

�

die A{Bere
hnung �

w

�

uber w eine B{Bere
hnung

�

uber w und umgekehrt.

Sei nun w 2 L(A). Dann ist �(jwj) 2 F , also �(jwj) 62 S n F . Daher ist w 62 L(B). F

�

ur

w 2 L(B) ist �(jwj) 2 S n F , also �(jwj) 62 F , damit ist w 62 L(A).

iii) Seien A;B 2 REG

�

. Dann ist au
h A \ B 2 REG

�

, denn A \ B = A [ B und die

Abges
hlossenheit von REG

�

unter Komplement und Vereinigung haben wir soeben na
h-

gewiesen. 2

Aufgrund der Kleenes
hen S

�

atze k

�

onnen wir diese Struktur au
h auf dur
h regul

�

are Ausdr

�

u
ke

de�nierte Spra
hen

�

ubertragen.

Korollar 2.26 Seien R

1

; R

2

2 RE. Dann existieren R

3

; R

4

2 RE mit

i) '(R

3

) = '(R

1

) \ '(R

2

).

ii) '(R

4

) = �

�

n '(R

1

).

2.3.5 Struktur !{regul

�

arer Mengen

Die Menge der !{regul

�

aren Spra
hen bildet ebenfalls eine Booles
he Algebra. Der Na
hweis

erfordert jedo
h wesentli
h gr

�

o�ere Anstrengungen als im Fall der regul

�

aren Spra
hen.

Wir beginnen zun

�

a
hst mit einer einfa
hen Charakterisierung !{regul

�

arer Mengen.

Satz 2.27 Sei A � �

!

. A ist !{regul

�

ar genau dann, wenn ein n 2 N

0

und regul

�

are Mengen

A

i

; B

i

� �

�

f

�

ur i 2 n existieren, so da�

A =

[

0�i<n

A

i

B

!

i

:

Beweis:
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()) Sei A !{regul

�

ar, dann existiert ein NEA A = (S; Æ; S

0

; F ) mit A = L

!

(A). F

�

ur s

i

; s

j

2 S

de�nieren wir die regul

�

are Menge

X(s

i

; s

j

) = L((S; Æ; fs

i

g; fs

j

g)):

Sei w 2 �

!

. Dann ist w 2 A genau dann, wenn es eine A

!

{Bere
hnung � : N

0

! S

mit In(�) \ F 6= ; gibt, also wenn eine Folge (n

i

)

i2N

und Zust

�

ande s

0

2 S

0

, s 2 F

existieren, so da� �(0; n

1

) eine (S; Æ; fs

0

g; fsg){Bere
hnung f

�

ur w(0; n

1

�1), und �(n

i

; n

i+1

)

eine (S; Æ; fsg; fsg){Bere
hnung f

�

ur w(n

i

; n

i+1

� 1) f

�

ur jedes i 2 N ist, d.h. w(0; n

1

) 2

X(s

0

; s) und w(n

i

; n

i+1

) 2 X(s; s). Damit gilt

A =

[

s2F

s

0

2S

0

X(s

0

; s)X(s; s)

!

:

(() Die R

�

u
kri
htung ergibt si
h aus den beiden folgenden Lemmata 2.28 und 2.29. 2

Lemma 2.28 Seien A;B � �

�

regul

�

are Mengen. Es existiert ein NEA C mit L

!

(C) = AB

!

.

Beweis: Na
h den S

�

atzen 2.19 und 2.22 existieren EAs A = (S

1

; Æ

1

; s

0

1

; F

1

) und B =

(S

2

; Æ

2

; s

0

2

; F

2

), S

1

\ S

2

= ; mit L(A) = A und L(B) = B

�

. Sei C = (S

1

[ S

2

; Æ; fs

0

1

g; F

2

)

ein NEA mit

Æ(s; �) =

8

<

:

Æ

1

(s; �) falls Æ

1

(s; �) 2 S

1

n F

1

Æ

1

(s; �) [ Æ

2

(s

0

2

; �) falls Æ

1

(s; �) 2 F

1

Æ

2

(s; �) falls s 2 S

2

.

Dann ist L(C) = AB

�

und L

!

(C) = AB

!

. 2

Lemma 2.29 Seien A und B NEAs. Dann existiert ein NEA C mit L

!

(C) = L

!

(A)[L

!

(B).

Beweis: Die Konstruktion von C erfolgt analog zum Beweis des Satzes 2.22. 2

Im folgenden m

�

o
hten wir (vergl. Satz 2.25) zeigen, da� (REG

!

�

;[;\; �) ebenfalls eine Booles
he

Algebra ist.

Na
h Lemma 2.21 k

�

onnen wir die !{regul

�

aren Spra
hen ni
ht dur
h deterministis
he endli
he

Automaten 
harakterisieren. Daher k

�

onnen wir die Vorgehensweise des regul

�

aren Falles ni
ht

auf den !{regul

�

aren Fall

�

ubertragen.

Um !{regul

�

are Mengen denno
h von deterministis
hen Automaten !{bere
hnen zu k

�

onnen, wer-

den wir ein zus

�

atzli
hes Modell eines endli
hen Automaten einf

�

uhren, den sogenannten Ma
ro-

Zustand Endli
hen Automaten.

Definition 2.30 Ein Ma
ro-Zustand (Muller) Endli
her Automat (MEA)

�

uber � ist ein

Quadrupel A = (S; Æ; s

0

; F), wobei S die (endli
he) Menge von Zust

�

anden, Æ : S � � ! S

die Zustands

�

ubergangsfunktion und s

0

2 S den Anfangszustand bezei
hnet. F � P(S) ist eine

Menge von akzeptierenden Ma
ro-Zust

�

anden.

Sei A ein MEA und v 2 �

!

. Die A

!

{Bere
hnung �

v

: N

0

! S

�

uber v (mit �

v

(0) = s

0

und

�

v

(i + 1) = Æ(�

v

(i); v(i)) f

�

ur jedes i 2 N

0

) hei�t akzeptierend, falls In(�

v

) 2 F gilt, d.h. die



2.3. ENDLICHE AUTOMATEN UND REGUL

�

ARE AUSDR

�

UCKE 43

Menge der Zust

�

ande, die in der A

!

{Bere
hnung � unendli
h oft angenommen werden, mu� in F

enthalten sein.

Falls �

v

akzeptierend ist, so sagen wir au
h, da� der MEA A das Wort v !{akzeptiert (!{

bere
hnet). Die Menge der von A !{akzeptierten W

�

orter bezei
hnen wir als die von A !{

akzeptierte (!{bere
hnete) Spra
he und notieren sie dur
h L

!

(A).

Eine Menge A � �

!

hei�t !{M{regul

�

ar, falls ein MEA A mit A = L

!

(A) existiert. Die Menge

aller !{M{regul

�

aren Spra
hen

�

uber � bezei
hnen wir mit REG

!M

�

, d.h.

REG

!M

�

= fA � �

!

j 9MEA A

�

uber � : A = L

!

(A) g:

Als Beispiel geben wir f

�

ur die !{regul

�

are Menge A = f0; 1g

�

f1g

!

� f0; 1g

!

, die na
h Lemma

2.21 von keinem EA !{bere
hnet wird, einen MEA A = (fs

0

; s

1

g; Æ; s

0

; ffs

1

gg) mit L

!

(A) = A

an:

G(A) : :

��

��

s

0

�

��

��

s

1

+

-

1

�

0

�




1

�
�

Æ

0

-

Unser Ziel ist der Na
hweis, da� (REG

!

�

;[;\; �) eine Booles
he Algebra ist. Dazu werden wir

zun

�

a
hst zeigen, da� (REG

!M

�

;[;\; �) eine Booles
he Algebra ist, und ans
hlie�end na
hweisen,

da� REG

!

�

= REG

!M

�

gilt.

Um die Abges
hlossenheit von REG

!M

�

unter Vereinigung na
hzuweisen, f

�

uhren wir no
h ein

weiteres Modell eines deterministis
hen endli
hen Automaten ein, den Tafel Endli
hen Automa-

ten.

Definition 2.31 Ein Tafel (Table) Endli
her Automat (TEA)

�

uber � ist ein Quadrupel

A = (S; Æ; s

0

;T), wobei S die (endli
he) Menge von Zust

�

anden, Æ : S � � ! S die Zustands-

�

ubergangsfunktion und s

0

2 S den Anfangszustand bezei
hnet. T� (P(S)�P(S))

m

f

�

ur ein m 2

N

0

hei�t die Tafel vonA der Gr

�

o�em. Im folgenden werden wir die NotationT= f(L

i

; U

i

)ji 2 mg

mit L

i

; U

i

� S benutzen.

Sei A ein TEA und v 2 �

!

. Die A

!

{Bere
hnung �

v

: N

0

! S

�

uber v hei�t akzeptierend, falls

9 i 2 m : In(�

v

) \ L

i

= ; und In(�

v

) \ U

i

6= ;:

Falls �

v

akzeptierend ist, so sagen wir au
h, da� der TEA A das Wort v !{akzeptiert (!{

bere
hnet). Die Menge der von A !{akzeptierten W

�

orter bezei
hnen wir als die von A !{

akzeptierte (!{bere
hnete) Spra
he und notieren sie dur
h L

!

(A).

Eine Menge A � �

!

hei�t !{T{regul

�

ar, falls ein TEA A mit A = L

!

(A) existiert. Die Menge

aller !{T{regul

�

aren Spra
hen

�

uber � bezei
hnen wir mit REG

!T

�

.

Wir werden nun die

�

Aquivalenz von MEAs und TEAs na
hweisen.

Lemma 2.32 Sei A 2 �

!

. A ist !{M{regul

�

ar genau dann, wenn A !{T{regul

�

ar ist, d.h.

REG

!M

�

= REG

!T

�

:
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Beweis:

()) Sei A = (S; Æ; s

0

; F) mit F = fQ

0

; : : : ; Q

k�1

g, ; 62 F ein MEA mit A = L

!

(A). Wir

konstruieren einen TEA B = (S

0

; Æ

0

; s

0

0

;T) mit L

!

(B) = L

!

(A). Sei dazu

S

0

= P(Q

0

)� � � � �P(Q

k�1

)� S:

Die ersten k Komponenten von S

0

dienen dazu, die Makrozust

�

ande von A zu simulie-

ren. F

�

ur s

0

= (A

0

; : : : ; A

k�1

; s) 2 S

0

bezei
hne �

i

(s

0

) die Projektion von s

0

auf die i-te

Komponente, d.h. �

i

(s

0

) = A

i

f

�

ur 0 � i < k und �

k

(s

0

) = s.

Wir de�nieren Æ : S

0

� �! S

0

dur
h Æ(s

0

; �) = s

00

mit

�

i

(s

00

) =

�

; falls �

i

(s

0

) = Q

i

Q

i

\ (�

i

(s

0

) [ f�

k

(s

0

)g) falls �

i

(s

0

) ( Q

i

f

�

ur 0 � i < k und

�

k

(s

00

) = Æ(�

k

(s

0

); �):

Sei s

0

0

= (;; : : : ; ;; s

0

).

Sei w 2 �

!

und �

1

die A

!

{Bere
hnung

�

uber w. F

�

ur die B

!

{Bere
hnung �

2

�

uber w gilt

dann �

k

(�

2

(i)) = �

1

(i) f

�

ur i 2 N

0

. Na
h Konstruktion von Æ

0

ist weiterhin �

j

(In(�

2

)) = Q

j

glei
hbedeutend mit Q

j

� In(�

1

). Sei

U

j

= f s

0

2 S

0

j �

j

(s

0

) = Q

j

g und L

j

= f s

0

2 S

0

j �

k

(s

0

) 2 S

0

nQ

j

g:

Dann ist In(�

1

) = Q

j

�

aquivalent mit (In(�

2

) \ U

j

6= ;) ^ (In(�

2

) \ L

j

= ;).

Mit T= f(L

i

; U

i

)j0 � i < kg ist dann w 2 L

!

(A) , w 2 L

!

(B).

(() Sei B = (S; Æ; s

0

;T) ein TEA mit A = L

!

(B). Sei T= f(L

i

; U

i

)j0 � i < mg. Wir konstru-

ieren einen MEA A = (S; Æ; s

0

; F) mit

F = fQ � S j 9 0 � i < m : Q \ U

i

6= ; ^ Q \ L

i

= ; g:

O�ensi
htli
h ist damit L

!

(A) = L

!

(B). 2

Wir werden nun die Abges
hlossenheit von REG

!T

�

{ und damit au
h von REG

!M

�

{ unter

Vereinigung na
hweisen.

Lemma 2.33 Es seien A;B TEAs. Dann existiert ein TEA C mit L

!

(C) = L

!

(A) [ L

!

(B).

Beweis: Seien A = (S

1

; Æ

1

; s

0

1

;T

1

) und B = (S

2

; Æ

2

; s

0

2

;T

2

) TEAs mit den Tafeln T

1

=

f (L

1

i

; U

1

i

) j 0 � i < k

1

g der Gr

�

o�e k

1

und T

2

= f (L

2

i

; U

2

i

) j 0 � i < k

2

g der Gr

�

o�e k

2

.

Sei C = (S

1

� S

2

; Æ

0

; (s

0

1

; s

0

2

);T

0

) mit Æ

0

((s

1

; s

2

); �) = (Æ

1

(s

1

; �); Æ

2

(s

2

; �)) f

�

ur s

1

2 S

1

, s

2

2 S

2

und � 2 �. Damit simuliert C die Bere
hnungen von A und B nebeneinander. Wir spezi�zieren

die Tafel T

0

derart, da� L

!

(C) = L

!

(A) [ L

!

(B) gilt. Sei

T

0

= f (L

1

i

� S

2

; U

1

i

� S

2

) j 0 � i < k

1

g [ f (S

1

� L

2

j

; S

1

� U

2

j

) j 0 � j < k

2

g:

F

�

ur w 2 �

!

sei �

1

die A

!

{Bere
hnung und �

2

die B

!

{Bere
hnung

�

uber w. F

�

ur die C

!

{

Bere
hnung �

0

�

uber w gilt dann �

0

(i) = (�

1

(i); �

2

(i)) f

�

ur i 2 N

0

.
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Nun ist w 2 L

!

(A)[L

!

(B) genau dann, wenn i, j mit 0 � i < k

1

, 0 � j < k

2

existieren, so da�

( In(�

1

) \ L

1

i

= ; ^ In(�

1

) \ U

1

i

6= ; ) _ ( In(�

2

) \ L

2

j

= ; ^ In(�

2

) \ U

j

i

6= ; ):

Na
h der De�nition von T

0

ist dies genau dann erf

�

ullt, wenn �

0

akzeptierend ist, also wenn

w 2 L

!

(C). 2

Im folgenden Lemma weisen wir die Abges
hlossenheit von REG

!M

�

unter Komplementbildung

na
h:

Lemma 2.34 Sei A ein MEA

�

uber �. Dann existiert ein MEA B mit L

!

(B) = �

!

nL

!

(A).

Beweis: Sei A = (S; Æ; s

0

; F) ein MEA. Wir konstruieren den komplement

�

aren MEA B =

(S; Æ; s

0

;P(S) n F). O�ensi
htli
h gilt L

!

(B) = �

!

n L

!

(A). 2

Aus der Abges
hlossenheit von REG

!M

�

unter Vereinigung und Komplementbildung folgt die

Abges
hlossenheit unter Dur
hs
hnitt (vergl. Satz 2.25). Damit gilt der

Satz 2.35 Sei � ein Alphabet. Dann ist (REG

!M

�

;[;\; �) eine Booles
he Algebra.

Wir m

�

o
hten s
hlie�li
h no
h na
hweisen, da� die !{M{regul

�

aren Mengen gerade die !{regul

�

aren

Mengen sind. Wir teilen den Beweis wieder in eine Reihe von Lemmata auf. Zun

�

a
hst ben

�

otigen

wir die folgenden De�nitionen.

Sei A = (S; Æ; s

0

; F ) ein EA mit Zustands

�

ubergangsfunktion Æ : S ��! S. Wir erweitern Æ auf

W

�

orter aus �

�

, d.h. wir betra
hten Æ als eine Abbildung S��

�

! S. F

�

ur jedes s 2 S und jedes

v 2 �

�

setzen wir Æ(s; v) = s

0

mit s

0

= �(jvj) f

�

ur eine (S; Æ; s; F ){Bere
hnung �

�

uber v.

Definition 2.36 Sei A = (S; Æ; s

0

; F ) ein EA und A = L(A). Sei v 2 �

!

und i 2 N

0

. i

hei�t Flag{Punkt von A in v, wenn ein j 2 N

0

mit 0 < j < i existiert, so da� die folgenden

Bedingungen erf

�

ullt sind:

i) v(0; j) 2 L(A)

ii) Æ(s

0

; v(j; i)) = Æ(s

0

; v(0; i))

iii) F

�

ur jedes i

0

mit j < i

0

< i gilt Æ(s

0

; v(j; i

0

)) 6= Æ(s

0

; v(0; i

0

))

Wir nennen ein sol
hes j einen assoziierten Punkt von i und bezei
hnen ihn mit a(i) = j.

Weiterhin de�nieren wir die Spra
he A

�

� P(�

!

) als Menge aller !{W

�

orter, in denen A un-

endli
h viele Flag{Punkte hat, d.h.

A

�

= f v j v : N

0

! �; j f i j i ist Flag{Punkt von A in v g j =1g:

Die dritte Eigens
haft assoziierter Punkte garantiert uns, da� paarweise vers
hiedene Flag{

Punkte eines !{Wortes v 2 �

!

vers
hiedene assoziierte Punkte besitzen, d.h. f

�

ur Flag{Punkte

i

1

; i

2

von v mit i

1

6= i

2

gilt a(i

1

) 6= a(i

2

). Jeder assoziierte Punkt ist also eindeutig einem

Flag{Punkt zugeordnet.
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Lemma 2.37 Sei A ein EA mit A = L(A). Dann ist A

�

� A

!

.

Beweis: Sei A = (S; Æ; s

0

; F ) und A = L(A). Sei v 2 A

�

. Dann existiert eine (unendli
he)

Folge I = (i

1

; i

2

; : : :) von Flag{Punkten von A in v mit i

k

< i

k+1

f

�

ur jedes k 2 N. Da jI j = 1

ist, existiert eine (unendli
he) Teilfolge J = (j

1

; j

2

; : : :) von I mit a(j

k

) < j

k

< a(j

k+1

) < j

k+1

f

�

ur jedes k 2 N.

Um v 2 A

!

na
hzuweisen, gen

�

ugt es zu zeigen, da� v(a(j

n

); a(j

n+1

)) 2 A f

�

ur alle n 2 N gilt.

Dies folgt jedo
h direkt aus der De�nition 2.36:

i) v(0; a(j

n+1

)) 2 A, daher ist Æ(s

0

; v(0; a(j

n+1

))) 2 F .

ii) Æ(s

0

; v(a(j

n

); j

n

)) = Æ(s

0

; v(0; j

n

)).

Da j

n

< a(j

n+1

) ist, gilt dann au
h Æ(s

0

; v(a(j

n

); a(j

n+1

))) = Æ(s

0

; v(0; a(j

n+1

))) 2 F .

Also ist v(a(j

n

); a(j

n+1

)) 2 A, damit ist v 2 A

!

und A

�

� A

!

. 2

Lemma 2.38 Sei A ein EA mit A = L(A). Es gelte A

�

= A. Dann ist AA

�

= A

!

.

Beweis: Sei A = (S; Æ; S

0

; F ).

(�) Na
h Lemma 2.37 ist A

�

� A

!

, also ist AA

�

� AA

!

= A

!

.

(�) Sei v 2 �

!

. Dann existiert eine Folge J = (j

0

; j

1

; : : :) mit 0 = j

0

< j

1

< : : : < j

n

< : : :, so

da� f

�

ur alle n 2 N

0

v(j

n

; j

n+1

) 2 A gilt. Da A = A

�

gilt, ist v(0; j

n

) 2 A f

�

ur jedes n 2 N

0

.

Wir de�nieren eine Relation �� N

2

0

dur
h

j � j

0

() 9 i 2 N : j; j

0

< i ^ Æ

�

s

0

; v(j; i)

�

= Æ

�

s

0

; v(j

0

; i)

�

(2.1)

f

�

ur alle j; j

0

2 N

0

.

Man

�

uberlegt si
h lei
ht, da� � eine

�

Aquivalenzrelation ist:

i) j � j f

�

ur jedes j 2 N

0

(� ist re
exiv)

ii) j � j

0

=) j

0

� j f

�

ur alle j; j

0

2 N

0

(� ist symmetris
h)

iii) j � j

0

^ j

0

� j

00

=) j � j

00

f

�

ur alle j; j

0

; j

00

2 N

0

(� ist transitiv)

Die

�

Aquivalenzklassen von � wollen wir im folgenden mit � [ i ℄ = fj j j 2 N

0

^ i � jg

f

�

ur i 2 N

0

bezei
hnen. Die Quotientenmenge von N

0

na
h � ist dann dur
h N

0

=� = f�

[ i ℄ j i 2 N

0

g gegeben.

F

�

ur die Anzahl der

�

Aquivalenzklassen von � gilt jN

0

=� j � jSj. Um dies na
hzuweisen

nehmen wir jN

0

=�j > jSj an. Dann existieren k

1

; k

2

; : : : ; k

jSj+1

2 N

0

, die paarweise ni
ht

�

aquivalent sind. Sei j > maxfk

1

; k

2

; : : : ; k

jSj+1

g und s

i

= Æ(s

0

; v(k

i

; j)) f

�

ur i = 1; : : : ; jSj+1.

Da k

1

; k

2

; : : : ; k

jSj+1

paarweise ni
ht

�

aquivalent sind, m

�

ussen na
h (2.1) s

1

; s

2

; : : : ; s

jSj+1

paarweise vers
hieden sein. Dann w

�

are aber jSj > jSj und damit ist die Annahme zum

Widerspru
h gef

�

uhrt.

Da es nur endli
h viele

�

Aquivalenzklassen gibt, mu� es in der (unendli
hen) Folge J

unendli
h viele paarweise

�

aquivalente Folgenglieder geben. Sei also

�

J = (

�

j

1

;

�

j

2

; : : :) mit

�

j

1

<

�

j

2

< : : : <

�

j

n

< : : : und

�

j

1

�

�

j

n

f

�

ur alle n 2 N.

Da v(0; j

n

) 2 A f

�

ur jedes n 2 N

0

ist, gilt au
h v(0;

�

j

1

) 2 A. Mit v = v(0;

�

j

1

)v(

�

j

1

;1)

m

�

ussen wir no
h na
hweisen, da� v(

�

j

1

;1) 2 A

�

ist.
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Da

�

J Teilfolge von J ist und A = A

�

gilt, ist v(

�

j

1

;

�

j

n

) 2 A f

�

ur jedes n 2 N.

Weiterhin gibt es wegen

�

j

1

�

�

j

n

eine kleinste Zahl i

n

2 N mit

�

j

1

<

�

j

n

< i

n

^ Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

; i

n

)

�

= Æ

�

s

0

; v(

�

j

n

; i

n

)

�

: (2.2)

Dann ist (vergl. De�nition 2.36) i

n

�

�

j

1

Flag{Punkt von A in v(

�

j

1

;1) und a(i

n

�

�

j

1

) =

�

j

n

�

�

j

1

, denn

i) v(

�

j

1

;1)(0; a(i

n

�

�

j

1

)) = v(

�

j

1

;1)(0;

�

j

n

�

�

j

1

) = v(

�

j

1

;

�

j

n

) 2 A

ii) Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

;1)(a(i

n

�

�

j

1

); i

n

�

�

j

1

)

�

= Æ

�

s

0

; v(

�

j

n

; i

n

)

�

(2.2)

= Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

; i

n

)

�

= Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

;1)(0; i

n

�

�

j

1

)

�

iii) F

�

ur jedes i

0

mit a(i

n

�

�

j

1

) < i

0

< i

n

�

�

j

1

gilt Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

;1)(a(i

n

�

�

j

1

); i

0

)

�

6=

Æ

�

s

0

; v(

�

j

1

;1)(0; i

0

)

�

, da i

n

die kleinste Zahl mit der Eigens
haft (2.2) ist.

Sei nun

�

j

m

> i

n

. Wir wiederholen die obige Konstruktion und �nden ein i

m

2 N mit

�

j

m

< i

m

(d.h. au
h i

n

< i

m

), so da� i

m

�

�

j

1

Flag{Punkt von A in v(

�

j

1

;1) ist. Dieses

Vorgehen l

�

a�t si
h beliebig oft wiederholen (da

�

J eine unendli
he Folge ist), also hat A

beliebig viele Flag{Punkte in v(

�

j

1

;1) und damit ist v(

�

j

1

;1) 2 A

�

. 2

Lemma 2.39 Sei A ein EA. Dann existiert ein MEA B, so da� L(A)

�

= L

!

(B).

Beweis: Sei A = (S; Æ; s

0

; F ). Wir de�nieren eine Menge C � �

�

dur
h

C = f x(0; i) j x 2 �

!

und i 2 N

0

ist ein Flag{Punkt von A in x g: (2.3)

Dann ist

L(A)

�

= f x j x 2 �

!

und j f i j i2 N

0

^ x(0; i) 2 C g j =1g: (2.4)

Wir zeigen zun

�

a
hst, da� C regul

�

ar ist. Mit der Charakterisierung von L(A)

�

in (2.4) k

�

onnen

wir dann einen TEA angeben, der L(A)

�

!{akzeptiert.

Um einzusehen, da� C regul

�

ar ist, geben wir eine zu (2.3)

�

aquivalente De�nition der Menge C

an (vergl. De�nition 2.36):

C =

n

y j y 2 �

�

; 9 0 < j < jyj : y(0; j) 2 L(A) ^ Æ(s

0

; y) = Æ(s

0

; y(j; jyj))

^

�

8 j < i < jyj [ Æ(s

0

; y(0; i)) 6= Æ(s

0

; y(j; i)) ℄

�o

: (2.5)

Ein NEA C mit L(C) = C kann wie folgt konstruiert werden. F

�

ur ein y 2 �

�

verh

�

alt si
h

C zun

�

a
hst wie A. Falls A na
h Lesen von y(0; j) einen Endzustand von A errei
ht, so kann

C (C ist ni
htdeterministis
h) entweder mit der Simulation von A fortfahren, oder zus

�

atzli
h

eine zweite Simulation von A mit Eingabe y(j; jyj) beginnen. Die jeweils errei
hten Zust

�

ande

(von A) der beiden Simulationen werden vergli
hen. Falls diese Zust

�

ande glei
h sind, so ist

ein Endzustand von C errei
ht. Von diesen Endzust

�

anden kann C in keine weiteren Zust

�

ande

gelangen.
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Wir de�nieren also C = (

�

S;

�

Æ;

�

S

0

;

�

F ) mit

�

S = S � (S [ f?g) wobei ? 62 S,

�

S

0

= f(s

0

;?)g,

�

F = f (s; s) j s 2 S g und

�

Æ((z

1

; z

2

); �) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

f (Æ(z

1

; �);?) g falls z

2

= ? und z

1

2 S n F

f (Æ(z

1

; �);?) ; (Æ(z

1

; �); Æ(s

0

; �)) g falls z

2

= ? und z

1

2 F

f (Æ(z

1

; �); Æ(z

2

; �)) g falls z

1

; z

2

2 S und z

1

6= z

2

; falls z

1

; z

2

2 S und z

1

= z

2

f

�

ur alle � 2 �.

Na
h Satz 2.19 existiert dann ein EA D = (

~

S;

~

Æ; ~s

0

;

~

F ) mit L(D) = L(C) = C. Mit der Charak-

terisierung (2.4) !{akzeptiert D genau L(A)

�

, d.h. L

!

(D) = L(A)

�

.

Also gilt f

�

ur den TEA E = (

~

S;

~

Æ; ~s

0

; f(;;

~

F)g) ebenfalls L

!

(E) = L(A)

�

.

Na
h Lemma 2.32 existiert dann au
h ein MEA B mit L

!

(B) = L

!

(D) = L(A)

�

. 2

F

�

ur den Beweis des folgenden Lemmas tre�en wir no
h die folgende Vereinbarung. Sei � eine

Menge und u 2 �

�

mit u = u

0

u

1

: : :u

k�1

. Wir bilden die 
ontra
tion (Kurzform) 
(u) von u,

indem wir Wiederholungen von Zei
hen aus u eliminieren, d.h. mit

fi

1

; i

2

; : : : ; i

m

g = f i 2 k j u

j

6= u

i

f

�

ur i 2 j g

und i

1

< i

2

< � � � < i

m

ist 
(u) = u

i

1

u

i

2

: : : u

i

m

. Wir nennen u 
ontra
ted (gek

�

urzt), falls


(u) = u gilt. Weiterhin de�nieren wir die Kontraktionszahl �(u) von u als die L

�

ange des

l

�

angsten gek

�

urzten Pr

�

a�x von u. O�ensi
htli
h ist �(v) = jvj f

�

ur ein gek

�

urztes Wort v. Falls �

endli
h ist, so ist si
herli
h �(u) � j�j und insbesondere existieren nur endli
h viele gek

�

urzte

W

�

orter

�

uber �.

Als Beispiel sei � = fa; : : : ; zg und u = eliminieren 2 �

�

. Dann ist 
(u) = elimnr und �(u) =

jelimj = 4.

Lemma 2.40 Sei A ein EA und B ein MEA. Dann ist L(A)L

!

(B) !{M{regul

�

ar.

Beweis: Sei A = L(A) und B = L

!

(B). Sei A = (S

1

; Æ

1

; s

0

1

; F ). Na
h Lemma 2.32 existiert

ein TEA D = (S

2

; Æ

2

; s

0

2

;T), T= f(L

i

; U

i

)j0 � i < mg, jS

2

j = n, mit L

!

(D) = L

!

(B) = B. Wir

werden im folgenden einen TEA E = (S

0

; Æ

0

; s

0

0

;T

0

) konstruieren mit L

!

(E) = AB.

Sei x 2 �

!

. Nun ist x 2 AB genau dann, wenn si
h x in x(0; i) und x(i;1) aufspalten l

�

a�t mit

x(0; i) 2 A und x(i;1) 2 B. Sei �

1

: N

0

! S

1

die A

!

{Bere
hnung

�

uber x, dann ist x(0; i) 2 A

glei
hbedeutend mit �

1

(i) 2 F . Weiterhin bezei
hne �

i

: N

0

! S

2

die D

!

{Bere
hnung

�

uber

x(i;1), dann ist x(i;1) 2 B, wenn (In(�

i

) \ L

k

= ;) ^ (In(�

i

) \ U

k

6= ;) f

�

ur ein k 2 m.

Wir wollen i 2 N

0

als (potentiellen) Trennpunkt bezei
hnen, wenn �

1

(i) 2 F gilt. Dann ist

x 2 AB, wenn es einen Trennpunkt i

0

gibt, so da� �

i

0

akzeptierend ist. Leider k

�

onnen wir ni
ht

alle m

�

ogli
hen D

!

{Bere
hnung �

i

0

parallel simulieren, da es i.a. beliebig viele Trennpunkte geben

kann. Die folgende Betra
htung l

�

ost dieses Problem:

Wir wollen zwei Trennpunkte i

1

; i

2

2 N

0

mit i

1

< i

2

�

aquivalent nennen, falls ein l � i

2

existiert

mit �

i

1

(l�i

1

) = �

i

2

(l�i

2

). Man bea
hte, da� hieraus �

i

1

(j�i

1

) = �

i

2

(j�i

2

) f

�

ur jedes j � l folgt.
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Also ist �

i

1

akzeptierend (

�

uber x(i

1

;1)) genau dann, wenn �

i

2

(

�

uber x(i

2

;1)) akzeptierend ist.

Um zu ents
heiden, ob x 2 AB gilt, m

�

ussen wir in der Simulation nur diejenigen Trennpunkte

weiterverfolgen, f

�

ur die bisher kein

�

aquivalenter Trennpunkt aufgetau
ht ist. Da jS

2

j = n, gibt

es stets h

�

o
hstens n ni
ht

�

aquivalente Bere
hnungen (von D), die wir verfolgen m

�

ussen.

Wir werden nun die Menge der Zust

�

ande der ni
ht

�

aquivalenten Bere
hnungen als ein Wort

u 2 S

�

2

betra
hten. Daher erweitern wir die Zustands

�

ubergangsfunktion Æ

2

auf W

�

orter

�

uber S

2

:

F

�

ur u = u

0

: : :u

k

2 S

�

2

und � 2 � de�nieren wir Æ

�

2

(u; �) = Æ

2

(u

0

; �) : : :Æ

2

(u

k

; �).

Wir de�nieren E = (S

0

; Æ

0

; s

0

0

;T

0

) wie folgt:

� S

0

= f (s; u; i) j s 2 S

1

; u 2 S

�

2

; 
(u) = u; 0 � i � n g,

� Æ

0

( (s

1

; u; i); � ) =

(

( Æ

1

(s

1

; �); 
(Æ

�

2

(u; �)); �(Æ

�

2

(u; �))) ) falls s

1

62 F

( Æ

1

(s

1

; �); 
(Æ

�

2

(us

0

2

; �)); �(Æ

�

2

(us

0

2

; �))) ) falls s

1

2 F;

� s

0

0

= (s

0

1

;�; 0),

� T

0

= f (L

i;k

; U

i;k

) j 0� i < m; 0 � k < n g mit

L

i;k

= f (s

1

; u; j) 2 S

0

j u(k) 2 L

i

oder j � k g und U

i;k

= f (s

1

; u; j) 2 S

0

j u(k) 2 U

i

g:

wobei 
 und � wie oben de�niert sind.

Wir m

�

ussen L

!

(C) = AB na
hweisen. Sei dazu � : N

0

! S

0

die C

!

{Bere
hnung

�

uber x 2 �

!

und %

i

= �

i

(�), i = 1; 2; 3. Dann entspri
ht %

1

der A

!

{Bere
hnung �

1

�

uber x und %

1

(j) 2 F

g.d.w. x(0; j) 2 A f

�

ur jedes j 2 N

0

. Weiterhin sei %

2

[k℄ : N

0

! S

2

de�niert dur
h

%

2

[k℄(n) =

n

%

2

(n)(k) falls j%

2

(n)j > k

� sonst.

:

Falls %

1

(j) 2 F ist, dann gilt %

2

(j + 1) = 
(Æ

�

2

(%

2

(j)s

0

2

; x(j))), also existiert ein k

1

< n mit

%

2

(j + 1)(k

1

) = �

j

(1). Aufgrund der 
ontra
tion gilt dann

8 l � 1 9 k

l

< n [ %

2

(j + l)(k

l

) = �

j

(l) ℄

mit k

l+1

� k

l

f

�

ur l 2 N. Also existiert ein l

0

2 N mit k

l

0

= k

l

0

+1

= : : : = k. F

�

ur dieses k ist

%

2

(j + l

00

)(k) = �

j

(l

00

) und k < %

3

(j + l

00

) f

�

ur alle l

00

> l

0

, also ist In(�

j

) = In(%

2

[k℄). Damit gilt:

x 2 AB () 9 j [ �

1

(j) 2 F und 9 i [ (In(�

j

) \ L

i

= ;) ^ (In(�

j

) \ U

i

6= ;) ℄ ℄

() 9 i 9 k [ (In(%

2

[k℄)\ L

i;k

= ;) ^ (In(%

2

[k℄)\ U

i;k

6= ;) ℄

() x 2 L

!

(C):

Damit ist AB !{T{regul

�

ar und na
h Lemma 2.32 au
h !{M{regul

�

ar. 2

Nun k

�

onnen wir die Glei
hheit der Menge der !{regul

�

aren Mengen und der Menge der !{M{

regul

�

aren Mengen na
hweisen.

Korollar 2.41 Sei A � �

!

. A ist !{regul

�

ar genau dann, wenn A !{M{regul

�

ar ist.

Beweis:
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()) Sei A !{regul

�

ar. Dann existieren na
h Satz 2.27 n 2 N

0

und regul

�

are Mengen B

i

; C

i

� �

�

,

0 � i < n, so da� A =

S

0�i<n

B

i

C

!

i

.

Wir k

�

onnen f

�

ur die Mengen C

i

annehmen, da� C

�

i

= C

i

gilt, denn (C

�

i

)

!

= C

!

i

. Nun

k

�

onnen wir Lemma 2.38 anwenden und folgern, da� B

i

C

!

i

= B

i

C

i

C

�

i

. Weiterhin ist B

i

C

i

eine regul

�

are Menge (vergl. Satz 2.25) und na
h Lemma 2.39 ist C

�

i

!{M{regul

�

ar, also

ist au
h B

i

C

i

C

�

i

!{M{regul

�

ar (Lemma 2.40). Na
h Satz 2.35 ist (REG

!M

�

;[;\; �) eine

Booles
he Algebra. Also ist au
h A =

S

0�i<n

B

i

C

!

i

!{M{regul

�

ar.

(() Sei A !{M{regul

�

ar. Dann existiert na
h Lemma 2.32 ein TEA A mit L

!

(A) = A. Sei

A = (S; Æ; s

0

;T) mit T = f (L

i

; U

i

) j 0 � i < m g mit S = fs

0

; : : :s

k

g. Wir m

�

ussen

also na
hweisen, da� wir den TEA A dur
h einen NEA B simulieren k

�

onnen. Wir werden

zun

�

a
hst f

�

ur jedes i 2 m den TEA A

i

= (S; Æ; s

0

;T

i

) mit T

i

= f(L

i

; U

i

)g dur
h einen NEA

B

i

= (S

i

; Æ

i

; fs

0

i

g; F

i

) mit L

!

(A

i

) = L

!

(B

i

) simulieren.

Sei x 2 �

!

und �

i

die A

!

i

{Bere
hnung

�

uber x. Dann ist x 2  L

!

(A

i

) genau dann, wenn

In(�

i

)\L

i

= ; und In(�

i

)\U

i

6= ;, also wenn ein n 2 N existiert, so da� In(�

i

(n;1))\L

i

= ;

und In(�

i

(n;1))\ U

i

6= ;.

Sei nun S

0

= fs

0

0

; : : : ; s

0

k

g, S

i

= S

0

[(S nL

i

), s

0

i

= s

0

0

und F

i

= U

i

. Wir de�nieren B

i

derart,

da� B

i

zun

�

a
hst A

i

auf der Zustandsmenge S

0

simuliert, und dann ni
htdeterministis
h in

die Simulation von A

i

auf S n L

i

we
hseln kann. Also ist

Æ

i

(z; �) =

8

<

:

fÆ(z; �)g falls z 2 S n L

i

,

f(Æ(s; �))

0

g falls z = s

0

2 S

0

und Æ(s; �) 2 L

i

,

f(Æ(s; �))

0

; Æ(s; �)g falls z = s

0

2 S

0

und Æ(s; �) 62 L

i

.

Mit der obigen Bemerkung ist o�ensi
htli
h L

!

(A

i

) = L

!

(B

i

).

Weiterhin ist

L

!

(A) =

[

i2m

L

!

(A

i

) =

[

i2m

L

!

(B

i

):

Wir de�nieren den NEA B dur
h

B = (S

0

� � � � � S

m�1

; Æ

0

; (s

0

0

; : : : ; s

0

m�1

); F

0

)

mit

Æ

0

((z

0

; : : : ; z

m�1

); �) = (Æ

0

(z

0

; �); : : : ; Æ

m�1

(z

m�1

; �))

f

�

ur (z

0

; : : : ; z

m�1

) 2 S

0

� � � � � S

m�1

, � 2 � und

F

0

= f (q

0

; : : : ; q

m�1

) j 9 k 2 m [ q

k

2 F

k

℄ g:

Es gilt

L

!

(B) =

[

i2m

L

!

(B

i

);

daher ist L

!

(B) = L

!

(A). 2

Mit Satz 2.35 und Korollar 2.41 sind wir am Ziel:

Satz 2.42 Sei � ein Alphabet. Dann ist (REG

!

�

;[;\; �) eine Booles
he Algebra.
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2.4 Probabilistis
he Endli
he Automaten

Wir werden in diesem Abs
hnitt das Modell des Probabilistis
hen Endli
hen Automaten kennen-

lernen. Bei einem Probabilistis
hen Endli
hen Automaten A ist eine Wahrs
heinli
hkeitsvertei-

lung auf der Menge der m

�

ogli
hen Zustands

�

uberg

�

ange fest gegeben, die zu jeder Eingabe v eine

Wahrs
heinli
hkeitsverteilung auf der Menge aller A-Bere
hnungen

�

uber v induziert. Die Einga-

be v wird probabilistis
h akzeptiert, falls mit Wahrs
heinli
hkeit gr

�

o�er als 1=2 die Bere
hnung

in einen akzeptierenden Endzustand ger

�

at.

Probabilistis
he und Randomisierte Algorithmen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle.

Ausf

�

uhrli
her werden sie in Kapitel 4 betra
htet.

2.4.1 Probabilistis
he Automaten

Definition 2.43 Es sei � ein endli
hes Alphabet. Ein probabilistis
her endli
her Automat

(PEA, engl.: probabilisti
 �nite automaton)

�

uber � ist ein 4-Tupel A = (S;M; �

0

; F ), wobei

gilt:

� S = fs

0

; : : : ; s

jSj�1

g ist eine endli
he Zustandsmenge.

� F � S ist die Menge der Endzust

�

ande.

� �

0

:S ! [0; 1℄ ist eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (d.h.

P

s2S

�

0

(s) = 1), die sog. An-

fangsverteilung (engl.: initial distribution).

� M = (M

a

: a 2 �), wobei f

�

ur jedes a 2 � M

a

2 [0; 1℄

S�S

eine sto
hastis
he Matrix ist,

d.h. 8a 2 � 8s

i

2 S

P

jSj�1

j=0

M

a

(s

i

; s

j

) = 1.

Bere
hnungen von PEAs sind etwas allgemeiner als im Fall der EA und NEA de�niert, allerdings

wird jeder Bere
hnung von A

�

uber der Eingabe v:n ! � dur
h die sto
hastis
hen Matrizen

M

�(i)

; 0 � i � n eine Wahrs
heinli
hkeit zugeordnet.

Definition 2.44 Eine Bere
hnung von A

�

uber v:n ! � ist eine Abbildung �:n+ 1 ! S.

Die Bere
hnung hei�t akzeptierend, falls �(n) 2 F .

Definition 2.45 Die von A akzeptierte Spra
he L(A) ist de�niert als

L(A) =

(

v:n! �

�

�

�

�

�

n 2 N

0

; �

0

�

n�1

Y

i=0

M

v(i)

� �

F

�

1

2

)

;

wobei wir �

0

hier als Zeilenvektor �

0

= (�

0

(s

0

); : : : ; �

0

(s

jSj�1

)) au�assen und �

F

=

(�

F

(0); : : : ; �

F

(jSj � 1))

T

ein Spaltenvektor ist mit

�

F

(i) :=

�

1; s

i

2 F;

0; s

i

62 F:

Intuitiv gespro
hen wird die Eingabe v:n ! � probabilistis
h akzeptiert (d.h. liegt in L(A))

genau dann, wenn Pr(die Bere
hnung von A

�

uber v endet in einem s

j

2 F ) > 1=2 gilt. Wir

wollen dies au
h formal beweisen. Dazu werden wir zun

�

a
hst zu gegebenem PEA A und Eingabe

v den zugeh

�

origen Wahrs
heinli
hkeitsraum B(A; v) aller A-Bere
hnungen

�

uber v konstruieren.
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Definition 2.46 Es seien A = (S;M; �

0

; F ) ein PEA

�

uber dem Alphabet � und v:n! �.

Der Wahrs
heinli
hkeitsraum B(A; v) = (
; P (
);Pr) aller A-Bere
hnungen

�

uber v ist de�niert

dur
h

� 
 := f� j �:n + 1! Sg

� Pr(�) := �

0

(�(0)) �

Q

n�1

i=0

M

v(i)

(�(i); �(i+ 1)) (� 2 
)

Weiterhin sei PrfA akzeptiert vg := Prf� 2 
j�(n) 2 Fg.

Lemma 2.47 F

�

ur jedes v:n! � gilt: PrfA akzeptiert vg = �

0

�

Q

n�1

i=0

M

v(i)

� �

F

:

Beweis: Wir f

�

uhren den Beweis dur
h Induktion na
h n.

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt v = �, und da das leere Produkt von Matrizen als

die Einheitsmatrix I de�niert ist, erhalten wir

Prf�:n+ 1! Sj�(n) 2 Fg = �

o

� �

F

= �

0

�

n�1

Y

i=0

M

v(i)

� �

F

:

Induktionss
hritt: Es sei v:n + 1! �. Wir de�nieren nun einen neuen PEA A

0

= (S;M; �

1

; F )

dur
h �

1

:= �

0

�M

v(0)

. Es sei v

0

:n ! � de�niert dur
h v

0

(i) := v(i + 1); i = 0; : : : ; n � 1.

Weiterhin sei zu jeder A-Bere
hnung �:n + 1! S die A-Bere
hnung �

0

�

uber v

0

gegeben dur
h

�

0

(i) := �(i+ 1); 0 � i � n. Dann ist o�enbar

Prf�:n+ 2! Sj�(n+ 1) 2 Fg = Prf�

0

:n + 1! Sj�

0

(n) 2 Fg

wobei die erste Wahrs
heinli
hkeit in B(A; v),

die zweite in B(A

0

; v

0

) de�niert ist

= �

1

�

n

Y

i=1

M

v(i)

� �

F

(na
h Induktionsannahme)

= �

0

�M

v(0)

�

n

Y

i=1

M

v(i)

� �

F

2

Beispiel 2.48 Der PEA A = (S;M; �

0

; F )

�

uber dem Alphabet � = f0; 1g sei gegeben dur
h

S = fs

0

; s

1

g mit �

0

(s

0

) = 1 und �

0

(s

1

) = 0, F = fs

1

g und

M

1

=

�

0 1

0 1

�

M

0

=

�

1=2 1=2

0 1

�

Wir m

�

o
hten L(A) bestimmen. Wir beoba
hten hierzu, da� na
h De�nition der Matrizen M

0

;M

1

eine A-Bere
hnung, die einmal den Zustand s

1

errei
ht, diesen ni
ht mehr verlassen kann:

Prf�(j) = s

1

j 9i � j [ �(i) = s

1

℄g = 1

Weiterhin gilt M

1

(s

0

; s

1

) = M

1

(s

1

; s

1

) = 1, somit also Prf�(j) = s

1

j �(j � 1) = s

0

; v(j � 1) =

1g = 1. Wir erhalten L(A) = 0

?

1 (0 + 1)

?

[ f0

k

j Pr(A akzepiert 0

k

) � 1=2g. Wir bestimmen
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nun das minimale k, f

�

ur das dieses gilt. Es gilt

Pr(A akzepiert 0

k

) =

k�1

X

i=0

Pr(A-Bere
hnung we
hselt bei i-tem Symbol na
h s

1

)

=

k

X

i=1

�

1

2

�

i�1

�

1

2

=

1� 2

�k

1� 2

�1

�

1

2

und somit Pr(A akzepiert 0

k

) > 1=2 genau dann, wenn k � 2 ist. Wir erhalten also

L(A) = 0

?

1 (0 + 1)

?

[ f0

k

j k � 2g = f0; 1g

�

n f�; 0g:

2.4.2 Randomisierte Automaten

Definition 2.49 Ein PEA A = (S;M; �

0

; F )

�

uber dem endli
hen Alphabet � hei�t rando-

misiert (REA), falls es ein 
 > 0 gibt, so da� f

�

ur alle v 2 L(A) gilt: Pr(A akz. v) � 1=2 + 
.

Wir nennen A in diesem Fall au
h Monte-Carlo EA.

Theorem 2.50 (Æ-Lemma f

�

ur REA)

Es sei A = (S;M; �

0

; F ) ein REA

�

uber dem endli
hen Alphabet �. Zu je-

dem Æ > 0 gibt es einen REA A

Æ

�

uber � mit L(A) = L(A

Æ

), so da� gilt:

F

�

ur alle v 2 L(A) ist Pr(A akzepiert v) � 1� Æ.

Beweis: Zu jedem k 2 N mit k ungerade de�nieren wir einen PEA A

k

=

(S

(k)

;M

(k)

; �

(k)

0

; F

(k)

) mit Zustandsmenge S

(k)

= S

k

verm

�

oge

� F

(k)

=

�

(s

i

1

; : : : ; s

i

k

) 2 S

k

j jfjj1 � j � k; s

i

j

2 Fgj � k=2

	

.

� �

(k)

0

((s

i

1

; : : : ; s

i

k

)) =

Q

k

j=1

�

0

(s

i

j

).

� M

(k)

a

((s

i

1

; : : : ; s

i

k

); (s

j

1

; : : : ; s

j

k

)) =

Q

k

l=1

M

a

(s

i

l

; s

j

l

).

Es gelte Pr(A akzepiert v) � 1=2 + 
 f

�

ur ein festes 
 > 0 und alle v 2 L(A). Es sei nun

v 2 L(A); v:n ! �. Dann gilt also p

v

:= Pr(A akzepiert v) � 1=2 + 
. Wir m

�

o
hten die

Wahrs
heinli
hkeit Pr(A

(k)

akzepiert v) na
h unten abs
h

�

atzen. Dazu de�nieren wir

�

uber dem

Wahrs
heinli
hkeitsraum aller A

(k)

-Bere
hnungen �:n+ 1 ! S

(k)

�

uber v die Zufallsvariable X

dur
h X(�) := jfij1 � i � k; �(n)

i

2 F . Mit X

i

(�) := 1, falls �(n)

i

2 F und X

i

(�) = 0 sonst

(1 � i � k) gilt dann X(�) =

P

k

i=1

X

i

(�). Wegen der Linearit

�

at des Erwartungswertes erhalten

wir E[X ℄ =

P

k

i=1

E[X

i

℄ = k � p

v

. Wir erhalten

Pr(A akzeptiert v) = Pr

�

X �

k

2

�

= 1� Pr

�

X �

k

2

�

= 1� Pr (X � E(X)� (k � p

v

� k=2))

� 1� Pr (jX �E(X)j � k � p

v

� k=2)

� 1�

1

(k � (p

v

� 1=2))

r

�E (jX �E(X)j

r

) ;
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dur
h Anwenden der Ts
hebys
he�-Unglei
hung. Wir w

�

ahlen r = 2. Es gilt

E(X

2

) = E(

k

X

i=1

X

i

)

2

) =

k

X

i=1

E(X

2

i

) +

X

(i;j):i 6=j

E(X

i

�X

j

) = k � p

v

+ (k

2

� k) � p

2

v

:

Somit erhalten wir

E(X

2

)� E(X)

2

= kp

v

+ (k

2

� k)p

2

v

� (kp

v

)

2

= k(p

v

� p

2

v

) = k �

 

1�

�

1

2

+ 


�

2

!

:

Also gilt Pr(X � 1) � 1�

k�(1�(1=2+
)

2

)

(k�
)

2

� 1� Æ f

�

ur k �

1�(1=2+
)

2




2

�Æ

. 2

O�enbar gibt es zu jedem EA A einen REA B mit L(A) = L(B). Das folgende Resultat besagt,

da� die Umkehrung au
h gilt.

Theorem 2.51 Es sei B = (S; �

0

;M; F ) ein REA. Dann gibt es einen EA A = (S

0

; s

0

; Æ; F

0

)

mit L(B) = L(A).

Wir ben

�

otigen zum Beweis no
h folgende Charakterisierung regul

�

arer Spra
hen.

Lemma 2.52 Es sei L � �

?

eine Spra
he. Dann ist

R

L

:= f(x; y) 2 �

?

� �

?

j8z 2 �

?

(xz 2 L, yz 2 L) g

eine

�

Aquivalenzrelation

�

uber �

?

. Es gilt: L ist regul

�

ar genau dann, wenn R

L

nur endli
h viele

vers
hiedene

�

Aquivalenzklassen hat.

Beweis: Direkt aus der De�nition folgt, da� R

L

�

Aquivalenzrelation ist. Sei L regul

�

ar, L =

L(A) f

�

ur einen EA A = (S; Æ; s

0

; F ). Wir betra
hten die Menge R

A

aller Paare (x; y) 2 �

?

��

?

,

so da� die A-Bere
hnung

�

uber x im selben Zustand endet wie die

�

uber y. O�enbar ist R

A

eine

�

Aquivalenzrelation mit h

�

o
hstens jSj

�

Aquivalenzklassen, und jede

�

Aquivalenzklasse von R

L

ist

Vereinigung von

�

Aquivalenzklassen von R

A

.

Habe nun umgekehrt R

L

die

�

Aquivalenzklassen K

1

; : : : ; K

k

. Es seien x

i

2 K

i

; 1 � i � k,

ohne Eins
hr

�

ankung sei x

1

= �. Wir konstruieren einen EA A = (S; Æ; s

0

; F ) wie folgt:

S = fs

1

; : : : ; s

k

g, der Startzustand sei s

1

, F = fs

j

jx

j

2 Lg und die

�

Ubergangsfunktion Æ

sei de�niert dur
h Æ(s

i

; a) = s

j

genau dann, wenn x

i

a 2 K

j

. Der Na
hweis der Korrektheit der

Konstruktion (d.h. L(A) = L) bleibt zur

�

Ubung

�

uberlassen. 2

Beweis: (von Theorem 2.51)

Es seien B = (S; �

0

;M; F ) ein REA mit S = fs

1

; : : : ; s

m

g und L = L(B)i. Es sei 
 > 0 so, da�

Pr(B akzeptiert v) � 1=2 + 
 f

�

ur alle x 2 L. Wir betra
hten nur den Fall jF j = 1; F = fs

m

g,

der allgemeine Fall kann analog behandelt werden. Wir wollen zeigen, da� R

L

nur endli
h viele

�

Aquivalenzklassen hat. Es seien x

1

; : : : ; x

k

2 �

?

mit (x

i

; x

j

) 62 R

L

; 1 � i; j � k; i 6= j. Dann

gibt es Strings y

ij

mit x

i

y

ij

2 L; x

j

y

ij

62 L oder x

i

y

ij

62 L; x

j

y

ij

. Wir de�nieren zu v:n ! �

M(v) :=

Q

n�1

i=0

M

v(i)

. Die erste Zeile von M(x

i

) sei �

i

= (�

i

1

; : : : ; �

i

m

) , die letzte Spalte von

M(y

ij

) sei (�

1

; : : : ; �

m

). Es gilt M(x

i

y

ij

) = M(x

i

)M(y

ij

), M(x

j

y

ij

) = M(x

j

)M(y

ij

) und so-

mit Pr(B akzeptiert x

i

y

ij

) = �

i

� �; Pr(B akzeptiert x

j

y

ij

) = �

j

� �. Wir betra
hten den Fall

x

i

y

ij

2 L; x

j

y

ij

62 L. Dann gilt �

i

� � 1=2 + 
; �

j

� � 1=2 und somit 2Æ � (�

i

� �

j

) � � f

�

ur Æ = 
=2.

Dann gilt wegen 0 � �

i

� 1; 1 � i � m au
h

2Æ � j�

i

1

� �

j

1

j+ : : :+ j�

i

m

� �

j

m

j (i 6= j; 1 � i; j � k)
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Intuitiv ist nun s
hon klar, da� es nur endli
h viele sol
he

�

Aquivalenzklassen geben kann: Die

Vektoren �

i

haben L

1

-Norm �

i

1

+ : : :+ �

i

m

� 1 und L

1

-Abstand mindestens 2Æ voneinander. Wir

pr

�

azisieren dieses Argument nun. Dazu sei f

�

ur 1 � i � k

�

i

:= f(�

1

; : : : ; �

m

) j �

i

j

� �

j

; 1 � j � m;

X

j

(�

j

� �

i

j

) = Æg:

Jede dieser Mengen entsteht dur
h Translation des (m� 1)-dimensionalen Simplex

� = f(�

1

; : : : ; �

m

)j�

j

� 0; 1 � j � m;

P

j

�

j

= Æg. Das (m� 1)-dimensionale Volumen von � ist

V

m�1

(�) = b�Æ

m�1

f

�

ur eine Konstante b, die ni
ht von Æ abh

�

angt. Wegen

P

j

�

i

j

= 1 gilt f

�

ur � 2 �

i

die Glei
hheit

P

j

�

j

= 1+Æ. Also gilt �

i

� � := f(�

1

; : : : ; �

m

)j

P

j

�

j

= 1+Æ; �

j

� 0; 1 � j � mg.

Man re
hnet lei
ht na
h, da� f

�

ur i 6= j die Simpli
es �

i

und �

j

keine inneren Punkte gemeinsam

haben. Daher gilt

k � b � Æ

m�1

= V

m�1

(�

1

) + : : :+ V

m�1

(�

k

) � V

m�1

(�) = b � (1 + Æ)

m�1

:

Also gilt k � (1+1=Æ)

m�1

, d.h. R

L

hat nur endli
h viele

�

Aquivalenzklassen, damit ist L regul

�

ar.

2



Kapitel 3

Mas
hinenmodelle, Bere
henbarkeit

und Komplexit

�

at

In diesem Kapitel werden wir uns mit abstrakten mathematis
hen Mas
hinenmodellen ausein-

andersetzen, die es uns erm

�

ogli
hen, den Begri� der Bere
henbarkeit zu fassen. Wir werden uns

eingehend mit dem Modell der Turing-Mas
hine bes
h

�

aftigen, das neben anderen mathemati-

s
hen Modellen als erstes dazu benutzt wurde, bere
henbare Funktionen zu 
harakterisieren. Es

hat si
h jedo
h herausgestellt, da� alle diese Modelle den glei
hen Begri� von Bere
henbarkeit

bes
hreiben.

Daher stellt Chur
h die sogenannte Chur
h-Turing These auf:

Alles was intuitiv bere
henbar ist, ist (Turing)-bere
henbar.

Wir k

�

onnen diese These si
herli
h ni
ht beweisen, so lange wir ni
ht pr

�

azisieren, was unter

\intuitiv bere
henbar" zu verstehen ist (ist dies

�

uberhaupt m

�

ogli
h?). Im weiteren Verlauf die-

ses Kapitels werden wir au
h weitere Mas
hinenmodelle einf

�

uhren, die als Mathematisierung

moderner Re
henanlagen verstanden werden k

�

onnen. Hier wird si
h die Chur
h-Turing These

best

�

atigen, denn wir werden zeigen, da� au
h diese Modelle genau die Turing-bere
henbaren

Funktionen bere
hnen k

�

onnen.

3.1 Turing-Mas
hinen

In diesem Abs
hnitt werden wir die von A. M. Turing (\On Computable Numbers, with

an Appli
ation to the Ents
heidungsproblem", Pro
. London Math. So
. 42, 230{265, 1937)

eingef

�

uhrte Turing-Mas
hine kennenlernen.

Operationell besteht eine Turing-Mas
hine aus einer endli
hen Kontrolleinheit, die mittels eines

S
hreib/Lesekopfes mit einem beidseitig unendli
hlangen, in Felder unterteilten Arbeitsband

verbunden ist. Ein S
hritt der Turing-Mas
hine besteht darin, in Abh

�

angigkeit des Status in

der endli
hen Kontrolleinheit und dem Symbol unter dem Lesekopf, eine Aktion der folgenden

Art auszuf

�

uhren: ein (neues) Symbol auf das Arbeitsband unterhalb des S
hreib/Lesekopfes zu

s
hreiben, den S
hreib/Lesekopf um maximal ein Feld na
h re
hts oder links zu bewegen, und

den Zustand der endli
hen Kontrolle zu

�

andern. Abbildung 3.1 zeigt eine sol
he Turing-Mas
hine.
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Arbeitsband

endli
he Kontrolle

�

�

A

A

-�

Abbildung 3.1: Einband Turing-Mas
hine

Wir haben s
hon den endli
hen Automaten als endli
he Kontrolleinheit kennengelernt. Das

Kernst

�

u
k der Turing-Mas
hine, die Kontrolleinheit, ist ein spezieller endli
her Automat mit

Ausgabe na
h jedem S
hritt. Diese Ausgabe besteht aus Befehlen an den S
hreib/Lesekopf (zu

s
hreibendes Symbol und Kopfbewegung). Die Eingabe des endli
hen Automaten ist das Symbol

auf dem Arbeitsband, das si
h direkt unterhalb des S
hreib/Lesekopfes be�ndet. Nun k

�

onnen

wir eine formale mathematis
he De�nition einer Turing-Mas
hine geben. Wir unters
heiden

au
h hier, analog zu den endli
hen Automaten, zwis
hen deterministis
hen und ni
htdetermi-

nistis
hen Modellen. Wir werden zun

�

a
hst das allgemeinere Modell der ni
htdeterministis
hen

Turing-Mas
hine de�nieren.

Definition 3.1 Eine ni
htdeterministis
he Turing-Mas
hine (kurz: NTM) ist ein 5-Tupel

M = (S;�; Æ; S

0

; F ) wobei

� S die Menge der Zust

�

ande der endli
hen Kontrolle ist,

� � = fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g [ f#g das endli
he Bandalphabet (dabei symbolisiert # das Leer-

zei
hen),

� S

0

� S die Menge der Startzust

�

ande ist,

� F � S die Menge der akzeptierenden Zust

�

ande ist,

� Æ : S � � ! P(S � � � f�1; 0; 1g) die Zustands

�

ubergangsfunktion von M ist. Dabei

assoziieren wir die Kopfbewegungen links mit �1, re
hts mit 1 und stehenbleiben mit 0.

Da die Zustands

�

ubergangsfunktion nur einen endli
hen De�nitionsberei
h hat, wird sie oft

als Tabelle angegeben. Diese Tabelle hei�t au
h Turing-Tafel. Sie enth

�

alt Eintr

�

age der Form

(s; a; s

0

; b; �) mit � 2 f�1; 0; 1g und Æ(s; a) = (s

0

; b; �).

Analog zur Automatentheorie k

�

onnen wir eine deterministis
he Turing-Mas
hine wie folgt de�-

nieren.

Definition 3.2 Eine deterministis
he Turing-Mas
hine (kurz: DTM oder TM) ist eine

NTM M = (S;�; Æ; S

0

; F ) mit den Eins
hr

�

ankungen, da� jS

0

j = 1 und f

�

ur alle a 2 � und s 2 S

jÆ(s; a)j � 1 gelten.
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Wenn wir allgemein von Turing-Mas
hinen spre
hen, meinen wir immer ni
htdeterministis
he

Turing-Mas
hinen, da deterministis
he TMen nur ein Spezialfall sind.

Bei endli
hen Automaten ergab si
h eine vollst

�

andige Bes
hreibung des Systems dur
h Anga-

be des Zustands des endli
hen Automaten. Bei Turing-Mas
hinen m

�

ussen wir den Inhalt des

Arbeitsbandes und die Position des S
hreib/Lesekopfes zus

�

atzli
h mit angeben.

Definition 3.3 Eine Zei
henfolge 
 = (w; s; a; v) 2 �

�

�S����

�

ist die Zustandsbes
hrei-

bung oder Kon�guration der TM M , in der wav die Bandins
hrift und s der Zustand sind, und

der S
hreib/Lesekopf si
h

�

uber dem Zei
hen a be�ndet.

Definition 3.4 Die Kon�guration 


2

= (w

2

s

2

a

2

v

2

) hei�t Na
hfolgekon�guration von 


1

=

(w

1

s

1

a

1

v

1

), falls

i) w

1

= w

2

a

2

(oder w

1

= � = w

2

, a

2

= #), v

2

= bv

1

und (s

2

; b;�1) 2 Æ(s

1

; a

1

) sind, oder

ii) w

1

= w

2

, v

1

= v

2

und (s

2

; a

2

; 0) 2 Æ(s

1

; a

1

) sind, oder

iii) w

2

= w

1

b, v

1

= a

2

v

2

(oder v

1

= � = v

2

, a

2

= #) und (s

2

; b; 1) 2 Æ(s

1

; a

1

) sind.

Abbildung 3.2 dient zur Verans
hauli
hung obiger De�nition.
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�
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�

�
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�

�
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1
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iii)

-

a
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�

�

L

L
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�

L

L

b




1




2

w

1

v

1
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v
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Abbildung 3.2: M

�

ogli
he Kon�gurations

�

uberg

�

ange

Den

�

Ubergang von einer Kon�guration 
 in eine Na
hfolgekon�guration 


0

bezei
hnen wir au
h

als einen Re
hens
hritt der TM M . Wir s
hreiben dann au
h 
 ` 


0

.

Eine Kon�guration 
 hei�t Startkon�guration, falls s 2 S

0

und w = � sind. av bildet dann die

Eingabe der Turing-Mas
hine. 
 hei�t Haltekon�guration, falls Æ(s; a) = ; und akzeptierende

Kon�guration, falls 
 Haltekon�guration mit s 2 F ist.

Definition 3.5 Sei M eine TM. Eine Bere
hnung von M (kurz: M -Bere
hnung) der L

�

ange

k + 1

�

uber v ist eine Funktion

� : k + 1! �

�

� S � �� �

�
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f

�

ur die �(0) eine Startkon�guration mit Eingabe v ist und f

�

ur alle i 2 k �(i+ 1) eine Na
hfolge-

kon�guration von �(i) ist.

Eine M -Bere
hnung der L

�

ange k hei�t haltend , falls �(k) eine Haltekon�guration ist, und

akzeptierend, falls �(k) eine akzeptierende Kon�guration ist.

Wir k

�

onnen nun die von M erkannte Spra
he L(M) de�nieren als die Menge aller Zei
henketten

v 2 �

�

, f

�

ur die es eine akzeptierende Bere
hnung gibt:

L(M) = fv 2 �

�

j 9 akzeptierende M -Bere
hnung

�

uber vg:

Wie bei den endli
hen Automaten gilt der folgende Satz, den wir sp

�

ater beweisen werden (er ist

ni
ht selbstverst

�

andli
h!).

Satz 3.6 Sei M eine NTM. Dann gibt es eine DTM M

0

mit L(M) = L(M

0

).

Analog zu Automaten k

�

onnen wir au
h !{Bere
hnungen von M de�nieren. Dann ist � eine

Funktion � : N

0

! �

�

�S����

�

, f

�

ur die �(0) eine Startkon�guration ist und die �(i) ` �(i+1)

f

�

ur alle i 2 N

0

erf

�

ullt.

Wir bezei
hnen die Menge aller haltenden (endli
hen) M -Bere
hnungen

�

uber x mit COMP(M;x)

und die Menge aller !{Bere
hnungen von M mit COMP

!

(M;x). AKZ(M;x) sei die Menge aller

haltenden Bere
hnungen, falls x 62 L(M), und die Menge aller akzeptierenden Bere
hnungen,

falls x 2 L(M).

Falls M eine deterministis
he Turing-Mas
hine ist, so ist die Na
hfolgekon�guration jeweils

eindeutig bestimmt, und es gibt h

�

o
hstens eine haltende Bere
hnung. Anders ausgedr

�

u
kt ist

f

�

ur alle x 2 �

�

jCOMP(M;x) [ COMP

!

(M;x)j = 1. Eine TM M hei�t total, falls M f

�

ur alle

x 2 �

�

h

�

alt, d.h. COMP(M;x) 6= ; f

�

ur alle x 2 �

�

gilt.

Wir k

�

onnen nun den Begri� der Bere
henbarkeit exakt fassen:

Definition 3.7 Eine Menge A � �

�

hei�t bere
henbar oder au
h rekursiv aufz

�

ahlbar, falls

es eine TM M mit A = L(M) gibt. A hei�t ents
heidbar oder au
h rekursiv, falls es eine totale

TM M mit A = L(M) gibt.

Bisher haben wir die Bandins
hrift einer haltenden Turing-Mas
hine au�er A
ht gelassen. In-

terpretieren wir die Bandins
hrift einer Haltekon�guration als Ausgabe der TM, so bere
hnet

diese TM eine partielle Funktion f : �

�

! �

�

.

Definition 3.8 Eine TM M bere
hnet eine Funktion f : R � �

�

! �

�

genau dann, wenn

i) f

�

ur alle x 2 R COMP(M;x) 6= ; gilt.

ii) f

�

ur alle x 2 R und alle � 2 COMP(M;x) die Bandins
hrift der Endkon�guration von �

glei
h f(x) ist.
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Sei DB(f) die Menge aller x 2 �

�

, die 1. und 2. erf

�

ullen. Dann bere
hnet M die partielle

Funktion f

M

: �

�

! �

�

mit

f

M

=

�

f(x) falls x 2 DB(f)

unde�niert sonst

:

Eine partielle Funktion f : �

�

! �

�

hei�t bere
henbar, falls es ein TM M mit f = f

M

gibt.

Man kann den Begri� der Turing-Mas
hine erweitern, indem man mehrere B

�

ander oder au
h

mehrere K

�

opfe pro Band zul

�

a�t. Ein wi
htiges Modell einer mehrb

�

andigen Turing-Mas
hine ist

die O�-line Turing-Mas
hine, die wir sp

�

ater bei der Betra
htung der Komplexit

�

at von Spra
hen

einf

�

uhren werden.

In den n

�

a
hsten Abs
hnitten werden wir die erste si
h hier aufdr

�

angende Frage beantworten:

\Ist jede bere
henbare Menge au
h ents
heidbar?". Wie wir sehen werden, ist dies ni
ht der

Fall.

3.2 Unents
heidbarkeit

3.2.1 Das Halteproblem

In diesem Abs
hnitt werden wir zeigen, da� ni
ht alle Spra
hen bere
henbar sind und vorallem,

da� ni
ht alle bere
henbaren Spra
hen ents
heidbar sind, d.h. f

�

ur alle � mit j�j � 1 gilt

fA � �

�

j A ents
heidbarg ( fA � �

�

j A bere
henbarg ( P(�

�

)

Die zweite Unglei
hung ist lei
ht einzusehen. Die Menge aller Spra
hen A � �

�

ist

�

uberabz

�

ahlbar

(wieso?), die Menge aller Turing-Mas
hinen, und damit au
h die Menge alle bere
henbaren

Spra
hen, ist dagegen nur abz

�

ahlbar. Daher k

�

onnen die Mengen ni
ht glei
h sein. Man kann

lei
ht mittels eines Diagonalverfahrens eine ni
ht bere
henbare Spra
he L

d

konstruieren (siehe

[HoUl79, Chapter 8.3℄).

Die erste Unglei
hung wird s
hwerer zu zeigen sein. Wir werden f

�

ur ein gewisses Problem, das

sogenannte Halteproblem, zeigen, da� es zwar bere
henbar aber ni
ht ents
heidbar ist. Wir

werden die Unents
heidbarkeit dieses Problems mit Hilfe des Russells
hen Paradoxon (siehe

Abs
hnitt 1.1.4) beweisen. Informell k

�

onnen wir das Halteproblem folgenderma�en de�nieren:

Probleminstanz: Turing-Mas
hine M mit Eingabe w 2 �

�

Frage: Ist COMP(M;w) 6= ;, d.h. h

�

alt M bei Eingabe w?

Folgendes Problem tritt jetzt auf: Wir haben den Begri� der Bere
henbarkeit und Ents
heid-

barkeit nur f

�

ur Mengen A � �

�

eingef

�

uhrt. Wir m

�

ussen also jedem Problem eine zugeh

�

orige

Spra
he eindeutig zuordnen. Dazu kodieren wir jede Probleminstanz eineindeutig dur
h ein Wort

in �

�

und bilden die Spra
he aller W

�

orter, die zu einer positiven Probleminstanz korrespondieren.

Wir wollen diese Kodierung nun anhand von Turing-Mas
hinen bespre
hen. Sei M die Menge

aller (o.B.d.A. deterministis
hen) Turing-Mas
hinen M = (S;�; Æ; S

0

; F ) und sei � ein festes

(aber beliebiges) Alphabet mit # 62 �. Wir de�nieren die Kodierungsfunktion 
 : M ! (� [

f#g)

�

wie folgt:


(M) = 
(S)###
(�)###
(Æ)###
(S

0

)###
(F ):
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Da alle Komponenten von M endli
h sind, ist eine Bes
hreibung dieser Komponenten lei
ht

m

�

ogli
h. Z.B. kann S dur
h Au
istung der Kodierungen der einzelnen Zust

�

ande, getrennt dur
h

ein # Zei
hen ges
hehen, genau so k

�

onnen �, S

0

und F kodiert werden. Æ wird kodiert, indem

alle Eintr

�

age (s; a; s`; b; �) der Turing-Tafel dur
h s#a#s

0

#b#� kodiert werden, wobei einzelne

Tupel dur
h ## getrennt werden.

Nun k

�

onnen wir eine Probleminstanz M;w dur
h 
(M;w) = 
(M)####
(w) kodieren. Die

zugeh

�

orige Spra
he ist nun

A = f
(M;w) j COMP(M;w) 6= ;g:

Lemma 3.9 A ist bere
henbar.

Beweis: Wir konstruieren eine Turing-Mas
hine M

0

f

�

ur A wie folgt. Zuerst

�

uberpr

�

uft M

0

, ob

die Eingabe eine korrekte Kodierung eines Paares (M;w) ist. Falls dies der Fall ist, simuliert

M

0

M auf Eingabe w, sonst verwirft M

0

. Dies ist m

�

ogli
h, da M

0

die volle Spezi�kation von

M kennt. Falls M h

�

alt, so akzeptiert M

0

. Falls M ni
ht h

�

alt, so h

�

alt M

0

ebenfalls ni
ht, da die

Simulation ni
ht abbri
ht. Daher akzeptiert M

0

in diesem Fall au
h ni
ht. 2

Man nennt die oben konstuierte Turing-Mas
hine au
h universelle Turing-Mas
hine.

Satz 3.10 A ist ni
ht ents
heidbar.

Beweis: Angenommen A w

�

are ents
heidbar, dann g

�

abe es eine totale Turing-bere
henbare

Funktion (d.h. eine Turing-ents
heidbare Funktion)

f

H

:M� �

�

! f0; 1g (M;w) 7!

�

1 M h

�

alt

�

uber w

0 sonst.

Aus f

H

konstruieren wir die Funktion d :M! f0; 1g wie folgt:

d(M) = 1� f

H

(M; 
(M)):

Da f als ents
heidbar angenommen wurde, so ist au
h d ents
heidbar. Na
h Konstruktion von

d gilt:

d(M) = 1 () M h

�

alt bei Eingabe 
(M) ni
ht.

Wir wollen das Russells
he Paradoxon anwenden. Es sei erinnert, da� es unter der Selbstanwen-

dung eines negierten Pr

�

adikates zustande kam. Die Negierung ste
kt bereits in der De�nition von

d (1� a = :a, falls wir f1; 0g mit fW;Fg identi�zieren). Die Selbstanwendung ges
hieht dur
h

die Betra
htung der Turing-Mas
hine M

d

, die d bere
hnet, aber, anstatt ni
ht akzeptierend zu

halten, in eine Endloss
hleife geht. Bei Eingabe 
(M) h

�

alt M

d

also genau dann, wenn M auf

Eingabe 
(M) ni
ht h

�

alt. W

�

ahlen wir M = M

d

so erhalten wir

M

d

h

�

alt bei Eingabe 
(M

d

) () M

d

h

�

alt bei Eingabe 
(M

d

) ni
ht.

Dies ist si
herli
h ein Widerspru
h. Damit ist die Unents
heidbarkeit von A na
hgewiesen. 2
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3.2.2 Weitere unents
heidbare Probleme

In diesem Kapitel werden wir weitere unents
heidbare Probleme kennenlernen. Das erste ist das

sogenannte Selbstanwendungsproblem:

Probleminstanz: Turing-Mas
hine M

Frage: H

�

alt M bei Eingabe 
(M)?

zugeh

�

orige Spra
he: f
(M) jM h

�

alt bei Eingabe 
(M)g.

Es ist lei
ht zu sehen, da� wir den Beweis des folgenden Satzes s
hon implizit gef

�

uhrt haben:

Satz 3.11 Das Selbstanwendungsproblem ist unents
heidbar.

Wir wollen nun den Begri� der Reduzierbarkeit einf

�

uhren, der si
h als sehr n

�

utzli
h erweisen

wird.

Definition 3.12 Seien A;B � �

�

zwei Spra
hen. A hei�t reduzierbar auf B (in Zei
hen

A � B), wenn es eine totale und bere
henbare Funktion f : �

�

! �

�

gibt, so da� f

�

ur alle

x 2 �

�

, x 2 A genau dann gilt, wenn f(x) 2 B ist.

Ans
hauli
h ist also A bzw. das Bild von A in B eingebettet. Wenn A also unents
heidbar ist,

mu� dieses au
h B sein. Genauer gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.13 Sei A � B. Dann gelten:

i) Wenn A unents
heidbar ist, so ist au
h B unents
heidbar.

ii) Wenn B ents
heidbar ist, so ist au
h A ents
heidbar.

Beweis: i) und ii) sind o�ensi
htli
h

�

aquivalente Aussagen. Angenommen B sei ents
heidbar,

und M

B

eine TM, die B ents
heidet und M

f

eine Turing-Mas
hine, die die Reduktion bere
hnet.

Dann ist M

A

= M

B

(M

f

) eine totale Turing-Mas
hine, die A ents
heidet (M

A

simuliert zun

�

a
hst

M

f

und dann M

B

auf der Ausgabe von M

f

). 2

Wir werden jetzt einen Katalog unents
heidbarer Probleme angeben.

� Halteproblem

Probleminstanz: Turing-Mas
hine M mit Eingabe w

Frage: H

�

alt M bei Eingabe w?

zugeh

�

orige Spra
he: HP = f
(M;w) jM h

�

alt bei Eingabe wg.

� Selbstanwendungsproblem

Probleminstanz: Turing-Mas
hine M

Frage: H

�

alt M bei Eingabe 
(M)?

zugeh

�

orige Spra
he: K = f
(M) jM h

�

alt bei Eingabe 
(M)g.

� Halteproblem mit leerem Band

Probleminstanz: Turing-Mas
hine M

Frage: H

�

alt M bei leerer Eingabe?

zugeh

�

orige Spra
he: H

0

= f
(M) jM h

�

alt bei leerer Eingabeg.
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� Posts
hes Korrespondenzproblem (PCP)

Probleminstanz: Endli
he Folge von Wortpaaren (x

i

; y

i

), 1 � i � k mit x

i

; y

i

2 �

+

.

Frage: Gibt es eine Folge von Indizes i

1

; : : : ; i

n

2 f1; : : : ; kg mit x

i

1

: : :x

i

n

= y

i

1

: : : y

i

n

?

zugeh

�

orige Spra
he: PCP = f((x

1

; y

1

); : : : ; (x

k

; y

k

)) j 9 i

1

; : : : ; i

n

: x

i

1

: : : x

i

n

= y

i

1

: : : y

i

n

g:

� 0-1 Posts
hes Korrespondenzproblem

Probleminstanz: wie oben mit � = f0; 1g

Frage: wie oben

zugeh

�

orige Spra
he: 01PCP, sonst wie oben.

� Modi�ziertes Posts
hes Korrespondenzproblem

Probleminstanz: wie bei PCP

Frage: wie bei PCP mit i

1

= 1.

zugeh

�

orige Spra
he: MPCP wie bei PCP mit i

1

= 1.

Satz 3.14 Die obigen Probleme HP, K, H

0

, PCP, 01PCP und MPCP sind unents
heidbar.

Die dazugeh

�

origen Spra
hen sind ni
ht rekursiv.

Beweis: siehe [HoUl79, Chapter 8℄ (dort au
h no
h zahlrei
he weitere unents
heidbare Pro-

bleme). Exemplaris
h wollen wir die Reduktion HP � H

0

zeigen, d.h. wir konstruieren eine

Funktion f , so da�

8 x 2 �

�

: x 2 HP () f(x) 2 H

0

:

Wir ordnen jedem 
(M;w) = x den Code derjenigen Turing-Mas
hine M

0

zu, die zun

�

a
hst w

auf das Band s
hreibt und si
h dann wie M verh

�

alt. Denjenigen x, die keine Kodierung 
(M;w)

darstellen, ordnen wir irgendein festes y zu, das keine Kodierung einer TM ist. O�ensi
htli
h ist

diese Funktion total und erf

�

ullt die geforderten Bedingungen. 2

3.3 Elementare Komplexit

�

atstheorie

Im vorigen Abs
hnitt haben wir die Begri�e der Bere
henbarkeit und Ents
heidbarkeit kennen-

gelernt. Es ist nun eine interessante Frage, was die Komplexit

�

at einer ents
heidbaren Menge ist.

Dazu mu� jedo
h zuerst der Begri� Komplexit

�

at de�niert werden.

Wir starten mit der folgenden De�nition.

Definition 3.15 Sei M eine totale TM und x 2 �

�

. Dann ist der Zeitverbrau
h von M bei

Eingabe x de�niert als die L

�

ange einer k

�

urzesten korrekten Bere
hnung:

T

M

(x) := minfj�j j � 2 AKZ(M;x)g:

Der Spei
herverbrau
h ist de�niert als

S

M

(x) := min

�

max

i

fj(w; a; v)j j � 2 AKZ(M;x); (w; s; a; v) = �(i); 0� i < j�jg:

Desweiteren seien

T

M

(n) := maxfT

M

(x) j jxj = ng

und

S

M

(n) := maxfS

M

(x) j jxj = ng

(wir verwenden die Funktionen T

M

und S

M

doppeldeutig als Funktionen mit De�nitionsberei
h

�

�

bzw. N).
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Es sei bemerkt, da� die De�nitionen des Zeit- und Spei
herverbrau
hes au
h auf ni
httotale

Turing-Mas
hinen M erweitert werden k

�

onnen, indem nur W

�

orter x 2 L(M) betra
htet werden

(dies war die De�nition aus der Vorlesung au
h f

�

ur totale Mas
hinen), d.h.

T

M

(n) := maxfT

M

(x) j; x 2 L(M); jxj= ng:

Bei einer ni
httotalen TM M gibt es x mit COMP(M;x) = ;. F

�

ur sol
he x sind der Zeitverbrau
h

T

M

(x) und der Spei
herverbrau
h S

M

(x) ni
ht de�niert.

Man nennt den Zeitverbrau
h und den Spei
herverbrau
h au
h Komplexit

�

atsma�e (der TM).

Wir werden sp

�

ater im Zusammenhang mit anderen Mas
hinenmodellen no
h weiter Komplexi-

t

�

atsma�e kennenlernen.

Nun k

�

onnen wir die Komplexit

�

at von Spra
hen de�nieren. Seien T; S : N! N.

Definition 3.16 Eine Spra
he A � �

�

hat (deterministis
he/ni
htdeterministis
he) Zeit-

komplexit

�

at T , falls es eine DTM/NTM M mit A = L(M) und T

M

= O(T ) gibt. Man sagt au
h

M sei O(T ) Zeit bes
hr

�

ankt. Eine Spra
he A � �

�

hat (deterministis
he/ni
htdeterministis
he)

Spei
herkomplexit

�

at S, falls es eine DTM/NTM M mit A = L(M) und S

M

= O(S) gibt. Analog

ist M O(S) Spei
herplatz bes
hr

�

ankt.

Beispiel 3.17 Die Menge A = fwxw j w 2 f0; 1g

�

; x 62 f0; 1gg hat Zeitkomplexit

�

at O(n

2

)

und Spei
herkomplexit

�

at O(n).

Analog zu Spra
hen kann man au
h Komplexit

�

aten f

�

ur Funktionen einf

�

uhren: Eine Funktion

f : �

�

! �

�

hat deterministis
he/ni
htdeterministis
he Zeitkomplexit

�

at T (Spei
herkomplexit

�

at

S), falls es eine DTM/NTM M mit f = f

M

und T

M

= O(T ) (S

M

= O(S)) gibt.

Beispiel 3.18 Die bin

�

are (oder au
h dezimale) Addition hat eine deterministis
he Zeitkom-

plexit

�

at von O(n). Die bin

�

are Multiplikation hat eine deterministis
he Zeitkomplexit

�

at von O(n

2

)

(ob die bin

�

are Multiplikation au
h eine deterministis
he Zeitkomplexit

�

at von O(n) besitzt, ist

ungekl

�

art!).

Wir werden jetzt den Satz 3.6 zun

�

a
hst in einer \vers
h

�

arften" Version beweisen:

Satz 3.19 Sei M eine NTM mit Zeitverbrau
h T

M

= O(T ). Dann gibt es eine DTM M

0

und

ein 
 2 N, so da� L(M) = L(M

0

) und T

M

0

(n) = O(


T (n)

).

Beweis: Sei x 2 �

�

der L

�

ange n gegeben und de�niere r := maxfjÆ(s; a)j j s 2 S; a 2 �g als

die maximale Anzahl von m

�

ogli
hen Na
hfolgekon�gurationen einer Kon�guration von M . Da

M O(T )-Zeit bes
hr

�

ankt ist, endet jede m

�

ogli
he Bere
hnung von M na
h maximal O(T (n))

S
hritten in einer Haltekon�guration. Da jede Kon�guration h

�

o
hstens r Na
hfolgekon�guratio-

nen hat, gibt es h

�

o
hstens r

O(T (n))

viele vers
hiedene Bere
hnungen. Wir konstruieren eine DTM

M

0

, so da� M

0

jede der m

�

ogli
hen Bere
hnungen simuliert. Dies kann sie in Zeit O(T (n))r

O(T (n))

dur
hf

�

uhren. Ist unter den simulierten Bere
hnungen eine akzeptierende Bere
hnung, so akzep-

tiert M

0

. Dies si
hert L(M) = L(M

0

). Der Zeitverbrau
h kann lei
ht zu O(


T (n)

) abges
h

�

atzt

werden. 2
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Beweis: (von Satz 3.6)

Sei x 2 �

�

. Wir konstruieren die DTM M

0

wie folgt. F

�

ur jedes t = 1; 2; : : : f

�

uhrt M

0

eine

Simulation von M analog zu obiger Simulation dur
h, nur da� f

�

ur jedes x 2 �

�

die Simulation

maximal t S
hritte lang dur
hgef

�

uhrt wird und ggf. abgebro
hen wird. M

0

akzeptiert x, falls

eine der Simulationen von M akzeptierend endet. Wir m

�

ussen L(M) = L(M

0

) zeigen. Falls

x 2 L(M), so gibt es eine endli
he akzeptierende Bere
hnung und M

0

wird diese Bere
hnung

na
h endli
h vielen (erfolglosen) Simulationen �nden und daher akzeptieren. Falls x 62 L(M),

so gibt es keine akzeptierende Bere
hnung und M

0

wird die Simulation ni
ht beenden, sondern

endlos laufen. 2

3.3.1 O�-line Turing-Mas
hine

Der Spei
herverbrau
h einer TM M ist stets mindestens so gro� wie die L

�

ange der Eingabe, d.h.

S

M

(n) = 
(n). Daher werden wir jetzt ein abgewandeltes Turing-Mas
hinenmodell einf

�

uhren,

mit Hilfe dessen wir den Arbeitsspei
her vom Ein- und Ausgabespei
her trennen k

�

onnen.

Definition 3.20 Eine O�-line Turing-Mas
hine ist eine dreib

�

andige Turing-Mas
hine. Jedes

Band besitzt einen Kopf. Band 1 ist das Eingabeband, von dem nur gelesen, Band 2 ist das

Arbeitsband, auf dem gelesen und ges
hrieben werden kann, und Band 3 ist das Ausgabeband,

auf das nur ges
hrieben werden darf. Weiterhin darf si
h der S
hreibkopf des Ausgabebandes

ni
ht na
h links bewegen.

Das Verbot der Linksbewegung des S
hreibkopfes des Ausgabebandes verhindert, da� einmal

gema
hte Ausgaben korrigiert werden k

�

onnen, wenn der Kopf si
h dana
h bewegt hat. Ein

S
haubild einer O�-line TM zeigt Abbildung 3.3.

Write Only Ausgabe

Read Only Eingabe

Read Write

Spei
her

endli
he Kontrolle

�

�

A

A

-�

A

A

�

�

-

�

�

H

H

6

?

Abbildung 3.3: O�-line Turing-Mas
hine
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Formal ist eine O�-line NTM M ein 5-Tupel M = (S;�; Æ; S

0

; F ). Dabei sind S;�; S

0

; F de�niert

wie im Fall gew

�

ohnli
her NTMs und Æ wie folgt:

Æ : S � � � �! P(S � f�1; 0;�1g

| {z }

Eingabeband

�

Arbeitsband

z }| {

�� f�1; 0; 1g� �� f0; 1g

| {z }

Ausgabeband

):

Wir de�nieren eine Kon�guration 
 von M dur
h eine Zei
henkette

(w

1

sav

1

6� w

2

6� bv

2

6� v

3

) 2 �

�

� S � �� �

�

� f6�g � �

�

� f6�g � �� �

�

� f6�g � (� [ f#g)

�

;

wobei 6�62 (S [ �) ein Trennzei
hen ist. w

1

av

1

ist die Bandins
hrift des Arbeitsbandes, w

2

bv

2

ist die Bandins
hrift des Eingabebandes, v

3

ist die Bandins
hrift des Ausgabebandes, s ist der

Zustand. Der Kopf des Arbeitsbandes be�ndet si
h

�

uber dem Feld mit dem Symbol a, der Kopf

des Eingabebandes auf dem Feld mit dem Symbol b und der Kopf des Ausgabebandes auf dem

letzten Symbol von v

3

. Diese Symbol ist #, falls si
h der Kopf hinter der eigentli
hen Ausgabe

�

uber einem Leerzei
hen be�ndet. Dies ist die einzige Position in v

3

, die aus einem Leerzei
hen

bestehen darf.

Analog zu den TMs de�nieren wir O�-line DTMs dur
h die Eins
hr

�

ankungen jS

0

j = 1 und

jÆ(s; a; b)j � 1 f

�

ur alle s 2 S und a; b 2 �. Ebenso de�nieren wir die Begri�e einer (!-) Be-

re
hnung, einer haltenden und akzeptierenden Bere
hnung und der erkannten Spra
he und den

Zeitverbrau
h, anders jedo
h den Bere
hnungsbegri� f

�

ur Funktionen und den Spei
herverbrau
h.

Eine O�-line TM bere
hnet eine Funktion f : �

�

! �

�

, wenn f

�

ur alle haltenden Bere
hnungen bei

Eingabe x auf dem Eingabeband, der Bandinhalt des Ausgabebandes in der Haltekon�guration

f(x) ist.

Den Spei
herverbrau
h de�nieren wir dur
h

S

M

(x) = min

�

max

i

fj(w

1

; a; v

1

)j j � 2 AKZ(M;x); (w

1

; s; a; v

1

; : : :) = �(i); 0� i < j�jg

und

S

M

(n) = maxfS

M

(x) j jxj = ng:

Eine besonders wi
htige Klasse von Funktionen sind die sogenannten Spei
hers
hrittfunktionen.

Eine Funktion f : N! N hei�t spei
herkonstruierbar, falls es eine TM M gibt, so da� f

�

ur jedes

n 2 N stets f(n) = S

M

(n) gilt. f hei�t voll spei
herkonstruierbar, falls f(n) = S

M

(x) f

�

ur alle

x der L

�

ange n gilt. Spei
hers
hrittfunktionen sind voll spei
herkonstruierbare Funktionen und

k

�

onnen z.B. dazu benutzt werden, den Spei
her, den eine Turing-Mas
hine verbrau
hen darf, zu

markieren. Somit erzwingt man, da� die Bere
hnung h

�

o
hstens f(n) Spei
her ben

�

otigt. Diese

Konstruktion wird bei der Untersu
hung von Komplexit

�

atsklassen oft angewandt. Die folgenden

Funktionen sind Beispiele von Spei
hers
hrittfunktionen: n, n

2

, 2

n

, n!, d

p

ne und log n.

3.3.2 Komplexit

�

atsklassen

Die Menge aller Spra
hen einer bestimmten Komplexit

�

at bilden eine sogenannte Komplexi-

t

�

atsklasse. Wir f

�

uhren die folgenden Komplexit

�

atsklassen ein:

� DTIME(T ) und NTIME(T ) sind die Menge aller Spra
hen mit deterministis
her / ni
ht-

deterministis
her Zeitkomplexit

�

at O(T ).
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� DSPACE(S) und NSPACE(S) sind die Menge aller Spra
hen mit deterministis
her / ni
ht-

deterministis
her Spei
herkomplexit

�

at O(S) bzgl. einer O�-line-TM.

� P =

S

i2N

DTIME(n

i

).

� NP =

S

i2N

NTIME(n

i

).

� EXP =

S

i2N

DTIME(2

(n

i

)

).

In dieser Notation kann Satz 3.19 au
h ges
hrieben werden als

NTIME(T ) �

[


2N

DTIME(


T

):

Die Beziehungen dieser und anderer Komplexit

�

atsklassen sind in der Literatur ausgiebig unter-

su
ht worden. Die folgende Inklusionskette ist aus obigen klar:

P � NP � EXP

Wir werden hier die Beziehung zwis
hen P und NP genauer studieren, d.h. die Frage angehen

ob P glei
h NP ist.

�

Ahnli
h wie beim Beweis der Unents
heidbarkeit von Problemen werden

wir hier einen geeigneten Reduzierbarkeitsbegri� einf

�

uhren.

Definition 3.21 Seien � und � zwei endli
he Alphabete. Eine Spra
he A � �

�

hei�t Poly-

nomialzeit reduzierbar auf eine Spra
he B � �

�

, falls es eine totale Funktion f : �

�

! �

�

mit

polynomieller (det.) Zeitkomplexit

�

at gibt, so da� f

�

ur alle a 2 �

�

a 2 A

�

aquivalent mit f(a) 2 B

ist.

Falls A Polynomialzeit reduzierbar auf B ist, so s
hreiben wir au
h A �

P

B. O�ensi
htli
h ist

�

P

eine transitive Relation, d.h. aus A �

P

B und B �

P

C folgt A �

P

C. Der Einfa
hheit

halber nehmen wir an, da� wir es im folgenden nur no
h mit dem Alphabet � zu tun haben.

Mit Hilfe der Polynomialzeit Reduzierbarkeit k

�

onnen wir eine Teilmenge hartn

�

a
kiger Spra
hen

von NP 
harakterisieren.

Definition 3.22 Eine Spra
he A � �

�

hei�t

� NP-einfa
h (lei
ht), falls A 2 NP,.

� NP-s
hwer (hart), falls f

�

ur alle B 2 NP gilt B �

P

A,

� NP-vollst

�

andig, falls A sowohl NP-einfa
h als au
h NP-s
hwer ist.

Der n

�

a
hste Satz zeigt, da� wir die Frage \P = NP?" auf die Frage \A 2 P?" f

�

ur gewisse A

reduziert haben.

Satz 3.23 Sei A NP-vollst

�

andig. Dann ist P = NP genau dann, wenn A 2 P .



68 KAPITEL 3. MASCHINENMODELLE, BERECHENBARKEIT UND KOMPLEXIT

�

AT

Beweis: Falls P = NP ist, so folgt sofort A 2 P . F

�

ur die Umkehrung sei A 2 P angenommen

und M eine DTM f

�

ur A mit Zeitverbrau
h p, wobei p ein geeignet gew

�

ahltes Polynom ist.

Sei B eine beliebige Spra
he aus NP . Da A NP-vollst

�

andig ist, gibt es eine Polynomialzeit

bere
henbare Funktion f , so da� f

�

ur alle x 2 �

�

x 2 B genau dann gilt, wenn f(x) 2 A

(hier sind A und B umgekehrt zur De�nition gebrau
ht). Sei f dur
h die DTM M

0

in Zeit q

bere
henbar, wobei q ein geeignet gew

�

ahltes Polynom ist. Wir konstruieren aus M und M

0

jetzt

eine DTM M

00

, die B erkennt. Bei Eingabe x bere
hnet M

00

dur
h Simulation von M

0

zun

�

a
hst

f(x). Dana
h interpretiert M

00

f(x) als Eingabe von M und simuliert diese, na
hdem M

00

den

S
hreib/Lesekopf auf das erste Symbol von f(x) gefahren hat. M

00

akzeptiert genau dann, wenn

M akzeptiert.

Na
h Konstruktion ist L(M

00

) = B. Nun m

�

ussen wir den Zeitverbrau
h von M

00

abs
h

�

atzen. Sei

n = jxj. Die Simulation von M

0

ben

�

otigt maximal q(n) S
hritte. Da pro S
hritt h

�

o
hstens ein

Feld bes
hrieben werden kann, ist die L

�

ange von f(x) dur
h n+q(n) bes
hr

�

ankt. Dies bes
hr

�

ankt

au
h die Anzahl der S
hritte, um den Anfang von f(x) zu errei
hen. Die Simulation von M bei

Eingabe f(x) ben

�

otigt daher h

�

o
hstens p(n+ q(n)) viele S
hritte. Insgesamt hat M

00

also einen

Zeitverbrau
h von h

�

o
hstens q(n) + (n+ q(n)) + p(n+ q(n)), dies ist jedo
h polynomiell. Daher

liegt B 2 P . Da die Konstruktion f

�

ur alle B 2 NP g

�

ultig war, folgt P = NP. 2

Aufgrund der Transitivit

�

at von �

P

gilt das folgende Korollar.

Korollar 3.24 Sei A NP-vollst

�

andig und B 2 NP mit A �

P

B. Dann ist B au
h NP-

vollst

�

andig.

Beweis: Da A NP-vollst

�

andig ist, gilt f

�

ur alle C 2 NP , da� C �

P

A. Da �

P

transitiv ist,

folgt aus A �

P

B, da� C �

P

B. Daher ist B NP-s
hwer und folgli
h au
h NP-vollst

�

andig. 2

Wir werden die Menge aller NP vollst

�

andigen Spra
hen mit NPC bezei
hnen. Im folgenden

werden wir einige Beispiele von Spra
hen in NPC angeben. Wir werden dies in der Notation von

Ents
heidungsproblemen tun. Ein Ents
heidungsproblem korrespondiert in kanonis
her Weise zu

einer Spra
he, n

�

amli
h zu derjenigen Spra
he, die die Kodierungen von Probleminstanzen mit

positiver Ents
heidung enthalten. Da eine sol
he Kodierung ni
ht eindeutig ist, gibt es zu einem

Ents
heidungsproblem in der Regel eine Menge zugeh

�

origer Spra
hen.

Beispiel 3.25 Erf

�

ullbarkeitsproblem Booles
her Formeln

Probleminstanz: n-stellige Booles
he Formel f in KNF.

Frage: Gibt es eine erf

�

ullende Belegung der Variablen mit a 2 f0; 1g

n

, d.h. ist f(a) = 1.

zugeh

�

orige Spra
he: SAT = ff j f ist erf

�

ullbare KNFg.

Das obige Problem hei�t au
h SAT-Problem (satis�ablility). Die NP-Vollst

�

andigkeit dieses Pro-

blems wurde zuerst von Cook [Coo71℄ na
hgewiesen.

Satz 3.26 Das Erf

�

ullbarkeitsproblem Booles
her Formeln ist NP-vollst

�

andig.

Beweis: Ein Beweis kann z.B. in [HoUl79, Chapter 13.2℄ na
hgelesen werden. 2

Der Na
hweis der NP-Vollst

�

andigkeit anderer Probleme B 2 NP kann jetzt dur
h Na
hweis

der Relation SAT �

P

B dur
hgef

�

uhrt werden.

Die folgenden Probleme sind au
h NP-vollst

�

andig:
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� Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur 3-KNF Formeln

Probleminstanz: n-stellige Booles
he Formel f in 3-KNF, d.h. jede Klausel von f enth

�

alt

h

�

o
hstens 3 Literale.

Frage: Gibt es eine erf

�

ullende Belegung der Variablen mit a 2 f0; 1g

n

, d.h. ist f(a) = 1?

zugeh

�

orige Spra
he: 3-SAT = ff j f ist erf

�

ullbare 3-KNFg.

� Cliquenproblem.

Probleminstanz: ungeri
hteter Graph G, Parameter k 2 N.

Frage: Gibt es eine Clique in G, die mindestens k Knoten enth

�

alt?

zugeh

�

orige Spra
he: CLIQUE = f(G; k) j G enth

�

alt eine Clique mit � k Knoteng.

� Problem des Hamiltons
hen Kreises

Probleminstanz: ungeri
hteter Graph G

Frage: Gibt es einen Kreis in G, der jeden Knoten von G genau einmal enth

�

alt (ein sol
her

Kreis hei�t hamiltons
h)?

zugeh

�

orige Spra
he: HK = fG j G enth

�

alt einen hamiltons
hen Kreisg.

� Problem des Handlungsreisenden

Probleminstanz: ungeri
hteter, kantengewi
hteter Graph G, Parameter k.

Frage: Gibt es einen hamiltons
hen Kreis K in G, dessen Gesamtgewi
ht (Summe der

Gewi
hte der Kanten in K) h

�

o
hstens k ist?

zugeh

�

orige Spra
he: HR = f(G; k) j G enth

�

alt einen hamilt. Kreis vom Gewi
ht � kg.

Man kann die Knoten von G mit St

�

adten identi�zieren und die Gewi
hte w(i; j) der Kan-

ten (i; j) als die Distanz dist(i; j) = w(i; j) zwis
hen den St

�

adten i und j au�assen (die

Gewi
hte der Kanten m

�

ussen dann einer Dreie
ksunglei
hung w(i; j) +w(j; l)� w(i; l) f

�

ur

alle i; j; l gehor
hen). Gefragt wird jetzt, ob es eine Rundreise mit einer Gesamtl

�

ange � k

gibt, in der alle St

�

adte besu
ht werden.

Satz 3.27 Die Probleme 3-SAT, CLIQUE, HK und HR sind NP-vollst

�

andig.

Beweis: Trivialerweise liegen die obigen Problem in NP . Au�erdem gilt

SAT �

P

3-SAT �

P

CLIQUE �

P

HK �

P

HR:

2

3.4 Random A

ess Mas
hinen

Nun wollen wir die grundlegenden traditionellen Re
hnermodelle verlassen und uns den mo-

dernen Bere
hnungsmodellen zuwenden. Das grundlegende Modell ist das der Random A

ess

Mas
hine, das in [ShSt63℄ eingef

�

uhrt wurde. Es ist stark an das J. v. Neumanns
he Re
hner-

modell angelehnt.

Das Modell von von Neumann besteht aus einer Re
hen- und Steuereinheit, einem Hauptspei-


her, der sowohl die Instruktionen als au
h die Daten beinhaltet, zus

�

atzli
h Ein- und Ausgabe-

einheiten und einem Hintergrundspei
her. Die Steuereinheit kann wahlfrei auf die Spei
herzellen

im Hauptspei
her zugreifen, diese Daten manipulieren und wieder spei
hern. Dabei wird die Zeit

f

�

ur eine elementare Operation dur
h die Zeit, die f

�

ur die Kommunikation zwis
hen Spei
her und

Steuereinheit notwendig ist, majorisiert. Das v. Neumanns
he Re
hnermodell ist in fast allen

g

�

angigen sequentiell arbeitenden Computern verwirkli
ht.
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Definition 3.28 Random A

ess Mas
hine

Eine Random A

ess Mas
hine , kurz au
h RAM genannt, ist ein theoretis
hes Re
hnermodell.

Eine RAM besteht aus einem Akkumulator � und einer bes
hr

�

ankten Anzahl von Indexregistern




1

; 


2

; : : : ; 


g

, einer abz

�

ahlbaren Menge von Spei
herzellen �

i

; i 2 N, auf die wahlfrei zugegri�en

werden kann, und einem endli
hen Programm mit einem Programmz

�

ahler LC. Der Inhalt der

Spei
herzellen, der Register und des Programmz

�

ahlers sind beliebig gro�e ganze Zahlen. Somit

kann der Spei
her au
h als eine Funktion � : N

0

!Zaufgefa�t werden. Die Abbildung 3.4 zeigt

ein S
haubild der RAM.

Wir wollen uns im weiteren auf g = 3 Indexregister bes
hr

�

anken. Dies stellt jedo
h keine generelle

Eins
hr

�

ankung dar.

Akkumulator

�

Register




1

.

.

.




g

Programm

LC

Programmz

�

ahler

�

�

�*

�

�

�

�

�

�

�

�

��

.

.

.

�

2

�

1

�

0

S

p

e

i




h

e

r

Abbildung 3.4: Random A

ess Mas
hine

Eine Random A

ess Mas
hine kann als eine Art `springende' TM angesehen werden, da der

wahlweise Zugri� auf den Spei
her einem Sprung des Lese/S
hreibkopfes an die entspe
hende

Bandzelle entspri
ht (anstatt dur
h eine entspre
hende Folge von Kopfbewegungen).

Nun wollen wir eine genaue Bes
hreibung des Mas
hinenmodells RAM geben. Um die syntakti-

s
he De�nition zu geben, benutzen wir die Ba
kus Naur Form.

Zun

�

a
hst de�nieren wir die syntaktis
hen Kategorien:

Definition 3.29

� < REG >::= � j 


j

, 1 � j � 3

� < LOP >::= �

i

j< REG >

� < OP >::= i j �

i

j< REG >

� < MOP >::= �

i+


j

mit i 2 N und 1 � j � 3

� < IND >::= 


j

mit 1 � j � 3

� < AC >::= �



3.4. RANDOM ACCESS MASCHINEN 71

� < NUM >::= 0 j 1 j 2 j : : :

Dabei bedeutet �

i

den Inhalt der Spei
herzelle mit der Nummer i (statt �

i

s
hreiben wir au
h

�(i)). Wie oben gesagt, kann � au
h als Funktion � : N

0

! Z� N interpretiert werden. Eine

Adressenre
hnung wird dur
h die Verwendung der indirekten Adressierung m

�

ogli
h. Sie erfolgt

�

uber die Benutzung modi�zierter Operanden < MOP >.

Wir k

�

onnen die Befehle der RAM in vier vers
hiedene Kategorien einteilen:

� Transportbefehle,

� Sprungbefehle,

� arithmetis
he Befehle und

� Indexbefehle.

Die Transportbefehle dienen zum Laden und Spei
hern des Akkumulatorinhaltes und der Re-

gisterinhalte von bzw. in die Spei
herzellen. F

�

ur diese Aufgabe stehen 4 Befehle zur Verf

�

ugung:

< TB > ::= < REG > < OP >j< AC > < MOP >j< LOP > < REG >j

< MOP > < AC > :

Die Sprungbefehle erm

�

ogli
hen die Steuerung des Programm
usses:

< SB >::= GOTO < NUM >j IF < REG >< REL > 0 THEN GOTO < NUM >

wobei < REL > die Menge der Verglei
hsoperatoren darstellt: < REL >::==j6=j�j<j>j�.

Die arithmetis
hen Befehle erm

�

ogli
hen der RAM das Ausf

�

uhren elementarer Re
henoperatio-

nen:

< AB >::=< AC > < AC >< AO > < OP >j< AC > < AC >< AO > < MOP >

mit den elementaren arithmetis
he Operationen < AO >::= + j � j � j DIV jMOD.

Zur Modi�zierung der Indexregister stehen no
h Indexbefehle zur Verf

�

ugung:

< IB >::=< IND > < IND > + < NUM >j< IND > < IND > �NTNUM:

Damit sind alle Klassen von Befehlen de�niert. Ein RAM-Programm ist nun eine (numerierte)

Folge von RAM-Befehlen. Genauer:

Definition 3.30 Sei < B >::=< TB >j< SB >j< AB >j< IB > die Menge aller RAM-

Befehle. Dann ist die Kategorie der RAM-Programme als Menge von numerierten RAM-Befehlen

dur
h < RP >::= f< NUM > < B >g de�niert.

Als Konvention nehmen wir an, da� die Befehle eines RAM-Programms fortlaufend von 0 an

numeriert sind. Zum Start eines RAM-Programmes nehmen wir zus

�

atzli
h an, da� alle Spei
her-

zellen mit 0 initialisiert sind und nur die Spei
herzelle �

0

die Eingabe enth

�

alt. Na
h Beendigung

des RAM-Programms wird die Ausgabe in der Spei
herzelle �

1

zur Verf

�

ugung gestellt.

Unsere De�nition der RAM l

�

a�t folgende Verglei
he mit der Turing-Mas
hine zu:
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� Bei der RAM ist ein wahlfreier Zugri� auf den Spei
herraum m

�

ogli
h.

� Bei RAM und Turing-Mas
hine ist das Programm fest vorgegeben und getrennt von den

zu verarbeitenden Daten.

� Die RAM kann im Gegensatz zur Turing-Mas
hine in einer Spei
herzelle beliebig gro�e

Zahlen (und damit beliebig viel Information) spei
hern.

� Der Spei
herraum von RAM und Turing-Mas
hine ist abz

�

ahlbar unendli
h.

3.4.1 Semantik von RAM-Programmen

Den Zustand einer Bere
hnung einer Turing-Mas
hine haben wir dur
h die Kon�guration der

Turing-Mas
hine bes
hrieben. Dabei beinhaltet eine Kon�guration einer Turing-Mas
hine die

vollen Information

�

uber den Zustand des eigentli
hen Programmes (bei der Turing-Mas
hine ist

dies der Zustand der endli
hen Kontrolle) und den Zustand der Spei
hermedien (Bandins
hriften

und Kopfpositionen). Um eine Zustandsbes
hreibung eines RAM-Programmes P angeben zu

k

�

onnen, m

�

ussen wir also vorher eine geeignete Notation zur Bes
hreibung des Zustandes des

Spei
hers und der Register einf

�

uhren.

Formal ordnen wir jedem Register und jeder Spei
herzelle einen Identi�er zu, dies bildet die

Kategorie < RAM-IDE >:

< RAM-IDE >::= a j g

1

j g

2

j g

3

j r

<NUM>

:

Dabei ordnen wir � den Identi�er a, 


j

den Identi�er g

j

und �

i

den Identi�er r

i

und umgekehrt

zu. Dies liefert uns die semantis
he Spei
herfunktion

C : RAM-IDE! NUM:

Aus Gr

�

unden der Einfa
hheit nehmen wir an, da� alle Spei
herzellen au�er den Eingabezellen

mit 0 initialisiert sind (dann ist es ni
ht n

�

otig den Wert unbound in den Werteberei
h von C

aufzunehmen).

Der Zustand der endli
hen Kontrolle einer Turing-Mas
hine entspri
ht bei der RAM der Wert

des Programmz

�

ahlers LC. Damit haben wir eine vollst

�

andige Zustandsbes
hreibung einer RAM

mit RAM Programm P .

Definition 3.31 Eine RAM Kon�guration ist ein Paar C = (p; C ), wobei p 2 NUM der

Wert des Programmz

�

ahlers und C : RAM-IDE! NUM die semantis
he Spei
herfunktion ist.

Ein Bere
hnungs
hritt eines RAM-Programms P ist analog zu den Turing-Mas
hinen als ei-

ne Kon�gurations

�

anderung in einem S
hritt de�niert. Wir s
hreiben daf

�

ur au
h C

1

!

P

C

0

. Die

Kon�gurations

�

anderung bei der Turing-Mas
hine ist dur
h die Zustands

�

ubergangsfunktion ein-

deutig bestimmt; eine sol
he Zustands

�

ubergangsfunktion entspri
ht der Angabe der Semantik

von RAM-Befehlen und RAM-Programmen. Eine Zustands

�

ubergangsfunktion gibt also die se-

mantis
he Interpretation der syntaktis
hen Befehle.

Jede Befehlskategorie de�niert eine Menge von Befehlen. So de�niert z.B. die Kategorie

< TB >::=< AC > < MOP >
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Befehle A der Art �  �(


j

+ i) mit 1 � j � 3 und i 2 N

0

. Wir nennen sol
he Befehle au
h

semantis
he Klauseln.

In Abh

�

angigkeit der semantis
hen Klauseln werden wir nun einen Bere
hnungss
hritt eines

RAM-Programmes P de�nieren.

Definition 3.32 Sei P ein RAM-Programm und C = (p; C ) eine Kon�guration, d.h. p die

Nummer eines RAM-Befehles A des RAM-Programms und C eine Spei
herfunktion. Bezei
hne

p

+

die Nummer des na
hfolgenden Befehls und sei I 2 RAM-IDE. Dann gilt

(p; C )

1

!

P

(p

0

; C

0

)

genau dann, wenn

i) f

�

ur A = 


j

 �(i) gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (r

i

) falls I = g

j

C (I) sonst.

ii) f

�

ur A = � �(i+ 


j

) gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (r

i+k

) falls I = a und C (g

j

) = k

C (I) sonst.

iii) f

�

ur A = �(i) 


j

gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (g

j

) falls I = r

i

C (I) sonst.

iv) f

�

ur A = �(


j

+ i) � gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (a) falls I = r

k+i

und k = C (g

j

)

C (I) sonst.

v) f

�

ur A = GOTO k gelten: p

0

= k und C

0

= C .

vi) f

�

ur A = IF 


j

= 0 THEN GOTO k gelten: C

0

= C und

p

0

=

�

k falls C (g

j

) = 0

p

+

sonst.

vii) f

�

ur A = � � + �(


j

+ i) gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (a) + C (r

k+i

) falls I = a und k = C (g

j

)

C (I) sonst.

viii) f

�

ur A = 


j

 


k

� n gelten: p

0

= p

+

und

C

0

(I) =

�

C (g

k

)� n falls I = g

j

C (I) sonst.
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Um die Bere
hnung eines RAM-Programmes zu de�nieren, m

�

ussen wir no
h Endkon�gurationen

kennzei
hnen. Daf

�

ur f

�

uhren wir eine neue Befehlskategorie ein:

< OUT >::= PRINT < OP > :

Der PRINT-Befehl gibt den Wert einer Spei
herzelle oder eines Registers aus. Jede Kon�gu-

ration C = (m; C ), wobei der RAM-Befehl mit der Nummer m ein PRINT-Befehl ist, ist eine

Endkon�guration. Ohne Eins
hr

�

ankung sei �(1) die einzige Spei
herzelle, die ausgegeben werden

darf.

Wir s
hreiben:

i) C

k

!

P

C

0

, wenn C in k S
hritten in C

0

�

ubergeht. Induktiv gilt C

0

!

P

C

0

genau dann, wenn

C = C

0

und C

k

!

P

C

0

genau dann, wenn es eine Kon�guration C

00

mit C

k�1

!

P

C

00

und

C

00

1

!

P

C

0

gibt.

ii) C

!

P

C

0

, falls es ein k mit C

k

!

P

C

0

gibt, d.h.

!

P

ist die transitive und re
exive H

�

ulle

von

1

!

P

.

iii) C

�

!

P

C

0

, falls C

!

P

C

0

und C

0

Endkon�guration ist.

iv) C

!

P

1, falls es kein C

0

mit C

�

!

P

C

0

gibt.

Eine Anfangskon�guration C mit Eingabe x

0

; : : : ; x

k

s
hreiben wir als C(x

0

; : : : ; x

k

) = (0; C )

mit

C (I) =

�

x

i

falls I = r

i

, 0 � i � k

0 sonst

:

Nun k

�

onnen wir den Bere
henbarkeitsbegri� f

�

ur RAMs de�nieren.

Definition 3.33 Ein RAM-Programm P bere
hnet die Funktion f

P

: NUM

k+1

! NUM,

falls es f

�

ur alle x

0

; : : : ; x

k

eine Endkon�guration C

0

= (m; C

0

) mit C(x

0

; : : : ; x

k

)

�

!

P

(m; C

0

) und

f

P

(x

0

; : : : ; x

k

) = C

0

(r

1

) gibt.

Eine Funktion f : N

k+1

0

! N

0

hei�t RAM-programmierbar, falls es ein RAM-Programm P

mit f

P

= f gibt (dabei seien N

0

und NUM unter Anwendung der semantis
hen Funktion �

miteinander identi�ziert).

Zum Erkennen von Spra
hen, k

�

onnen wir au
h die 
harakteristis
he Funktion

�

A

(x) :=

�

1 x 2 A

0 x 62 A

der Spra
he A betra
hten. Dann k

�

onnen wir au
h abges
hw

�

a
ht fordern, da� eine Endkon�gu-

ration nur f

�

ur x 2 A errei
ht werden mu� (dabei kodieren wir x 2 A in geeigneter Weise als

Element von NUM).
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3.4.2 Komplexit

�

atsma�e der RAM

Da eine RAM in jeder Spei
herzelle beliebig gro�e Zahlen spei
hern kann, und damit in einer

Operation au
h Daten beliebiger Gr

�

o�e verarbeiten kann, ben

�

otigen wir ein geeignetes Kom-

plexit

�

atsma�, wel
hes die Gr

�

o�e der Operanden ber

�

u
ksi
htigt. Diese Notwendigkeit tritt bei

den Turing-Mas
hinen ni
ht auf, da in einer Zeiteinheit nur eine Bandzelle pro Band bearbeitet

werden kann, deren Gr

�

o�e nur von der (festen) Kardinalit

�

at des Bandalphabetes abh

�

angt. Daher

de�nieren wir nun f

�

ur die RAM zwei Kostenma�e.

� Einheitskostenma�, d.h. jeder Spei
herzugri� und jeder Befehl kostet eine Zeiteinheit

� Logarithmis
hes Kostenma� (au
h Bit-Kostenma� genannt), d.h. die Kosten jedes Spei-


herzugri�s und jedes Befehls sind proportional zur L

�

ange der Operanden (in Bin

�

ardar-

stellung).

Wir wollen diese De�nition no
h ein wenig konkretisieren. Sei L(x) die L

�

ange der Dualdarstellung

von x 2 N, d.h.

L(x) :=

�

1 falls x = 0

blog x
 + 1 sonst.

Die folgenden Tabellen zeigen die Kosten f

�

ur die Bereitstellung von Operanden,

Operand Einheitskostenma� Log. Kostenma�

i 0 0

REG 0 0

�

i

1 L(i)

�

i+


j

1 L(i) + L(


j

)

und f

�

ur die Kosten der Befehle

Befehlsart Einheitskostenma� Log. Kostenma�

Transportbefehl 1 1 + L(m)

Sprungbefehl 1 1 + L(k)

Arithm. Befehl 1 1 + L(m

1

) + L(m

2

)

Indexbefehl 1 1 + L(i) + L(


j

)

wobei m;m

1

und m

2

Operanden und k der Sprunglabel sind.

Mit Hilfe dieser vers
hiedenen Kostenma�e k

�

onnen wir einem RAM-Programm au
h vers
hie-

dene Komplexit

�

aten zuordnen.

Definition 3.34 Gegeben sei ein RAM-Programm P . Dann ist die Einheitszeitkomplexit

�

at

von P

~

T

P

(n) := max

x

fAnzahl der ausgef

�

uhrten Operationen bei Eingabe x mit jxj = ng

und die Einheitsspei
herkomplexit

�

at von P

~

S

P

(n) := max

x

fmaximale Anzahl der benutzten Register und Zellen

w

�

ahrend der Bere
hnung bei Eingabe x mit jxj = ng:
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Definition 3.35 Gegeben sei ein RAM-Programm P . Dann ist die logarithmis
he Zeitkom-

plexit

�

at von P

T

P

(n) := max

x

f Summe der logarithmis
hen Kosten der Operationen

w

�

ahrend der Bere
hnung bei Eingabe x mit jxj = ng

und die logarithmis
he Spei
herkomplexit

�

at von P

S

P

(n) := max

x

f maximale Summe der L

�

angen der Bin

�

ardarstellungen der

Zelleninhalte, Adressen und Register w

�

ahrend der Bere
hnung

bei Eingabe x mit jxj = ng:

Zur Erl

�

auterung dieser De�nition sei ein kleines Beispielprogramm zur Bere
hnung von 2

n

ge-

da
ht. Dabei steht die Eingabe in un

�

arer Darstellung in der Spei
herzelle �

0

.

0 � 1

1 


1

 �

0

2 IF 


1

= 0 THEN GOTO 6

3 � � � 2

4 


1

 


1

� 1

5 GOTO 2

6 �

1

 �

Eine kleine Analyse zeigt, da� dieses Programm eine Einheitszeitkomplexit

�

at von

~

T

P

(n) = O(n)

jedo
h eine logarithmis
he Zeitkomplexit

�

at von T

P

(n) = O(n

2

) besitzt. Die Einheitsspei
her-

komplexit

�

at ist 4, w

�

ahrend die logarithmis
he Spei
herkomplexit

�

at O(n) betr

�

agt.

Es sei bemerkt, da� die Verwendung der Square and Multiply Te
hnik zu einem Algorithmus

zur Bere
hnung von 2

n

f

�

uhrt, der eine Einheitszeitkomplexit

�

at von

~

T

P

(n) = O(logn) und eine

logarithmis
he Zeitkomplexit

�

at von T

P

(n) = O(n logn) besitzt.

Nun f

�

uhren wir Klassen von Funktionen ein, die dur
h RAM-Programme de�niert werden.

Definition 3.36 Sei T : N! N. Dann gilt:

RAM-TIME(T ) := fg : N

0

! N

0

j 9P mit T

P

= O(T ) und f

P

= gg:

Sei S : N! N. Dann gilt:

RAM-SPACE(S) := fg : N

0

! N

0

j 9P mit S

P

= O(S) und f

P

= gg:

3.4.3 Verglei
h zwis
hen TM und RAM

In diesem Abs
hnitt werden wir zeigen, da� das Modell der deterministis
hen Turing-Mas
hine

polynomiell zum Modell der RAM verkn

�

upft ist, d.h. da�

RAM-TIME(n

O(1)

) = DTIME(n

O(1)

)

und

RAM-SPACE(n

O(1)

) = DSPACE(n

O(1)

):
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Dabei modi�zieren wir die De�nitionen von DTIME und DSPACE wie folgt, damit sie mit den

Klassen RAM-TIME und RAM-SPACE verglei
hbar sind. Dazu m

�

ussen wir f

�

ur ein Alphabet

� = fa

1

; : : : ; a

k

g eine geeignete Kodierung von Elementen aus �

�

dur
h nat

�

urli
he Zahlen �nden.

Es ist lei
ht zu

�

uberpr

�

ufen, da� die Abbildung 


k

: �

�

! N

0

mit 


k

(�) = 0 und 


k

(a

i

1

; : : : ; a

i

n

) =

P

n

j=1

i

j

k

n�j

bijektiv ist. Daher de�nieren wir

DTIME




(T ) := fg : N

0

! N

0

j 9O�.-TMM mit 


k

(f

M

(


�1

k

(n))) = g(n) und T

M

= O(T )g

und

DSPACE




(S) := fg : N

0

! N

0

j 9O�.-TMM mit 


k

(f

M

(


�1

k

(n))) = g(n) und S

M

= O(S)g

Jetzt lassen si
h die Komplexit

�

atsklassen verglei
hen. Es gilt der folgende Satz

�

uber die Simu-

lation von RAMs und TMs.

Satz 3.37 Sei P ein RAM-Programm mit logarithmis
her Zeitkomplexit

�

at T

P

(n) und lo-

garithmis
her Spei
herplatzkomplexit

�

at S

P

(n). Dann existiert eine TM M mit Zeitkomplexit

�

at

O(T

P

(n)S

P

(n)

2

) = O(T

3

P

(n)) und Spei
herkomplexit

�

at O(S

P

(n)).

Beweis: Sei # 62 � ein Trennzei
hen. Wir konstruieren eine 7-spurige TM M , d.h. eine

TM M

�

uber dem Alphabet (� [ f#g)

7

(die Zelleninhalte sind dann 7-Tupel). Spur 1, d.h.

jeweils die erste Komponente der Tupel, simuliert den Spei
her der RAM wie folgt. Es werden

alle benutzten Adressen, kodiert mittels der Codefunktion 
, aufges
hrieben, gefolgt von dem

aktuellen Zelleninhalt. Dabei trennen wir Adresse und Zelleninhalt dur
h ein #-Zei
hen und

Adre�-Inhalt Paare dur
h zwei #-Zei
hen, d.h. Spur 1 hat folgendes Aussehen:

##Adresse#Inhalt##Adresse#Inhalt## � � � :

Spur 2 enth

�

alt die Kodierungen des Inhalts des Akkumulators und Spuren 3{5 die Kodierungen

der Inhalte der Register. Wir werden die Spuren 6 und 7 f

�

ur Neben- und Adre�re
hnungen

verwenden. Um die oben genannte Behauptung zu beweisen, werden wir zeigen, da� jeder RAM-

Befehl in O(S

P

(n)

2

) Zeit ausf

�

uhrbar ist.

Als erstes beoba
hten wir, da� auf Spur 1 nie mehr Spei
herzellen benutzt werden, als die

Gesamtl

�

ange aller Adressen und Zelleninhalte, die w

�

ahrend der Bere
hnung von P verwendet

werden. Da die anderen Spuren au
h nur Inhalte von Registern spei
hern, ist die L

�

ange jeder

Spur und damit au
h der Spei
herverbrau
h von M dur
h O(S

P

(n)) bes
hr

�

ankt. Ein RAM-

Befehl besteht nun aus:

i) dem Lesen einer Spei
herzelle

ii) dem Ausf

�

uhren einer arithmetis
hen Operation

iii) dem S
hreiben in eine Spei
herzelle.

Um den ersten und dritten Punkt zu bewerkstelligen, mu�

a) die Adresse auf Spur 1 gesu
ht werden,

b) der Inhalt auf eine Hilfsspur kopiert, bzw. von einer Hilfsspur auf Spur 1 kopiert werden.
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�

AT

S
hritt a) kann in Zeitaufwand O(S

2

P

(n)) bewerkstelligt werden (der Kopf der Mas
hine f

�

ahrt

immer hin und zur

�

u
k und verglei
ht dabei Zelle f

�

ur Zelle). Da die L

�

ange des Inhaltes einer Spei-


herzelle dur
h O(S

P

(n)) bes
hr

�

ankt ist, kann das Kopieren in S
hritt b) ebenfalls in O(S

2

P

(n))

Zeit ges
hehen (na
h dem glei
hen S
hema). Falls auf Spur 1 kopiert wird, mu� entweder eine

neue Adresse mit Inhalt angelegt werden (falls diese no
h ni
ht vorhanden), oder der alte Inhalt

mu�

�

ubers
hrieben werden. Da die L

�

angen des alten und des neuen Inhaltes ni
ht

�

ubereinstim-

men m

�

ussen, kann es erforderli
h sein, eine Justierung vorzunehmen. Dies ges
hieht dadur
h, da�

der ganze Inhalt re
hts von den abgrenzenden ## Zei
hen der Spur 1 um L

�

ange(neuer Inhalt)

- L

�

ange(alter Inhalt) na
h re
hts vers
hoben wird. Jetzt ist der zur Verf

�

ugung stehende Platz

gerade von der L

�

ange des neuen Inhaltes (es wird ni
hts

�

ubers
hrieben und au
h kein Spei
her

vers
hwendet). Da aber h

�

o
hstens O(S

P

(n)) viele Zelleninhalte um ni
ht mehr als O(S

P

(n))

viele Felder bewegt werden m

�

ussen, ist au
h dies in O(S

2

P

(n)) Zeit m

�

ogli
h.

Aufgabe 2., d.h. arithmetis
he Operationen wie Addition, Multiplikation und Division mit Ope-

randen der L

�

ange m k

�

onnen in Zeit O(m

2

) ausgef

�

uhrt werden. Da m = O(S

P

(n)) gilt, hat au
h

dieser S
hritt eine Zeitkomplexit

�

at von O(S

2

P

(n)).

Insgesamt ergibt si
h also, da� jeder RAM-Befehl mit O(S

2

P

(n)) vielen TM S
hritten simulierbar

ist. Da P h

�

o
hstens O(T

P

(n)) viele S
hritte ausf

�

uhrt, ergibt si
h die Behauptung. 2

Die andere Ri
htung gilt au
h:

Lemma 3.38 Sei M eine deterministis
he Turing-Mas
hine mit Zeitkomplexit

�

at T

M

(n) =

O(T (n)) und Spei
herkomplexit

�

at S

M

(n) = O(S(n)) mit S(n) � n. Dann gibt es ein RAM-

Progamm P mit logarithmis
her Zeitkomplexit

�

at O(T logS) und logarithmis
her Spei
herkom-

plexit

�

at von O(S logS).

Beweis: Der Beweis ergibt si
h dur
h die direkte Simulation, in dem jede Spei
herzelle der

RAM einer Spei
herzelle der TM entspri
ht. Da alle Gr

�

o�en bis auf die Adressen von konstanter

L

�

ange sind, und die L

�

ange der Adressen dur
h O(logS(n)) abges
h

�

atzt werden k

�

onnen, ergibt

si
h sofort die Behauptung. 2



Kapitel 4

Parallele und Randomisierte

Mas
hinenmodelle

In diesem Kapitel werden wir parallele und randomisierte Bere
hnungsmodelle kennenlernen.

Dabei werden wir Probleme kennenlernen, die nur mit Hilfe von Randomisierung eÆzient gel

�

ost

werden k

�

onnen. Zwar erweitern die hier eingef

�

uhrten Bere
hnungsmodelle die Menge der bere-


henbaren Funktionen ni
ht, aber wir errei
hen s
hnellere Algorithmen.

In Hinbli
k auf den Forts
hritt in der Herstellung von Re
henanlagen werden wir zwei parallele

Bere
hnungsmodelle kennenlernen, die si
h sp

�

ater als ann

�

ahernd identis
h herausstellen. Dies

sind als erstes die Parallele Random A

ess Mas
hine, die auf einer theoretis
hen Ebene moderne

Super
omputer mit einer Vielzahl von Re
heneinheiten widerspiegelt, und zweitens S
haltkreise,

die als Elementarbausteine von Computern verstanden werden k

�

onnen.

4.1 Parallele Random A

ess Mas
hine

Zun

�

a
hst werden wir unser Modell der RAM erweitern. Dies f

�

uhrt zum parallelen Bere
hnungs-

modell der Parallelen RAM.

Definition 4.1 Eine Folge von Tupeln R

0

; R

1

; : : : mit R

j

= (�

j

; 


j

1

; 


j

2

; 


j

3

; LC

j

) und eine

Menge von Spei
herzellen �

i

; i 2 N

0

, hei�t Parallele Random A

ess Mas
hine (kurz: PRAM),

falls

� jedes Tupel (�

j

; 


j

1

; 


j

2

; 


j

3

; LC

j

) mit der Menge der Spei
herzellen eine RAM bildet; (es

gelten die im vorigen Kapitel de�nierten Befehle.)

� die Menge der Spei
herzellen f

�

ur alle RAMs dieselbe ist, d.h. die RAMs keinen lokalen

Spei
her besitzen;

� jede RAM dur
h eine f

�

ur sie spezi�s
he RAM-Nummer RNUM ausgezei
hnet ist (diese

Nummer ist fest und f

�

ur jede RAM unters
hiedli
h);

� alle RAMs dasselbe RAM-Programm bearbeiten.

� die RAMs syn
hronisiert sind, d. h. alle RAMs beginnen ihre Anweisung zeitglei
h. Die

n

�

a
hste Anweisung wird erst gemeinsam von allen RAMs begonnen, na
hdem alle aktiven

RAMs die vorherige Anweisung ausgef

�

uhrt haben.
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Eine RAM als Teil einer PRAM unters
heidet si
h also grunds

�

atzli
h von einer normalen RAM

dadur
h, da� sie keinen unendli
h gro�en privaten Spei
her hat. Daher k

�

onnen wir eine RAM,

die Bestandteil einer PRAM ist, au
h als Prozessor, also als reines Re
hen- und Steuerwerk

ansehen.

Der Verzi
ht auf einen lokalen Spei
her ist jedo
h keine Eins
hr

�

ankung. Der globale Spei
her

kann mittels einer geeigneten Adre�re
hnung so aufgeteilt werden, da� er in unendli
h gro�e

lokale Spei
her f

�

ur jede RAM und einem unendli
h gro�en gemeinsamen Spei
her zerf

�

allt. Diese

Spei
heraufteilung kann z.B. mittels Methoden

�

ahnli
h zum Cantors
hen Diagonalverfahren

konstruiert werden.

Um den Programm
u� zu steuern, so da� ni
ht jede RAM dasselbe bere
hnet, werden wir

unseren Befehlssatz erweitern.

Zu den Sprungbefehlen wird der folgende Befehl hinzugef

�

ugt:

< SB >::= IF RNUM < REL >< NUM > THEN GOTO < NUM > :

Au�erdem wird eine weitere Klasse von Befehlen de�niert, die f

�

ur die Parallelit

�

at sorgt:

< PB >::= FORK:

Wir bes
hreiben kurz informal die Semantik der neuen Befehle:

� Errei
ht eine RAM w

�

ahrend der Programmausf

�

uhrung einen bedingten Sprung, der in

Abh

�

angigkeit von seiner Nummer steht, so verzweigt er in Abh

�

angigkeit seiner (festen)

Nummer. Dadur
h kann der Kontroll
u� so beein
u�t werden, da� ni
ht alle RAMs das

glei
he bere
hnen.

� Errei
ht eine RAM einen FORK Befehl, so wird eine neue RAM (diejenige mit der kleinsten

Nummer unter allen bisher inaktiven RAMs) aktiviert. Dabei wird der lokale Inhalt der

RAM (�; 


1

; : : : ; 


g

; LC) in die neu aktivierte RAM kopiert.

Es treten aber no
h mehr Probleme auf. Zun

�

a
hst mu� de�niert werden, wie eine Bere
hnung

gestartet wird und wann eine Bere
hnung beendet ist.

Definition 4.2 Die Bere
hnung einer PRAM wird dadur
h gestartet, da� die RAM mit der

Nummer 0 die Bere
hnung beginnt. Die Bere
hnung einer PRAM ist beendet, wenn die RAM

mit der Nummer 0 stoppt. Man kann also die RAM R

0

als eine Master{RAM ansehen.

Definition 4.3 Die Laufzeit TP

P

eines PRAM Programmes P ist die Laufzeit von R

0

im

logarithmis
hen Kostenma�.

SP

P

bezei
hne die maximale Anzahl von RAMs, die w

�

ahrend der Bere
hnung aktiviert werden.

Bei der De�nition der Laufzeit ist zu bea
hten, da� die RAMs syn
hronisiert sind, das hei�t die

Laufzeit pro S
hritt ist die maximale Laufzeit die eine RAM ben

�

otigt hat, da alle anderen auf

diese RAM warten m

�

ussen.

Die Semantik eines PRAM-Programmes l

�

a�t si
h unmittelbar aus der Semantik von RAM-

Programmen mittels einer (etwas modi�zierten) Spei
herfunktion C ausdr

�

u
ken. Analog zu den
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RAMs sagen wir, da� eine Funktion f

P

: N

k

0

! N

0

PRAM programmierbar ist, wenn es ein

PRAM-Programm P gibt, wel
hes f

P

bere
hnet.

Wir k

�

onnen nun Komplexit

�

atsklassen einf

�

uhren, indem wir wieder die Resour
en bes
hr

�

anken.

Definition 4.4 Sei T : N! N. Dann gilt:

PRAM-TIME(T (n)) := fg : N

0

! N

0

j 9PRAM-Prog.P mit TP

P

= O(T ) und f

P

= gg

Sei S : N! N. Dann gilt:

PRAM-SIZE(S(n)) := fg : N

0

! N

0

j 9PRAM-Prog.P mit SP

P

= O(S) und f

P

= gg

Desweiteren betra
hten wir die Klasse der simultan bes
hr

�

ankt bere
henbaren Funktionen.

PRAM-TIME-SIZE(T (n); S(n)) := fg : N

0

! N

0

j 9PRAM-Prog.P mit TP

P

= O(T );

SP

P

= O(S) und f

P

= gg

Statt PRAM-TIME-SIZE(T; S) s
hreiben wir der K

�

urze halber au
h einfa
h PRAM(T; S).

Die Tatsa
he, da� viele RAMs glei
hzeitig auf einen gemeinsamen Spei
her zugreifen d

�

urfen,

kann zu Kon
ikten f

�

uhren.

1. Zwei RAMs wollen glei
hzeitig aus einer Zelle lesen.

2. Zwei RAMs wollen in die glei
he Zelle s
hreiben.

3. Eine RAM will aus einer Zelle lesen, in die ein andere RAM s
hreiben will.

Der Fall 3. kann lei
ht mit Hilfe der dur
h die Unterteilung eines Re
hens
hrittes in drei zeitli
h

getrennte Phasen gel

�

ost werden.

1. Lesephase: Jede RAM liest die Daten, die f

�

ur den n

�

a
hsten elementaren Befehl n

�

otig sind,

aus dem gemeinsamen Spei
her.

2. Bere
hnungsphase: Jede RAM f

�

uhrt eine Operation aus, die nur von den lokalen und gerade

gelesenen Daten abh

�

angig ist.

3. S
hreibphase: Jede RAM s
hreibt das Ergebnis seiner Bere
hnung in den gemeinsamen

Spei
her.

Somit �ndet der Lese- und der S
hreibvorgang zu vers
hiedenen Zeiten statt; dadur
h sind Lese-

und S
hreibkon
ikte ausges
hlossen. Die anderen beiden F

�

alle lassen si
h ni
ht allgemein l

�

osen.

Daher de�nieren wir je na
h L

�

osung dieses Problems geeignete Modelle.

Definition 4.5 Wir unters
heiden die folgenden Modelle von PRAMs.

� EREW-PRAM (Ex
lusive Read Ex
lusive Write): gemeinsames Lesen und S
hreiben sind

verboten.

� CREW-PRAM (Con
urrent Read Ex
lusive Write): nur gemeinsames Lesen ist erlaubt,

S
hreibzugri�e auf dieselbe Spei
herzelle sind verboten.
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� CRCW-PRAM (Con
urrent Read Con
urrent Write): sowohl gemeinsames Lesen als au
h

gemeinsames S
hreiben ist erlaubt.

Im Falle der CRCW-PRAM m

�

ussen wir no
h folgende F

�

alle betra
hten:

� Common CRCW-PRAM: gemeinsames S
hreiben ist nur erlaubt, falls alle RAMs, die in

eine Spei
herzelle s
hreiben wollen, den glei
hen Wert s
hreiben.

� Arbitrary CRCW-PRAM: beim gemeinsamen S
hreiben setzt si
h einer der RAMs

willk

�

urli
h dur
h.

� Priority CRCW-PRAM: beim gemeinsamen S
hreiben setzt si
h die RAM mit der klein-

sten Nummer dur
h.

Das Modell der PRAM erweitert die Menge der bere
henbaren Funktionen ni
ht, da PRAMs

lei
ht dur
h RAMs simuliert werden k

�

onnen. Dabei simuliert die RAM in SP (n) S
hritten je

einen S
hritt der SP (n) aktiven RAMs der PRAM. Dadur
h erhalten wir ein RAM-Programm

mit Laufzeit SP (n) � TP (n).

Ein PRAM-Programm P ist somit optimal, wenn das \Prozessor-Zeit-Produkt" SP (n) � TP (n)

in der glei
hen Gr

�

o�enordnung wie die Zeit des besten sequentiellen RAM-Programms P

0

liegt,

das dieselbe Funktion bere
hnet (f

P

= f

P

0
).

Satz 4.6 Zwis
hen den dur
h die vers
hiedenen Typen von PRAMs de�nierten Spra
hklas-

sen gelten die folgenden Beziehungen im Einheitskostenma�:

1. Priority-CRCW-PRAM(T (n); S(n))� EREW-PRAM(T (n) � logS(n); S(n))

2. Priority-CRCW-PRAM(T (n); S(n))� Common-CRCW-PRAM(T (n); S(n)

2

)

3. EREW-PRAM(T (n); S(n))� Common-CRCW-PRAM(T (n); S(n))

� Priority-CRCW-PRAM(T (n); S(n))

Beweis:

zu 1 Wir wollen ein Priority-CRCW-PRAM Programm dur
h ein EREW-PRAM Programm

simulieren. Dabei kann es sowohl beim S
hreiben als au
h beim Lesen zu S
hwierigkeiten

kommen.

� S
hreiben: Wir nehmen an, da� die RAMs R

1

; : : : ; R

k

in die Spei
herzellen �

1

; : : : ; �

r

s
hreiben wollen. Jeder RAM R

i

ordnen wir ein Tupel (j

i

; i; x

i

) zu, wobei x

i

der Wert

ist, den die RAM R

i

in die Spei
herzelle �

j

i

s
hreiben m

�

o
hte. Nun sortieren wir die

Folge der Tupel f(j

i

; i; x

i

)g

1�i�k

na
h der lexikographis
hen Ordnung. Verwenden wir

hierzu den parallelen Mergesort von Cole ([Col86℄ und [GiRy88℄), so ben

�

otigen wir

hierzu nur k RAMs und O(log k) parallele Zeit. Mit Hilfe der sortierten Folge k

�

onnen

wir jetzt lei
ht festlegen, wel
he RAM s
hreiben darf. F

�

ur alle Elemente der Folge

gilt: S
hreibe x

i

na
h �

j

i

,

{ falls das Tupel (j

i

; i; x

i

) das erste Tupel in der sortierten Folge ist oder

{ falls f

�

ur den Vorg

�

anger (j

l

; l; x

l

) des Tupels (j

i

; i; x

i

) j

l

< j

i

gilt,

da in diesem Fall i die kleinste Nummer einer RAM ist, die na
h �

j

i

s
hreiben m

�

o
hte.
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� Lesen: Sei S := f(j

i

; i) j R

i

liest aus �

j

i

g. Sortiere S aufsteigend na
h der lexi-

kographis
hen Ordnung mit jSj RAMs und in O(log jSj) paralleler Zeit. Bezei
h-

ne S = fs

1

; : : : ; s

k

g jetzt die sortierte Folge. Falls f

�

ur ein i s

i

= (j

i

; i) und

s

i+1

= (j

i+1

; i+ 1) mit j

i

6= j

i+1

gilt, so setze

max (j

i

) = i und min (j

i+1

) = i + 1:

F

�

ur jedes j fertige max (j) � min (j) Kopien von M

j

an und verteile diese an die

entspre
henden RAMs.

Damit ist eine Simulation innerhalb der behaupteten S
hranken errei
ht, da maximal S(n)

RAMs parallel lesen und s
hreiben. 2

zu 2 Wir wollen nun eine Priority-CRCW-PRAM dur
h eine Common-CRCW-PRAM simu-

lieren. Dazu m

�

ussen wir unser Programm so ab

�

andern, da� si
hergestellt ist, da� beim

parallelen S
hreiben in eine Spei
herzelle nur die glei
hen Werte ges
hrieben werden. Dazu

nehmen wir an, da� die RAMs R

1

: : :R

k

in die Spei
herzellen �

1

: : : �

r

s
hreiben wollen.

Jeder RAM R

i

ordnen wir jetzt ein Tupel (j

i

; i) zu, wobei �

j

i

die Spei
herzelle ist, in die

R

i

s
hreiben will. N

i

seien Hilfsspei
herzellen, die mit 0 initialisiert werden. Nun f

�

uhre mit

den HilfsRAMs R

i

0

;i

1 � i

0

< i � k folgende Zuweisung parallel aus:

N

i

:= 1 falls j

i

= j

i

0
:

Damit enth

�

alt N

i

genau dann eine 1, falls R

i

ni
ht s
hreiben darf. Dies ist genau dann

der Fall, wenn es eine RAM mit kleinerer Nummer gibt, die auf die glei
he Zelle s
hreiben

will. Da immer nur der Wert 1 ges
hrieben wird, ist dies ein Common-CRCW Algorith-

mus. Nun

�

uberpr

�

uft jede RAM mit Hilfe von N

i

, ob er s
hreibbere
htigt ist und s
hreibt

gegebenenfalls. 2

zu 3 Die vers
hiedenen Bere
hnungsmodelle sind Verallgemeinerungen bzw. Spezialf

�

alle von-

einander. Daher ist die Inklusionskette klar. 2

Der folgende wi
htige Satz erm

�

ogli
ht eine Trade-O� zwis
hen PRAM-TIME und PRAM-SIZE.

Er stammt von Brent.

Satz 4.7 Sei P ein PRAM-Programm mit paralleler Laufzeit t, das insgesamt m RAM-

Operationen ben

�

otigt. Dann kann P so implementiert werden, da� es mit p parallel arbeitenden

RAMs O(t + m=p) parallele Zeit ben

�

otigt.

Beweis: Bezei
he m(i) die Anzahl der parallel ausgef

�

uhrten Operationen zum Zeitpunkt

1 � i � t. Diese k

�

onnen mit p RAMs in b

m(i)

p

+ 1
 Zeit ausgef

�

uhrt werden. Wenn wir nun no
h

�

uber t summieren erhalten wir f

�

ur die Gesamtzeit

T

P

(n) =

t

X

i=1

(b

m(i)

p

+ 1
) � m=p+ t:

2

4.2 S
haltkreise

In diesem Abs
hnitt untersu
hen wir das Bere
hnungsmodell des S
haltkreises. Wir hatten in

Abs
hnitt 1.3.1 logis
he S
haltungen kennengelernt. Die Bezei
hung S
haltkreis ist einfa
h ein

anderer Name f

�

ur \logis
he S
haltung".
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Zwis
hen S
haltkreisen und den bisher betra
hteten Bere
hnungsmodellen tritt nun ein wesent-

li
her Unters
hied auf. W

�

ahrend sowohl die Turing-Mas
hine als au
h die RAM eine Funktion

f : B

�

! B bere
hnen (dabei interpretieren wir ein x 2 N als die zugeh

�

orige Bin

�

ardarstellung),

so bere
hnet ein S
haltkreis eine Funktion g : B

n

! B f

�

ur ein festes, dur
h den S
haltkreis

de�niertes n. Ein S
haltkreis ist ein fester Hardware Chip und bere
hnet somit genau eine

Booles
he Funktion und ni
ht eine Familie von Booles
hen Funktionen wie die RAM oder die

Turing-Mas
hine. Wenn wir also S
haltkreise mit den anderen Bere
hnungsmodellen verglei
hen

wollen, so m

�

ussen wir Familien von S
haltkreisen betra
hten. Dabei ist f

�

ur jede Eingabegr

�

o�e

ein S
haltkreis in der S
haltkreisfamilie.

Definition 4.8 Sei f


n

g

n2N

eine Familie von S
haltkreisen. f


n

g bere
hnet eine Funktion

f : f0; 1g

+

! f0; 1g genau dann, wenn f

�

ur jedes n 2 N der S
haltkreis 


n

die Funktion f




n

:

f0; 1g

n

! f0; 1g mit f




n

= f

jf0;1g

n bere
hnet.

Eine S
haltkreisfamilie f


n

g hat bes
hr

�

ankten Eingangsgrad (Fan-In), falls es eine Konstante k

gibt, so da� f

�

ur alle S
haltkreise 


n

der Eingangsgrad aller Gatter in 


n

dur
h k bes
hr

�

ankt ist;

sonst hat die Familie einen unbes
hr

�

ankten Eingangsgrad. Analog k

�

onnen wir au
h von Familien

mit bes
hr

�

ankten und unbes
hr

�

ankten Ausgangsgrad (Fan-Out) reden. Falls wir es mit S
halt-

kreisfamilien mit bes
hr

�

anktem Eingangsgrad zu tun haben, k

�

onnen wir o.B.d.A. annehmen,

da� der Eingangsgrad dur
h 2 bes
hr

�

ankt ist.

Es gilt der folgende Satz, der die M

�

a
htigkeit des Bere
hnungsmodells des S
haltkreises darlegt.

Satz 4.9

1. Jede Funktion g : f0; 1g

+

! f0; 1g ist dur
h eine S
haltkreisfamilie mit unbes
hr

�

anktem

Eingangsgrad in Tiefe 3 bere
henbar.

2. Jede Funktion g : f0; 1g

+

! f0; 1g ist dur
h eine S
haltkreisfamilie mit bes
hr

�

anktem

Eingangsgrad in Tiefe n + dlog

2

ne+ 1 bere
henbar.

3. Jede Funktion g : f0; 1g

+

! f0; 1g ist dur
h eine S
haltkreisfamilie mit Gr

�

o�e O(2

n

=n)

bere
henbar.

Beweis:

1. Der Beweis von 1: folgt aus der Darstellung von Booles
hen Funktionen in kanonis
her Dis-

junktiver Normalform (siehe Abs
hnitt 1.3). Der S
haltkreis 


n

, der f = g

jf0;1g

n
bere
hnet,

wird wie folgt aus der Darstellung

f =

_

a2f

�1

(1)

^

i

x

a

i

i

gewonnen. Der Ausgabeknoten ist ein _{Gatter mit maximal 2

n

vielen Eing

�

angen. Diese

Eing

�

ange sind mit den Ausg

�

angen von ^ Gatter verbunden, deren Eingangsgrad wiederrum

dur
h n bes
hr

�

ankt ist. Die Eing

�

ange dieser ^{Gatter sind die Literale x

a

i

i

, also entweder

Variablen oder negierte Variablen. Die Negation von Variablen wird mit einem :{Gatter

errei
ht. Insgesamt hat der S
haltkreis also eine Tiefe von maximal 3.

2. Wir simulieren die in 1. gewonnene S
haltkreisfamilie dur
h eine S
haltkreisfamilie mit

Eingangsgrad 2. Jedes Gatter mit einem Eingangsgrad k > 2 wird dur
h einen balan
ierten
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bin

�

aren Baum simuliert, dessen Knoten Gatter mit Eingangsgrad 2 vom selben Typ sind.

Dieser Baum hat dann h

�

o
hstens die Tiefe dlog

2

ke. Hieraus ergibt si
h eine S
haltkreisfa-

milie, in der die Tiefe des n-ten S
haltkreises dur
h n + dlog

2

ne + 1 bes
hr

�

ankt ist.

3. Dieses Resultat stammt von Lupanov aus dem Jahre 1959. Auf einen Beweis werden wir

hier verzi
hten. 2

Wir sehen, da� uneinges
hr

�

ankte S
haltkreisfamilien in ihrer Bere
hnungskraft viel zu m

�

a
htig

sind, da sie alle Funktion \bere
hnen" k

�

onnen. Insbesondere gibt es also au
h S
haltkreisfamilien,

die ni
ht Turing-bere
henbare Funktionen bere
hnen k

�

onnen. Dies ma
ht einen Verglei
h von

S
haltkreisfamilien mit den anderen Bere
hnungsmodellen sehr s
hwierig. Wir werden daher im

folgenden nur eine Unterklasse von S
haltkreisfamilien betra
hten.

4.2.1 Uniforme S
haltkreisfamilien

Wie wir oben gesehen haben, ist die Bere
hnungskraft allgemeiner S
haltkreisfamilien zu stark.

Daher werden wir sogenannte uniforme S
haltkreisfamilien de�nieren.

Definition 4.10 Eine S
haltkreisfamilie f


n

g

n2N

hei�t uniform, falls es eine TM gibt, die

die Abbildung (Compiler Funktion)


 : 1

n

! �


n

bere
hnet. Dabei ist �


n

eine Bes
hreibung des S
haltkreises 


n

(etwa die Adjazenzmatrix des

Graphen von 


n

). Eine uniforme S
haltkreisfamilie hei�t au
h UC-Algorithmus. Eine S
haltkreis-

familie hei�t log-spa
e-uniform, falls die Abbildung 
 : 1

n

! �


n

mit logarithmis
h bes
hr

�

ankten

Spei
her (auf einer O�ine TM) bere
henbar ist (
 2 DSPACE(logn)).

Es ist o�ensi
htli
h, da� UC-Algorithmen nur Turing-bere
henbare Funktionen bere
hnen

k

�

onnen: eine Turing-Mas
hine, die f

A

bere
hnet, erre
hnet bei einer n-stelligen Eingabe zuerst

den S
haltplan �


n

des n-ten S
haltkreises und simuliert diesen dann. Im folgenden verwenden

wir die Begri�e uniform und UC-Algorithmus nur im Zusammenhang mit log-spa
e Uniformit

�

at.

Die von einem UC-Algorithmus A bere
hnete Funktion bezei
hnen wir mit f

A

.

Dur
h UC-Algorithmen sind wieder Komplexit

�

atsklassen gegeben.

Definition 4.11 Seien S; T : N ! N und haben alle UC-Algorithmen einen bes
hr

�

ankten

Eingangsgrad. Dann sind

SIZE(S) = fg : f0; 1g

+

! f0; 1g j 9UC-Alg.A = f


n

g mit g = f

A

und Size(


n

) = O(S(n))g

DEPTH(T ) = fg : f0; 1g

+

! f0; 1g j 9UC-Alg.A = f


n

g mit g = f

A

und Depth(


n

) = O(T (n))g

DEPTH-SIZE(T; S) = fg : f0; 1g

+

! f0; 1g j 9UC-Alg.A = f


n

g mit g = f

A

;

Depth(


n

) = O(T (n)) und Size(


n

) = O(S(n))g:

Die Klasse NC enth

�

alt die Funktionen, die \supers
hnelle und hardware-eÆziente" S
halt-

kreisimplementationen besitzen. Sie ist na
h dem amerikanis
hen Mathematiker Ni
k Pippen-

ger benannt (Ni
k's Class).
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Definition 4.12 Sei k 2 N

0

. Dann ist

NC

k

=

[

l2N

DEPTH-SIZE(log

k

(n); n

l

)

die Klasse aller Funktionen, die dur
h uniforme S
haltkreisfamilien mit bes
hr

�

anktem Eingangs-

grad in polynomieller Gr

�

o�e und log

k

Tiefe bere
hnet werden k

�

onnen, und

NC =

[

k2N

0

NC

k

die Klasse aller Funktionen, die dur
h uniforme S
haltkreisfamilien mit bes
hr

�

anktem Eingangs-

grad in polynomieller Gr

�

o�e und polylogarithmis
her Tiefe bere
hnet werden k

�

onnen.

Es gelten analoge De�nitionen f

�

ur AC

k

und AC, wenn statt uniformer S
haltkreisfamilien mit

bes
hr

�

anktem Eingangsgrad au
h uniforme S
haltkreisfamile mit unbes
hr

�

anktem Eingangsgrad

betra
htet werden.

Nun wollen wir diese Komplexit

�

atsklassen mit anderen Komplexit

�

atsklassen verglei
hen. Wir

werden die folgenden S

�

atze nur angeben und die Beweise weglassen.

Satz 4.13 Mit den Abk

�

urzungen X-PRAM

k

f

�

ur X-PRAM(log

k

n; n

O(1)

) gilt:

CRCW-PRAM(T; S)� DEPTH-SIZE(T log S; S

O(1)

)

und au
h

NC

k

� EREW-PRAM

k

� CREW-PRAM

k

� CRCW-PRAM

k

= AC

k

� NC

k+1

:

Korollar 4.14

NC =

[

k2N

0

CRCW-PRAM(log

k

n; n

O(1)

):

Wir k

�

onnen die parallelen Komplexit

�

atsklassen au
h mit den sequentiellen Komplexit

�

atsklassen

verglei
hen. Der folgende Satz ist eine Folgerung aus einer Arbeit von Borodin ([Bor77℄).

Satz 4.15 Sei S : N! N, so da� log S eine Spei
hers
hrittfunktion ist. Dann ist

SIZE(S

O(1)

) = DTIME(S

O(1)

) \ fg j g : f0; 1g

+

! f0; 1gg

Sei T : N! N eine Spei
hers
hrittfunktion. Dann ist

DEPTH(T

O(1)

) = SPACE(T

O(1)

) \ fg j g : f0; 1g

+

! f0; 1gg

Damit gilt

Korollar 4.16

� Die Tiefe von S
haltkreisfamilien, die parallele Zeit von PRAMs und der Spei
herverbrau
h

von TMs sind polynomiell miteinander verkn

�

upt.

� Die Gr

�

o�e von S
haltkreisfamilien, die Anzahl der parallel arbeitenden RAMs einer PRAM

und der Zeitverbrau
h von TMs sind polynomiell miteinander verkn

�

upt.
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4.3 Randomisierte S
haltkreise

In diesem Abs
hnitt betra
hten wir probabilistis
he S
haltkreise. Probabilistis
he S
haltkreise




n;m

sind S
haltkreise, die zu den n Eing

�

angen x

1

; : : : ; x

n

no
h zus

�

atzli
h m = m(n) Eing

�

ange

�

1

; : : : ; �

m

besitzen. Diese Eing

�

ange werden mit Zufallswerten aus f0; 1g belegt. Wir ordnen dem

S
haltkreis 


n;m

den S
haltkreis 


n+m

zu, der dadur
h entsteht, da� wir die Zufallseing

�

ange als

normale Eing

�

ange interpretieren. Damit bere
hnet der S
haltkreis 


n+m

eine Funktion von n+m

Booles
hen Variablen.

Dur
h die Interpretation der Eing

�

ange �

1

; : : : ; �

m

als Zufallswerte wird der Wert y = f




n;m

(x)

des Ausgabeknotens bei Eingabe x = (x

1

; : : : ; x

n

) zu einer Zufallsvariablen

�

uber f0; 1g

m

. F

�

ur

a 2 f0; 1g gilt

P(ff




n;m

(x) = ag) =

jf� j f




n+m

(x; �) = agj

2

m

:

Damit bere
hnet ein probabilistis
her S
haltkreis die partielle Funktion

'




n;m

: f0; 1g

n

! f0; 1g

x 7!

8

<

:

1 falls P(ff




n;m

(x) = 1g) > 1=2

0 falls P(ff




n;m

(x) = 0g) > 1=2

unde�niert sonst

:

Wir nennen einen probabilistis
hen S
haltkreis 


n;m

randomisiert oder Monte-Carlo S
haltkreis,

falls '




n;m

�

uberall de�niert ist, und f

�

ur alle x 2 f0; 1g

n

P(f




n;m

(x) = 1) 62 (

1

4

;

3

4

)

gilt.

Hieraus folgt, da� f

�

ur x 2 f0; 1g

n

entweder P(f




n;m

(x) = 1) � 3=4 oder P(f




n;m

(x) = 0) � 3=4

gilt.

F

�

ur Funktionen, die dur
h randomisierte S
haltkreise bere
hnet werden k

�

onnen, gilt eine Art

Komplementeigens
haft.

Lemma 4.17 Sei 


n;m

ein randomisierter S
haltkreis. Dann gibt es einen randomisierten

S
haltkreis 


0

n;m

mit

'




0

n;m

= :'




n;m

;

Size(


0

n;m

) = Size(


n;m

) + 1 und Depth(


0

n;m

) = Depth(


n;m

) + 1.

Beweis: Der S
haltkreis 


0

n;m

entsteht dur
h Negation des Ausgabegatters y von 


n;m

. Dann

gilt n

�

amli
h P(f




0

n;m

(x) = 1) = 1�P(f




n;m

(x) = 1) 62 (1=4; 3=4). 2

Wir k

�

onnen randomisierte S
haltkreise au
h dur
h deterministis
he S
haltkreise simulieren. Je-

do
h ist diese Simulation ni
htuniform.

Lemma 4.18 Sei 


n;m

ein randomisierter S
haltkreis mit P(f




n;m

(x) = 1) 62 [2

�n�1

; 1 �

2

�n�1

℄. Dann gibt es einen deterministis
hen S
haltkreis 


n

mit f




n;m

= f




n

mit Size(


n

) �

Size(


n;m

) + 3 und Depth(


n

) � Depth(


n;m

) + 2.
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Beweis: Wir zeigen, da� es ein festes a 2 f0; 1g

m

gibt, so da� f




n+m

(x; a) = '




n;m

(x) f

�

ur alle

x 2 f0; 1g

n

ist. Wenn wir dies gezeigt haben, folgt die Behauptung, da die Konstanten 0 und 1 in

Tiefe 2 mit 3 Gattern konstruiert werden k

�

onnen (0 = x

1

^:x

1

, 1 = x

1

_:x

1

). Da f

�

ur x 2 f0; 1g

n

na
h Voraussetzung P(f




n;m

(x) = 1) 62 [2

�n�1

; 1� 2

�n�1

℄ ist, ist die Anzahl der � 2 f0; 1g

m

mit

'




n;m

(x) 6= f




n+m

(x; �) kleiner als 2

m�n

. Wenn wir dies

�

uber alle x 2 f0; 1g

n

summieren, erhalten

wir, da� die Anzahl der � 2 f0; 1g

m

, f

�

ur die ein x 2 f0; 1g

n

mit '




n;m

(x) 6= f




n+m

(x; �) existiert,

kleiner als 2

n

2

m�n

= 2

m

ist. Daher mu� es mindestens ein a 2 f0; 1g

m

geben, f

�

ur das

8 x 2 f0; 1g

n

'




n;m

(x) = f




n+m

(x; a)

gilt. Dieses a ist gerade unser gesu
htes a. 2

Zu dem obigen Lemma mu� jedo
h gesagt werden, da� kein eÆzientes Verfahren existiert, ein

sol
hes a zu konstruieren (wir haben oben nur die Existenz na
hgewiesen).

Analog zu den ni
ht randomisierten S
haltkreisen k

�

onnen wir au
h hier uniforme S
haltkreise

einf

�

uhren. Die De�nitionen gehen aus den entspre
henden De�nitionen f

�

ur ni
ht randomisierte

S
haltkreise dur
h Hinzuf

�

ugen des Zusatzes \randomisiert" hervor. Dadur
h erhalten wir den

Begri� des randomisierten UC-Algorithmus (RUC-Algorithmus) und die Komplexit

�

atsklassen

RSIZE(S) und RDEPTH(T ). Entspre
hend de�nieren si
h au
h die Klassen RNC

k

und RNC.

Die Beziehung randomisierter Komplexit

�

atsklassen untereinander oder zu anderen Komplexi-

t

�

atsklassen ist bisher weitgehend unbekannt. Neben der Frage \NC = P?" treten nun die Frage

\RNC = NC?" und die Beziehung zwis
hen RNC und P in den Vordergrund (\P � RNC?",

P � RNC?").

4.4 Randomisierte Testalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir einige Testalgorithmen vorstellen, mit deren Hilfe algebrais
he

Glei
hheiten

�

uberpr

�

uft werden k

�

onnen. Diese Algorithmen sind randomisiert und haben den

glei
hen einfa
hen Aufbau: Falls eine algebrais
he Glei
hung ni
ht allgemeing

�

ultig erf

�

ullt ist, so

gibt es nur relativ wenige Belegungen der Variablen, die diese Glei
hung zuf

�

allig erf

�

ullen. Ist

diese algebrais
he Glei
hung z.B. eine Polynomglei
hung, so sind diese ung

�

unstigen Belegungen

der Variablen gerade die Nullstellen des Polynoms.

Wir m

�

ussen zun

�

a
hst ein geeignetes Bere
hnungsmodell de�nieren.

Definition 4.19 Ein (randomisierter) Bla
k Box S
haltkreis (Orakels
haltkreis) ist ein (ran-

domisierter) S
haltkreis, der au�er den logis
hen Gattern no
h Orakelknoten (mit beliebigen

Eingangsgraden) enthalten darf. Bei der Bere
hnung der Gr

�

o�e bzw. Tiefe des S
haltkreises

geht ein Orakelknoten mit k Eing

�

angen mit k in die Gr

�

o�e und log k in die Tiefe ein.

Analog zu den Klassen NC

k

und NC de�nieren wir die Klassen �NC

k

, �RNC

k

,�NC und

�RNC.

4.4.1 Nulltest f

�

ur multivariate Polynome

Unsere erste Anwendung ist ein Nulltest f

�

ur multivariate Polynome. Die S
haltkreise enthalten

also Orakelknoten (Bla
k Box), die ein (festes) n-variates Polynom P mit ganzzahligen KoeÆ-
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zienten vom Grad D auswerten. Ziel ist es, zu bestimmen, ob dieses Polynom P identis
h dem

Nullpolynom ist. Wir bezei
hnen dieses Problem im folgenden mit NTMP.

Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.20

NTMP 62 �NC (62 �P)

Beweis: Wir wollen den Beweis nur kurz anrei�en. Die KoeÆzienten eines multivariaten Po-

lynoms P =

P




i

x

i

1

1

: : :x

i

n

n

sind dur
h ein lineares Glei
hungssystem mit den Auswertungen von

P an den Stellen a

1

; : : : ; a

m

gekoppelt (die dazugeh

�

orige m � (D + 1)

n

Matrix h

�

angt nat

�

urli
h

von a

1

; : : : ; a

m

ab). Da ein n-variates Polynom p mit deg

x

i

p = D bis zu (D + 1)

n

viele Koef-

�zienten 


i

6= 0 hat, �nden wir f

�

ur jede Wahl von m < (D + 1)

n

vielen Auswertungsstellen ein

Polynom q 6= 0 (und dazu den Vektor von KoeÆzienten), so da� q an allen Auswertungsstellen

0 ergibt. Daher sind wenigstens (D + 1)

n

Auswertungen n

�

otig und die Gr

�

o�e eines Bla
k Box

S
haltkreises f

�

ur NTMP ist ni
ht polynomiell. 2

Erstaunli
herweise gilt jedo
h der

Satz 4.21

NTMP 2 �RNC

Bevor wir einen Algorithmus angeben, werden wir ein Lemma beweisen, das Auskunft

�

uber die

Anzahl von Nullstellen multivariater Polynome gibt. Es ist von S
hwartz in [S
h80℄ bewiesen

worden.

Lemma 4.22 Sei P = P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) 2 Z[x

1

; : : : ; x

n

℄ und P 6� 0. Sei d

1

der Grad von x

1

in

P

1

und P

2

das KoeÆzientenpolynom von x

d

1

1

:

P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

d

1

1

� P

2

(x

2

; : : : ; x

n

) + q

1

(x

1

; : : : ; x

n

):

Seien P

i

und d

i

f

�

ur 2 � i � n entspre
hend induktiv de�niert. Dann hat P h

�

o
hstens

jI

1

� � � � � I

n

j

�

d

1

jI

1

j

+ � � �+

d

n

jI

n

j

�

Nullstellen in I

1

� � � � � I

n

.

Beweis: Wir f

�

uhren den Beweis

�

uber Induktion na
h der Anzahl der Variablen.

� F

�

ur den Fall eines univariaten Polynoms P gilt, da� die Anzahl der Nullstellen bes
hr

�

ankt

ist dur
h

deg(P ) = d

1

= jI

1

j

d

1

jI

1

j

:

� Induktionss
hritt:

P

1

hat die Darstellung

P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

d

1

1

� P

2

(x

2

; : : : ; x

n

) + q

1

(x

1

; : : : ; x

n

):

Nun gibt es zwei M

�

ogli
hkeiten:
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1. (z

2

; : : : ; z

n

) ist Nullstelle von P

2

. Dann kann eventuell P (x

1

; z

2

; : : : ; z

n

) = 0 f

�

ur alle

x

1

2 I

1

gelten. Da die Anzahl der Nullstellen von P

2

na
h Induktionsannahme dur
h

jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

bes
hr

�

ankt ist, kann die Anzahl der Nullstellen von P f

�

ur diesen Fall dur
h

jI

1

j � jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

abges
h

�

atzt werden.

2. (z

2

; : : : ; z

n

) ist keine Nullstelle von P

2

. Dann ist P (x

1

; z

2

; : : : ; z

n

) ein ni
ht vers
hwin-

dendes Polynom in x

1

vom Grade d

1

. Eine S
hranke von

d

1

� jI

2

� � � � � I

n

j:

f

�

ur die Anzahl der Nullstellen von P in diesem Fall ergibt si
h daher aus dem In-

duktionsanfang und der Tatsa
he, da� es h

�

o
hstens jI

2

� � � � � I

n

j viele (z

2

; : : : ; z

n

)

Vektoren gibt.

Damit kann die Gesamtanzahl von Nullstellen von P dur
h

jI

1

j � jI

2

� � � � � I

n

j

�

d

2

jI

2

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

+ d

1

jI

2

� � � � � I

n

j

= jI

1

� � � � � I

n

j

�

d

1

jI

1

j

+ : : :+

d

n

jI

n

j

�

bes
hr

�

ankt werden. 2

Korollar 4.23 Sei P = P (x

1

; : : : ; x

n

) 2 Z[x

1

; : : : ; x

n

℄, P 6� 0 und I = I

1

= � � � = I

n

mit

jI j � 
 � deg (P ). Dann ist die Anzahl der Nullstellen in I

n

dur
h jI j

n

=
 bes
hr

�

ankt.

Beweis: Wir wenden das Lemma 4.22 an. In diesem Fall gilt

jI j

n

�

n

X

j=1

d

j

=jI j = jI j

n�1

� (

n

X

j=1

d

j

)

� jI j

n�1

� deg(P ) � jI j

n

=
;

und somit ist die Anzahl der Nullstellen dur
h jI j

n

=
 bes
hr

�

ankt. 2

Nun k

�

onnen wir den folgenden Algorithmus angeben:

Eingabe: Eine Bla
k-Box f

�

ur ein Polynom P (x

1

; : : : ; x

n

)

�

uber Zund eine

S
hranke D f

�

ur den Grad des Polynoms.

S
hritt 1: Konstruiere die Menge E = f1; 2; : : : ; 4Dg

S
hritt 2: W

�

ahle zuf

�

alliges �x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 E

n

Ausgabe:

�

P � 0 falls P (�x) = 0

P 6� 0 sonst
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Satz 4.24 Obiger Algorithmus ist ein korrekter Monte-Carlo Algorithmus.

Beweis: Mit Hilfe von Lemma 4.23 gilt, da� die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P dur
h

jEj

n

=4 bes
hr

�

ankt ist. F

�

ur einen zuf

�

allig gew

�

ahlten Vektor �x aus E

n

und P 6� 0 gilt damit

PfP (�x) = 0g �

jEj

n

=4

jEj

n

= 1=4:

Damit ist die Ausgabe P � 0 mit Wahrs
heinli
hkeit � 3=4 korrekt. Die Ausgabe P 6� 0 ist

immer korrekt, da f

�

ur P � 0 kein �x mit P (�x) 6= 0 existiert. 2

Eine direkte

�

Ubersetzung dieses Algorithmus in einen randomisierter Bla
k Box UC{Algorithmus

liefert S
haltkreise 


n;m

mit m = n(logD + 2) und Tiefe O(log(n logD)).

4.4.2 Test f

�

ur Matrizenmultiplikation

Als n

�

a
hstes wenden wir uns dem Problem der Matrizenmultiplikation zu. Dabei ist zu ent-

s
heiden, ob das Produkt zweier Matrizen eine dritte gegebene Matrix ergibt. Ein m

�

ogli
her

deterministis
her Algorithmus zur L

�

osung dieses Problems besteht darin, die Matrizen A und

B miteinander zu multiplizieren und das Ergebnis mit C zu verglei
hen. Dies liefert auf naive

Weise einen Algorithmus, der in DTIME(n

3

) und in DEPTH-SIZE(logn; n

3

) liegt. Mit Hilfe

der neuesten Algorithmen im Berei
h der Matrizenmultiplikation | aufbauend auf den Ideen

von Strassen | ist dies sogar in DTIME(n

2:376

) und DEPTH-SIZE(logn; n

2:376

) m

�

ogli
h. Eine

untere S
hranke f

�

ur einen sol
hen Algorithmus w

�

are in jedem Fall 
(n

2

).

Der na
hfolgende Algorithmus ist ein optimaler in RNC der Gr

�

o�e O(n

2

) f

�

ur das Problem des

Tests f

�

ur Matrizenmultiplikation (TMM).

Eingabe: Booles
he n � n Matrizen A,B und C.

S
hritt 1: Erzeuge zuf

�

allig 2 Vektoren X

1

; X

2

2 f�1; 1g

n

:

X

1

= (x

11

; : : : ; x

1n

); X

2

= (x

21

; : : : ; x

2n

):

S
hritt 2: Bere
hne: A(BX

1

); A(BX

2

); CX

1

und CX

2

.

Ausgabe:

�

1 falls ABX

1

= CX

1

und ABX

2

= CX

2

0 sonst

Satz 4.25 Obiger Algorithmus arbeitet korrekt. Er liefert eine randomisierte S
haltkreisfa-

milie 


3n

2

;m

der Tiefe O(logn) und der Gr

�

o�e O(n

2

) f

�

ur TMM, d.h. TMM 2 RNC

1

.

Beweis: Sei D = (d

ij

) = A � B und C = (


ij

). Sei nun �x = (x

1

; : : : ; x

n

) mit x

i

2 f�1; 1g.

Falls nun f

�

ur �x

(A �B � C) � �x = 0

gilt, ist dies

�

aquivalent zu

8i (d

i1

� 


i1

; : : : ; d

in

� 


in

)?(x

1

; : : : ; x

n

): (4.1)
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Falls A � B 6= C, k

�

onnten wir bei unserer zuf

�

alligen Wahl der Vektoren X

1

und X

2

s
hle
hte

Vektoren bekommen haben, f

�

ur die trotzdem die Orthogonalit

�

atsbeziehung (4.1) gilt. Es k

�

onnen

na
h Lemma 4.26 jedo
h h

�

o
hstens 2

n�1

der 2

n

vielen f�1; 1g Vektoren orthogonal zu den

n Vektoren (d

i1

� 


i1

; : : : ; d

in

� 


in

) sein, da wenigstens einer dieser Vektoren unglei
h dem

Nullvektor ist. Somit ist die Wahrs
heinli
hkeit, zweimal einen s
hle
hten Vektor zu w

�

ahlen,

kleiner als 1=4. 2

Lemma 4.26 Sei v 6= (0; : : : ; 0). Dann sind h

�

o
hstens 2

n�1

viele f�1; 1g Vektoren der L

�

ange

n orthogonal zu v.

Beweis: Da v = (v

1

; : : : ; v

n

) unglei
h dem Nullvektor ist, ist wenigstens ein v

i

0

6= 0. Sei i

0

o.B.d.A glei
h n, und seien x = (x

1

; : : : ; x

n�1

;�1) und y = (x

1

; : : : ; x

n�1

; 1). Somit gilt

< x; v >=

n

X

i=1

x

i

� v

i

6=< x; v > +2v

n

=< y; v > :

Daher k

�

onnen ni
ht sowohl < x; v > als au
h < y; v > glei
h 0 sein. Die Zuordnung x 7! y

ordnet also einem zu v orthogonalen Vektor eineindeutig einen ni
ht orthogonalen Vektor zu.

Somit k

�

onnen h

�

o
hstens die H

�

alfte der 2

n

Vektoren orthogonal zu v sein. 2



Kapitel 5

Pr

�

adikatenlogik

In diesem Kapitel bes
h

�

aftigen wir uns mit der sogenannten Pr

�

adikatenlogik. Sie handelt von

der Untersu
hung der G

�

ultigkeit und Erf

�

ullbarkeit von Formeln, die Variablen

�

uber beliebigen

Mengen enthalten d

�

urfen. Besonderes Gewi
ht werden wir dabei auf die Beziehung zwis
hen dem

Wahrheitsgehalt vers
hiedener Formeln legen. Wir bes
hr

�

anken uns hier jedo
h auf die Pr

�

adi-

katenlogik erster Stufe, in der nur Quanti�zierungen

�

uber Variablen und ni
ht

�

uber Pr

�

adikate

erlaubt sind. Eine

�

Ubersi
ht

�

uber die gesamte Pr

�

adikatenlogik und deren Anwendung (ni
ht

nur der in diesem Kapitel dargestellten Sa
hverhalte) gibt das Bu
h von Bergmann und Noll

[BeNo77℄

5.1 Syntax der Pr

�

adikatenlogik

Zun

�

a
hst m

�

o
hten wir eine syntaktis
he De�nition der Objekte der Pr

�

adikatenlogik geben. Die

grundlegenden Objekte sind Funktionssymbole und Pr

�

adikatensymbole.

Definition 5.1 Mit FS bezei
hnen wir eine (h

�

o
hstens) abz

�

ahlbar unendli
he Menge von

Funktionssymbolen, mit PS ebenfalls eine (h

�

o
hstens) abz

�

ahlbar unendli
he Menge von Pr

�

adi-

katensymbolen. Die n-stelligen Funktionssymbole aus FS bezei
hnen wir mit FS

n

, genauso die

n-stelligen Pr

�

adikatensymbole mit PS

n

. Es ist damit FS =

S

n�0

FS

n

und PS =

S

n�0

PS

n

. Das

Paar B = (FS;PS) bezei
hnen wir als syntaktis
he Basis.

Beispiel 5.2 Nullstellige Funktionssymbole sind z.B. Symbole f

�

ur Zahlen oder andere Objek-

te, mehrstellige Funktionssymbole k

�

onnen z.B. die Addition oder Multiplikation sein, einstellige

Funktionssymbole sind z.B. die su

 Funktion x 7! x + 1. Pr

�

adikatensymbole sind z.B. =, �,

oder au
h < 0 als einstelliges Pr

�

adikatensymbol. Bezei
hnen wir mit g und h zwei zweistellige

Funktionssymbole (die wir als Addition bzw. Multiplikation interpretieren werden), so ist

B

1

= (f: : : ;�1; 0; 1; : : :

| {z }

FS

0

; g; h

|{z}

FS

2

g; f =

|{z}

PS

2

g)

eine syntaktis
he Basis.

Die Menge der Variablen VA ist eine ni
ht leere und h

�

o
hstens abz

�

ahlbare Menge. Z.B. k

�

onnen

wir VA = fx; y; z; x

1

; y

1

; z

1

: : :g setzen.

�

Ubersetzt in die S
hreibweise der BNF hie�e dies

< VA >::= xjyjzjx

1

jy

1

jz

1

j � � �.



94 KAPITEL 5. PR

�

ADIKATENLOGIK

Zu einer syntaktis
hen Basis de�nieren wir nun die zugeh

�

orige Pr

�

adikatenlogik. Neben den Sym-

bolen aus der syntaktis
hen Spra
he besitzt jede Pr

�

adikatenlogik no
h die logis
hen Zei
hen

: (Negation) _ (ODER/Disjunktion) 9 (Existenz-Quantor)

zur Verkn

�

upfung von Formelteilen und Quanti�zierung von Variablen. Aus diesen logis
hen Zei-


hen k

�

onnen wir als Abk

�

urzungen no
h die folgenden Zei
hen konstruieren: ^ (Konjunktion),!

(Implikation), $ (

�

Aquivalenz) und 8 (All-Quantor). Der All-Quantor ist de�niert dur
h 8x A �

:9x :A. Ferner seien \="das zweistellige Pr

�

adikatensymbol, wel
hes als Glei
hheit gedeutet

wird, und die nullstelligen Pr

�

adikatensymbole W und F (oder 1 und 0) die syntaktis
hen Zei
hen

f

�

ur Wahrheit oder Fals
hheit.

Definition 5.3 Die Menge der Terme bez

�

ugli
h einer Basis B bezei
hnen wir mit TE

B

. Sie

ist die kleinste Menge, f

�

ur die gilt:

1. Jede Variable geh

�

ort zu dieser Menge.

2. Geh

�

oren t

1

; : : : ; t

n

zu dieser Menge und ist g ein beliebiges n-stelliges Funktionssymbol

(n � 0), so geh

�

ort au
h gt

1

: : : t

n

(= g(t

1

; : : : ; t

n

)) zu dieser Menge.

Die Menge TE l

�

a�t si
h dur
h die BNF au
h s
hreiben als

< TE >::=< VA >j< FS

n

> (< TE >)

n

j

1

n=0

:

Als zweite syntaktis
he Klasse f

�

uhren wir die pr

�

adikatenlogis
hen Formeln ein. Sie dienen als

spra
hli
her Ausdru
k von Aussagen und werden als Wahrheitswerte interpretiert. Die einfa
h-

sten Formeln sind die nullstelligen Pr

�

adikatensymbole. Die n

�

a
hst komplexeren Formeln sind

frei von logis
hen Zei
hen und werden als atomare Formeln bezei
hnet.

Definition 5.4 Die Menge der atomaren Formeln bez

�

ugli
h einer Basis B bezei
hnen wir

mit AF

B

. Sie ist die kleinste Menge, die alle nullstelligen Pr

�

adikatensymbole enth

�

alt und f

�

ur

Terme t

1

; : : : ; t

n

und n-stellige Pr

�

adikatensymbole p au
h pt

1

: : : t

n

(= p(t

1

; : : : ; t

n

)).

Enth

�

alt eine Formel ein logis
hes Zei
hen, so ist sie keine atomare Formel. Genauer wird die

Menge der Formeln dur
h die folgende De�nition bes
hrieben.

Definition 5.5 Die Menge der Formeln bez

�

ugli
h einer Basis B bezei
hnen wir mit FO

B

.

Sie ist die kleinste Menge X f

�

ur die gilt:

1. AF

B

� X , d.h. jede atomare Formel ist eine Formel.

2. Aus A;B 2 X folgt :A;A_B 2 X , d.h. die Negation und Disjunktion zweier Formeln ist

wieder eine Formel.

3. Wenn x 2 VA eine Variable und A 2 X eine Formel sind, so ist au
h 9 x A 2 X eine

Formel.

Wieder k

�

onnen wir dies dur
h eine BNF ausdr

�

u
ken

< FO > ::= < PS

n

> (< TE >)

n

j

1

n=0

j : < FO >j< FO > _ < FO >j

9 < VA > < FO >j (< FO >)
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Wenn wir gewisse Eigens
haften f

�

ur Terme oder Formeln beweisen wollen, werden wir dies

�

uber

Induktion

�

uber den Aufbau der Terme bzw. Formeln tun. Man kann diese Induktion als eine

Induktion

�

uber die L

�

ange der Terme verstehen. Wir nennen diese Art von Induktion kurz au
h

Netzinduktion.

Bei der Induktion

�

uber den Aufbau der Terme ist die Induktionsverankerung der Beweis der

Aussage E f

�

ur alle Variablen x 2 VA. Der Induktionss
hritt besteht im Beweis der Aussage

E f

�

ur g(t

1

; : : : ; t

n

) (dabei sei g ein n-stelliges Funktionssymbol) unter der Annahme, da� die

Aussage E f

�

ur t

1

; : : : ; t

n

gilt.

Bei der Induktion

�

uber den Aufbau der Formeln ist die Induktionsverankerung der Beweis der

Aussage E f

�

ur alle atomaren Formeln A 2 AF

B

. Der Induktionss
hritt besteht in den Beweisen

der Aussage E f

�

ur :A, A _ B und 9 xA unter der Annahme, da� die Aussage E f

�

ur A und B

gelten.

5.2 Semantik der Pr

�

adikatenlogik

Na
h dem wir nun syntaktis
h eine Menge von Formeln dur
h eine BNF de�niert haben, versu-


hen wir jetzt den Formeln Wahrheitswerte zuzuordnen. Diese Zuordnung ges
hieht dur
h eine

Interpretation der Funktions- und Pr

�

adikatensymbole dur
h Funktionen und Pr

�

adikate und der

Angabe einer Grundmenge, auf der die den Funktions- und Pr

�

adikatensymbolen zugeordneten

Funktionen oder Pr

�

adikate operieren.

Definition 5.6 Das Paar � = (I; !) hei�t eine Struktur f

�

ur die Basis B, wenn folgende

Eigens
haften erf

�

ullt sind:

1. I ist eine ni
htleere Menge, der sogenannte Individuenberei
h.

2. ! ist f

�

ur jedes n-stellige Funktionssymbol g eine Abbildung !(g) : I

n

! I .

3. ! ist f

�

ur jedes n-stellige Pr

�

adikatensymbol p eine Abbildung !(p) : I

n

! fW;Fg.

4. Sind W und F nullstellige Pr

�

adikatensymbole, so ist !(W) = W und !(F) = F . Das

Pr

�

adikatensymbol \=" werten wir als Glei
hheit.

Beispiel 5.7 Sei B

1

= (f: : : ;�1; 0; 1; : : : ; g; hg; f=g) eine Basis und �

1

= (Z; !) eine Struk-

tur f

�

ur diese Basis, dann interpretieren wir f

�

ur alle n; n

0

2 Zdie Symbole wie folgt: !(n) = n

f

�

ur alle n 2 FS

0

, !(g)(n; n

0

) = n + n

0

und !(h)(n; n

0

) = nn

0

.

Variablen haben keine feste Beziehung zu einem bestimmten Individuum, sondern k

�

onnen ein

beliebiges Individuum aus dem Individuenberei
h meinen.

Definition 5.8 Eine Abbildung f : VA ! I , die jeder Variablen ein Individuum zuordnet,

hei�t ein Zustand der Variablen.

Um eine Zustands

�

anderung einer Variablen ausdr

�

u
ken zu k

�

onnen, benutzten wir die folgende

S
hreibweise.
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Definition 5.9 Seien f : VA ! I ein Zustand, x 2 V A eine Variable und � 2 I ein

Individuum. Dann sei der Zustand f

D

x

�

E

: VA ! I , der aus f dadur
h hervorgeht, da� in f

der Wert von x in � abge

�

andert wird, wie folgt definiert:

�

f

D

x

�

E�

(y) = (IF x = y THEN � ELSE f(y)) (8 y 2 VA)

Wir werden einige Eigens
haften von Zustands

�

anderungen aufz

�

ahlen.

Lemma 5.10

� Wenn man den Wert einer Variablen in den s
hon dort vorhandenen Wert ab

�

andert, so

�

andert si
h der Zustand ni
ht, d.h.

f

D

x

f(x)

E

= f:

� Wird zuerst eine Variable x in � und dann in � abge

�

andert, so bleibt der zweite Wert �

erhalten und � wird

�

ubers
hrieben, d.h.

8 �; � 2 I

�

f

D

x

�

E�D

x

�

E

= f

D

x

�

E

:

� Es spielt keine Rolle in wel
her Reihenfolge Ab

�

anderungen von zwei vers
hiedenen unglei-


hen Variablen vorgenommen werden, d.h.

8 x; y 2 VA; x 6= y; 8 �; � 2 I

�

f

D

x

�

E�D

y

�

E

=

�

f

D

y

�

E�D

x

�

E

:

Die Auswertung von Funktions- bzw. Pr

�

adikatensymbolen, in denen keine Variablen enthalten

sind, erfolgt dur
h die oben eingef

�

uhrte Funktion !. Wir werden diese semantis
he Auswertung

nun auf beliebige Funktions- bzw. Pr

�

adikatensymbole erweitern. Da Variablen auftreten, h

�

angt

der Wert si
herli
h vom Zustand der Variablen ab. Genauer de�nieren wir die Funktionen wert

�

und Wert

�

wie folgt.

Definition 5.11 Wir definieren eine Abbildung

wert

�

: TE� (VA! I)! I

induktiv

�

uber den Aufbau der Terme: f

�

ur x 2 VA gilt wert

�

(x; f) = f(x) und f

�

ur alle Terme

t

i

2 TE und f

�

ur alle n-stelligen Funktionssymbole g 2 FS

n

gilt

wert

�

(g(t

1

; : : : ; t

n

); f) = !(g)(wert

�

(t

1

; f); : : : ;wert

�

(t

n

; f)):

Analog definieren wir eine Abbildung

Wert

�

: FO� (VA! I)! fW;Fg

induktiv

�

uber den Aufbau der Formeln: f

�

ur atomare Formeln p(t

1

; : : : ; t

n

) 2 AF gilt

Wert

�

(p(t

1

; : : : ; t

n

); f) = !(p)(wert

�

(t

1

; f); : : : ;wert

�

(t

n

; f));

f

�

ur beliebige Formeln A;B gelten

Wert

�

(:A; f) = :(Wert

�

(A; f))

Wert

�

(A _B; f) = (Wert

�

(A; f))_ (Wert

�

(B; f))
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und

Wert

�

(9 x A; f) = W , Es gibt ein � 2 I , so da� Wert

�

�

A; f

D

x

�

E�

= W:

Die Wert

�

Funktion ist au
h f

�

ur Formeln, in denen andere logis
he Zei
hen vorkommen, auf

kanonis
he Weise de�niert.

Beispiel 5.12 Gegeben sei dieselbe Basis und Struktur wie in Beispiel 5.7. Wir wollen nun

die Formel \8 x 9 y (g(x; y) = 0)" auswerten. Es gilt

Wert

�

(8 x 9 y (g(x; y) = 0); f) = W , 8� 2Z

h

Wert

�

�

9y (g(x; y) = 0); f

D

x

�

E�

= W

i

, 8� 2Z9� 2Z

h

Wert

�

�

g(x; y) = 0; f

D

x

�

ED

y

�

E�

= W

i

Als Zwis
henre
hung werten wir nun die Formel g(x; y) = 0 in dem dur
h die Quanti�zierung

ge

�

andertern Zustand f

D

x

�

ED

y

�

E

aus:

Wert

�

�

g(x; y) = 0; f

D

x

�

ED

y

�

E�

= W

, wert

�

�

g(x; y); f

D

x

�

ED

y

�

E�

= wert

�

�

0; f

D

x

�

ED

y

�

E�

, !(g)

�

f

D

x

�

ED

y

�

E

(x); f

D

x

�

ED

y

�

E

(y)

�

= !(0)

, !(g)

�

f

D

x

�

E

(x); �

�

= 0

, !(g)(�; �) = 0

, � + � = 0

Setzen wir dies ein, so erhalten wir da� die Interpretation der Formel 8 x 9 y (g(x; y) = 0) dur
h

8 � 2Z9 � 2Z � + � = 0

gegeben ist. Da diese g

�

ultig ist (zu jeder ganzen Zahl � gibt es ein additives Inverses), folgt au
h

die G

�

ultigkeit der Formel 8 x 9 y (g(x; y) = 0) in der Struktur �

1

bei jedem Zustand f .

5.3 Erf

�

ullbarkeit und Allgemeing

�

ultigkeit

Mit Hilfe von semantis
hen Objekten, den Strukturen � = (I; !), haben wir den syntaktis
hen

Klassen TE und FO Bedeutungen zuordnen k

�

onnen. Wir m

�

o
hten uns jetzt jedo
h die Frage

stellen, wann eine Formel erf

�

ullbar oder allgemeing

�

ultig ist.

Die folgenden De�nitionen entspre
hen der intuitiven Vorstellung der Erf

�

ullbarkeit und Allge-

meing

�

ultigkeit einer Formel.

Definition 5.13 Sei B eine Basis.

� Eine Formel A 2 FO

B

ist erf

�

ullbar in der Struktur � = (I; !), wenn es einen Zustand

f : VA! I gibt, so da� Wert

�

(A; f) = W gilt, d.h. f

�

ur wenigstens eine Variablenbelegung

ist die Formel A erf

�

ullt. Die Menge aller in der Struktur � erf

�

ullbaren Formeln bezei
hnen

wir SAT

�

.

� Eine Formel A 2 FO

B

hei�t erf

�

ullbar, wenn es eine Struktur � = (I; !) f

�

ur B gibt, in der

A erf

�

ullbar ist. Die Menge aller erf

�

ullbaren Formeln bezei
hnen wir SAT.
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� Eine Formel A 2 FO

B

ist g

�

ultig in der Struktur � = (I; !), wenn Wert

�

(A; f) = W f

�

ur

alle Zust

�

ande f : VA ! I gilt, d.h. alle Variablenbelegungen die Formel A erf

�

ullen. Die

Menge aller in der Struktur � g

�

ultigen Formeln bezei
hnen wir VAL

�

.

� Eine Formel A 2 FO

B

hei�t allgemeing

�

ultig, wenn A in allen Strukturen � f

�

ur B g

�

ultig

ist. Die Menge aller allgemeing

�

ultigen Formeln bezei
hnen wir VAL.

Allgemeing

�

ultige Formeln hei�en au
h pr

�

adikatenlogis
he Gesetze, Identit

�

aten, Tautologien oder

(pr

�

adikatenlogis
h) wahre Formeln. Ein Beispiel ist die Formel :B _ B, wobei B eine beliebige

Formel ist.

Definition 5.14 Sei B eine Basis, dann sei die

�

Ahnli
hkeitsklasse von Strukturen f

�

ur B

de�niert dur
h:

ST

B

= f� j � ist eine Struktur f

�

ur die Basis Bg:

Aus der De�nition der Klassen SAT

�

, SAT, VAL

�

und VAL ergibt si
h sofort, da�

VAL =

\

�2ST

B

VAL

�

SAT =

[

�2ST

B

SAT

�

:

Der Beweis des folgenden Lemmas ergibt si
h dur
h elementare Umformungen.

Lemma 5.15 Es gilt:

1. A 2 SAT

�

, :A 62 VAL

�

.

2. A 2 VAL

�

, :A 62 SAT

�

.

3. A 2 SAT , :A 62 VAL.

4. A 2 VAL , :A 62 SAT.

Beweis: Wir werden die erste Aussage beweisen:

A 2 SAT

�

, 9 f : VA! I : Wert

�

(A; f) = W

, 9 f : VA! I : Wert

�

(:A; f) = F , :A 62 VAL

�

:

2

Im folgenden sei B eine beliebige, aber feste Basis. Wir werden daher den Index B ni
ht mehr

mitf

�

uhren.

Definition 5.16

� Zwei Formeln A;B 2 FO sind (logis
h)

�

aquivalent, wenn (A$ B) 2 VAL gilt.

� Zwei Formeln A;B 2 FO sind erf

�

ullbarkeitsglei
h, wenn A 2 SAT , B 2 SAT gilt.
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� Eine Formelmenge X � FO hei�t simultan erf

�

ullbar in der Struktur �, wenn es einen

Zustand f : VA ! I gibt, so da� f

�

ur alle Formeln A 2 X Wert

�

(A; f) = W gilt. Die

Menge aller in der Struktur � simultan erf

�

ullbaren Formelmengen bezei
hnen wir mit

SAT

sim

�

.

� Eine Formelmenge X � FO hei�t simultan erf

�

ullbar, wenn es eine Struktur � gibt, in der

X simultan erf

�

ullbar ist. Die Menge aller simultan erf

�

ullbaren Formelmengen bezei
hnen

wir mit SAT

sim

[208z.

Ein Beispiel einer ni
ht simultan erf

�

ullbaren Menge ist die Formelmenge X = fp(x);:p(x)g.

In man
hen F

�

allen k

�

onnen wir einer Formel ansehen, ob sie allgemeing

�

ultig ist, oder ob eine

Formelmenge simultan erf

�

ullbar ist. Dies ges
hieht allein aus dem aussgagenlogis
hen Aufbau

der Formeln heraus, ohne die Quanti�zierung von Variablen zu bea
hten. Daher nennt man

diesen Teil der Pr

�

adikatenlogik au
h die Aussagenlogik im Rahmen der Pr

�

adikatenlogik (engl.

propositional 
al
ulus). Das folgende Lemma ma
ht dies deutli
h.

Lemma 5.17 F

�

ur alle Formeln A ist die Formel :A _A allgemeing

�

ultig, d.h.

8A 2 FO (:A _A) 2 VAL:

Beweis: Wir haben zu zeigen, da� :A _ A in allen Strukturen � g

�

ultig ist, d.h. wir m

�

ussen

folgendes zeigen:

8� 2 ST

B

8 f : VA! I : Wert

�

(:A _A; f) = W:

Seien also � eine beliebige Struktur und f : VA ! I ein beliebiger Zustand. Aufgrund der

De�nition der Wert-Funktion ist Wert

�

(A; f) = :Wert

�

(:A; f). Damit ist aber

Wert

�

(:A _ A; f) = W _ F = W

. 2

Im Beweis haben wir nur die Eigens
haften von : und _ benutzt. Dabei zerteilten : und _

die Formel in Teilformeln. Eine Zerteilung einer pr

�

adikatenlogis
hen Formel in Teilformeln, die

mittels _, : und anderer aussagenlogis
her Symbole verkn

�

upft sind, nennen wir eine aussagen-

logis
he Zerlegung der Formel, den so erkennbaren Aufbau au
h aussagenlogis
hen Aufbau.

Beispielsweise hat die Formel 8 xA _ 9 x:A den aussagenlogis
hen Aufbau aus den Teilformen

8 xA und 9 x:A. Die Formel 8 x(A_B) kann jedo
h bzgl. des aussagenlogis
hen Aufbaus ni
ht

weiter zerlegt werden.

Wir werden nun die semantis
he De�nitionen weiterer logis
her Symbole angeben.

� Es gilt A ^ B 2 VAL

�

genau dann, wenn Wert

�

(A; f) = Wert

�

(B; f) = W f

�

ur alle

f : VA! I gilt.

� Es gilt A ! B 2 VAL

�

genau dann, wenn (Wert

�

(A; f) = F ) _ (Wert

�

(B; f) = W ) f

�

ur

alle f : VA! I gilt.

� Es gilt A$ B 2 VAL

�

genau dann, wenn Wert

�

(A; f) = Wert

�

(B; f) f

�

ur alle f : VA! I

gilt.

� Es gilt A _ B 2 VAL

�

genau dann, wenn (Wert

�

(A; f) = W ) _ (Wert

�

(B; f) = W ) f

�

ur

alle f : VA! I gilt.
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Aus diesen De�nitionen ergibt si
h sofort:

Lemma 5.18 F

�

ur alle A;B;C 2 FO sind (A $ A) 2 VAL, (A $ :(:A)) 2 VAL , (A $

(A �A)) 2 VAL, ((A �B)$ (B �A)) 2 VAL und (((A �B) �C)$ (A � (B �C))) 2 VAL, wobei

� ein beliebiges logis
hes Zei
hen aus f_;^;$g ist.

Besonders wi
htig ist nun no
h die Abtrennungsregel.

Lemma 5.19 F

�

ur alle Strukturen � 2 ST

B

und alle Formeln A;B gilt:

(A! B) 2 VAL

�

) (A 2 VAL

�

) B 2 VAL

�

):

5.4 Quantorengesetze und Substitution

5.4.1 Freie und gebundene Variablen

Betra
hten wir den Aufbau einer Formel wie z.B. 9 x p(x; y), wobei p ein zweistelliges Pr

�

adi-

katensymbol sei, stellen wir fest, da� die Variable x eine Sonderrolle gegen

�

uber der Variablen y

spielt. Der Existenzquantor bindet den Wert von x, so da� der Wert der Formel unabh

�

angig von

dem Wert f(x) ist, an den der Zustand das x bindet (siehe die De�nition der Wert

�

-Funktion).

Wir bezei
hnen daher x als eine in 9 x p(x; y) dur
h den Existenzquantor gebundene Variable

und y als eine in 9x p(x; y) freie Variable. Ein Analogon �nden wir in der Analysis beispielsweise

bei dem Ausdru
k

R

y

0

f(x) dx, in dem y frei und x gebunden ist.

Wir de�nieren nun induktiv

�

uber den Aufbau der Terme und Formeln die Menge der freien

Variablen.

Definition 5.20 Die Menge der freien Variablen eines Terms bzw. Formel ist dur
h die

Funktion

FR : TE [ FO! P(VA)

gegeben, die jedem Term bzw. Formel die Menge der in ihr enthaltenden freien Variablen zu-

ordnet. Wir de�nieren FR induktiv wie folgt:

1. F

�

ur alle Variablen x 2 VA gilt FR(x) = fxg.

2. F

�

ur alle n-stelligen Funktionssymbole g 2 FS

n

und alle Terme t

1

; : : : ; t

n

gilt

FR(g(t

1

; : : : ; t

n

)) =

n

[

j=1

FR(t

j

):

3. F

�

ur alle n-stelligen Pr

�

adikatensymbole p 2 PS

n

und alle Terme t

1

; : : : ; t

n

gilt

FR(p(t

1

; : : : ; t

n

)) =

n

[

j=1

FR(t

j

):

4. F

�

ur alle Formeln A gilt FR(:A) = FR(A).

5. F

�

ur alle Formeln A;B gilt FR(A _B) = FR(A) [ FR(B).
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6. F

�

ur alle Formeln A gilt FR(9 xA) = FR(A) n fxg.

F

�

ur Mengen von Formeln und Termen X � FO [ TE de�nieren wir die Menge der freien

Variablen von X dur
h FR(X) =

S

a2X

FR(a).

F

�

ur die weiteren logis
hen Zei
hen gilt das folgende Lemma, das si
h unmittelbar aus der De-

�nition von FR und des Ersetzens der logis
hen Zei
hen dur
h Kombinationen von _ und :

ergibt.

Lemma 5.21

1. F

�

ur alle Formeln A;B gilt FR(A$ B) = FR(A) [ FR(B).

2. F

�

ur alle Formeln A;B gilt FR(A ^ B) = FR(A) [ FR(B).

3. F

�

ur alle Formeln A gilt FR(8 xA) = FR(A) n fxg.

Um den Begri� der gebundenen Variablen einf

�

uhren zu k

�

onnen, m

�

o
hten wir formalisieren, was

wir unter der Bindung einer Variablen an einen Quantor verstehen.

Seien x; y 2 �

�

zwei Zei
henketten, dann ist x ein Teilwort von y wenn es Zei
henketten u; v 2 �

�

mit y = uxv gibt. x hei�t e
htes Teilwort von y, wenn u 6= � oder v 6= � gilt. Ein Teilwort T

0

eines Terms bzw. einer Formel T hei�t Teilterm bzw. Teilformel, wenn T

0

ebenfalls ein Term

bzw. eine Formel ist.

Definition 5.22 Eine Variable x 2 VA hei�t gebunden in einer Formel A 2 FO, wenn es

eine Teilformel A

0

von A der Form 9 xB bzw. 8 xB gibt.

Man bea
hte, da� es Formeln geben kann, in denen eine Variable sowohl frei als gebunden

vorkommt. Als Beispiel sei die Formel p(x)_8 xB(x) angegeben. Im n

�

a
hsten Abs
hnitt werden

wir sehen, da� wir diese Formeln aber in andere

�

aquivalente Formeln umwandeln k

�

onnen, in

denen die Mengen der freien und gebundenen Variablen disjunkt sind.

5.4.2 Substitution

Wir untersu
hen jetzt, wel
he Beziehung zwis
hen dem Zustand, den Variablen und dem Wert

eines Terms oder einer pr

�

adikatenlogis
hen Formel bestehen. Der erste Satz, das sogenannte

Koinzidenztheorem besagt, da� der Wert eines Terms oder einer Formel nur vom Zustand der

freien Variablen abh

�

angt.

Satz 5.23 Seien � eine Struktur, t 2 TE ein Term, A 2 FO eine Formel und f; f

0

: VA! I

Zust

�

ande, dann gelten:

1. Stimmen f und f

0

auf den freien Variablen von t

�

uberein, d.h. gilt f(x) = f

0

(x) f

�

ur alle

x 2 FR(t), so sind die Werte von t in den Zust

�

anden f und f

0

identis
h, d.h. wert

�

(t; f) =

wert

�

(t; f

0

).
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2. Stimmen f und f

0

auf den freien Variablen von A

�

uberein, d.h. gilt f(x) = f

0

(x) f

�

ur

alle x 2 FR(A), so sind die Werte von A in den Zust

�

anden f und f

0

identis
h, d.h.

Wert

�

(A; f) = Wert

�

(A; f

0

).

Beweis: Wir beweisen diesen Satz dur
h Induktion

�

uber den Aufbau der Terme bzw. der

Formeln (Netzinduktion). F

�

ur alle Variablen x 2 VA gilt FR(x) = fxg und damit f

�

ur f; f

0

mit

f(x) = f

0

(x)

wert

�

(x; f) = f(x) = f

0

(x) = wert

�

(x; f

0

):

F

�

ur Terme g(t

1

; : : : ; t

n

) ist die Menge der freien Variablen F = FR(g(t

1

; : : : ; t

n

)) =

S

n

i=1

FR(t

i

).

Wenn also f(x) = f

0

(x) f

�

ur alle x 2 F ist, so gilt f(x) = f

0

(x) au
h f

�

ur alle x 2 FR(t

i

) f

�

ur alle

t

i

und damit na
h Induktionsannahme wert

�

(t

i

; f) = wert

�

(t

i

; f

0

). Daher ist au
h

wert

�

(g(t

1

; : : : ; t

n

); f) = !(g)(wert

�

(t

1

; f); : : : ;wert

�

(t

n

; f))

= !(g)(wert

�

(t

1

; f

0

); : : : ;wert

�

(t

n

; f

0

))

= wert

�

(g(t

1

; : : : ; t

n

); f

0

):

Im Falle von Formeln beweisen wir nur den Induktionss
hritt (B ! 9 xB). Die Menge der freien

Variablen von 9 xB ist dur
h F = FR(9 xB) = FR(B) n fxg gegeben. Stimmen f und f

0

auf F

�

uberein, gilt na
h Induktionsannahme f

�

ur jedes �, da� Wert

�

(B; f

D

x

�

E

) = Wert

�

(B; f

0

D

x

�

E

)

ist. Na
h De�nition von Wert

�

(9 xB; f) ist damit au
h

Wert

�

(9 xB; f) = Wert

�

(9 xB; f

0

):

2

F

�

ur Terme und Formeln ohne freie Variablen ergibt si
h das folgende Korollar.

Korollar 5.24 Seien f und f

0

beliebige Zust

�

ande. Dann gilt f

�

ur Terme t 2 TE mit FR(t) = ;,

da� wert

�

(t; f) = wert

�

(t; f

0

) ist, und f

�

ur Formeln A 2 FO mit FR(A) = ;, da� Wert

�

(A; f) =

Wert

�

(A; f

0

) ist.

Beweis: Da t bzw. A keine freien Variablen haben, sind die Voraussetzungen des Koinzidenz-

theorems (Satz 5.23) erf

�

ullt. 2

Terme ohne freie Variablen spezi�zieren in jedem Zustand das glei
he Individuum. Daher nennen

wir sol
he Terme au
h Konstanten , konstante Terme oder variablenfreie Terme. Die Menge aller

variablenfreien Terme bezei
hnen wir mit TE

�

.

Formeln ohne freie Variablen sind f

�

ur alle Zust

�

ande entweder wahr oder f

�

ur alle Zust

�

ande fals
h.

Daher nennen wir Formeln ohne freie Variablen au
h Aussagen oder abges
hlossene Formeln.

Die Menge aller Aussagen bezei
hnen wir mit FO

�

.

F

�

ur Aussagen gilt das folgende einfa
h zu beweisende Lemma.

Lemma 5.25 Es sei A 2 FO

�

eine Aussage, dann gilt:

1. A 2 VAL

�

, A 2 SAT

�

.

2. :A 62 VAL

�

, A 2 VAL

�

.



5.4. QUANTORENGESETZE UND SUBSTITUTION 103

Lemma 5.26

1. Sei t 2 TE ein Term mit x 62 FR(t), dann gilt:

8f : VA! I; 8� 2 I : wert

�

(t; f) = wert

�

(t; f

D

x

�

E

):

2. Sei A 2 FO eine Formel mit x 62 FR(A), dann gilt:

8f : VA! I; 8� 2 I : Wert

�

(A; f) = Wert

�

(A; f

D

x

�

E

):

Beweis: Wegen x 62 FR(t) bzw. x 62 FR(A) stimmen f und f

D

x

�

E

auf den freien Variablen

von t bzw. A

�

uberein. Daher k

�

onnen wir das Koinzidenztheorem (Satz 5.23) anwenden. 2

Nun kommen wir zum Begri� der Substitution. Dabei ersetzen wir in einem Term t oder in

einer Formel A eine Variable x dur
h einen Term t

0

. Den so entstandenen Term oder Formel

bezei
hnen wir mit t

x

[t

0

℄ bzw. A

x

[t

0

℄. Nun wird man von einer Substitution si
herli
h verlangen,

da� die Formel A das glei
he

�

uber x aussagt, wie die Formel A

x

[t℄

�

uber t. Bevor wir eine formale

De�nition der Substitution geben,

�

uberlegen wir zun

�

a
hst, wel
he Probleme dabei auftau
hen

k

�

onnen.

Seien x; y 2 VA, x 6= y, p ein dreistelliges Pr

�

adikatensymbol und A = p(x; y; y) eine Formel.

Die freien Variablen von A sind fx; yg und A

x

[t℄ = p(t; y; y) und A

y

[t℄ = p(x; t; t). Sei q ein

einstelliges Pr

�

adikatensymbol und B = q(x) eine Formel. Die freien Variablen von B sind fxg

und daher ist B

y

[t℄ = B, da y ni
ht in B vorkommt. Sei r ein zweistelliges Pr

�

adikatensymbol

und C = r(x; y) _ 9 x r(x; x) eine Formel. Die freien Variablen von C sind fx; yg und daher ist

C

x

[t℄ = r(t; y) _ 9 x r(x; x). Dabei wird das gebundene x ni
ht substituiert. Sei D = 9 x r(x; y)

und t = g(z). Die freien Variablen von D sind fyg und daher ist D

y

[t℄ = 9 x r(x; g(z)).

Bisher traten keine Probleme auf. Nun sei aber t = g(x). Dann w

�

urde eine Substitution von y

dur
h t in D zu

D

y

[t℄ = 9 x r(x; g(x))

f

�

uhren. Diese Formel sagt jedo
h ni
ht mehr aus das glei
he

�

uber g(x) aus wie D

�

uber y. Dies

ges
hieht dadur
h, da� eine in t freie Variable in D

y

[t℄ gebunden wird. F

�

ur die G

�

ultigkeit einer

Substitution wird man daher fordern, da� freie Variablen in t ni
ht in D

y

[t℄ gebunden werden,

oder anders ausgedr

�

u
kt, da� FR(t) � FR(D

y

[t℄) gilt. Nun k

�

onnen wir formal die Substitution

einf

�

uhren.

Definition 5.27 Die syntaktis
he Operation Substitution de�niert induktiv

�

uber den Aufbau

der Terme und Formeln f

�

ur jeden Term t

0

2 TE, jede Formel A 2 FO, jede Variable x 2 VA und

jeden Term t 2 TE eine Zei
henreihe t

0

x

[t℄ bzw. A

x

[t℄ wie folgt:

1. y

x

[t℄ = IF x = y THEN t ELSE y f

�

ur alle y 2 VA

2. (g(t

1

; : : : ; t

n

))

x

[t℄ = g((t

1

)

x

[t℄; : : : ; (t

n

)

x

[t℄)

3. (p(t

1

; : : : ; t

n

))

x

[t℄ = p((t

1

)

x

[t℄; : : : ; (t

n

)

x

[t℄)

4. (:B)

x

[t℄ = :(B

x

[t℄)

5. (B _ C)

x

[t℄ = B

x

[t℄ _ C

x

[t℄
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6. (9y B)

x

[t℄ =

8

<

:

unde�niert falls x 2 FR(9y B) und y 2 FR(t)

9y B falls x 62 FR(9y B)

9y (B

x

[t℄) falls x 2 FR(9y B) und y =2 FR(t)

Im folgenden werden wir nur A

x

[t℄ s
hreiben, falls t f

�

ur x in A substituierbar ist, d.h. wenn

FR(t) � FR(A

x

[t℄) gilt. Wir werden sp

�

ater sehen, da� die Kon
iktsituationen bei der Substitu-

tion immer dur
h eine sogenannte gebundene Umbenennung gel

�

ost werden k

�

onnen, wie dies aus

der Analysis bekannt ist (

R

b

a

f(x)dx =

R

b

a

f(y)dy). Bevor wir dies jedo
h zeigen k

�

onnen, wollen

wir untersu
hen, wel
he Auswirkungen eine Substitution auf den Wert von Termen und Formeln

hat. Der folgende Satz (

�

Uberf

�

uhrungstheorem) ist intuitiv sofort verst

�

andli
h.

Satz 5.28 Sei � = (I; !) eine Struktur, A eine Formel, t; t

0

Terme und f : VA ! I ein

Zustand. Dann gelten:

1. wert

�

(t

0

x

[t℄; f) = wert

�

(t

0

; f

D

x

wert

�

(t; f)

E

):

2. Wert

�

(A

x

[t℄; f) = Wert

�

(A; f

D

x

wert

�

(t; f)

E

):

Beweis: Wir beweisen das

�

Uberf

�

uhrungstheorem induktiv

�

uber den Aufbau von Formeln

und Termen. Der einzige s
hwierige Fall sind Formeln von der Form 9 y B. Hier f

�

uhren wir eine

Fallunters
heidung dur
h.

1. Sei x 62 FR(9 y B). Dann ist

Wert

�

((9 y B)

x

[t℄; f) = Wert

�

((9 y B)

x

; f

D

x

wert

�

(t; f)

E

)

trivialerweise erf

�

ullt.

2. Sei x 2 FR(9 y B) und y 62 FR(t) (dies ist die zweite Voraussetzung f

�

ur die G

�

ultigkeit einer

Substitution). Dann ist

Wert

�

((9 yB)

x

[t℄; f) = W

, 9 � 2 I : Wert

�

(B

x

[t℄; f

D

y

�

E

) = W

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

y

�

ED

x

wert

�

(t; f)

E

) = W (Induktionsannahme)

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

x

wert

�

(t; f)

ED

y

�

E

) = W (Lemma 5.10)

, Wert

�

(9 y B; f

D

x

wert

�

(t; f)

E

) = W:

Die verbleibenden F

�

alle sind einfa
h na
hzuweisen. Damit folgt die Behauptung. 2

Die obigen Beoba
htungen erm

�

ogli
hen es uns jetzt, Umbenennung von gebundenen Variablen

vorzunehmen. Dabei ist jedo
h darauf zu a
hten, da� keine freien Variablen dadur
h gebunden

werden. Desweiteren ist eine sogenannte Variablenkollision zu vermeiden, d.h. wir k

�

onnen die

Substitution 9 xB

x

[y℄ ni
ht dur
hf

�

uhren, wenn y gebunden in B vorkommt, da dadur
h y zwei-

fa
h gebunden w

�

urde. Das folgende Lemma (Lemma der gebundenen Umbenennung) pr

�

azisiert

unsere Intuition.
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Lemma 5.29 F

�

ur alle B 2 FO und alle y 62 FR(B), die ni
ht au
h gebunden in B auftreten,

gelten

(9 xB) $ (9 y B

x

[y℄) 2 VAL

(8 xB) $ (8 y B

x

[y℄) 2 VAL:

Falls y gebunden in B auftritt, kann man das Lemma rekursiv auf B bzw. Teilformen von

B anwenden, und damit errei
hen, da� y au
h in B ni
ht gebunden ist. Daher ist dies keine

Eins
hr

�

ankung.

Beweis:

Wert

�

((9 y B

x

[y℄); f) = W

, 9 � 2 I : Wert

�

(B

x

[y℄; f

D

y

�

E

) = W

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

y

�

E

�

x

wert

�

(y; f

D

y

�

E

)

�

) = W (

�

Uberf

�

uhrungstheroem 5.28)

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

y

�

ED

x

�

E

) = W

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

x

�

ED

y

�

E

) = W (Lemma 5.10)

, 9 � 2 I : Wert

�

(B; f

D

x

�

E

) = W da y 62 FR(B)

, Wert

�

(9 xB; f) = W:

F

�

ur den All-Quantor gilt eine analoge Re
hnung. 2

5.4.3 Quantorengesetze

Aus dem

�

Uberf

�

uhrungstheorem 5.28 lassen si
h die folgenden Gesetze

�

uber Quantoren s
hlie�en.

Lemma 5.30

1. F

�

ur alle t 2 TE gilt: (8 xA)! (A

x

[t℄) 2 VAL.

2. F

�

ur alle t 2 TE gilt: (A

x

[t℄)! (9 xA) 2 VAL.

3. (8 xA)! A 2 VAL und A! (9 xA) 2 VAL

4. A 2 VAL

�

, 8 xA 2 VAL

�

Beweis:

1. Na
h De�nition gilt Wert

�

(8 xA; f) = W , 8 � 2 I : Wert

�

(A; f

D

x

�

E

) = W .

Insbesondere k

�

onnen wir au
h � = wert

�

(t; f) w

�

ahlen. Dann ist aber

Wert

�

(A; f

D

x

�

E

) = Wert

�

(A; f

D

x

wert

�

(t; f)

E

) = Wert

�

(A

x

[t℄; f):

2. folgt aus 1. unter Verwendung der Glei
hheit 9 xA = :8 x:A.

3. Setze t = x.
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4. Die Ri
htung (() folgt aus 3. Die Ri
htung ()) kann man wie folgt einsehen:

A 2 VAL

�

, 8 f : VA! I : Wert

�

(A; f) = W

) 8 f : VA! I 8 � 2 I : Wert

�

(A; f

D

x

�

E

) = W

, 8 f : VA! I : Wert

�

(8 xA; f) = W , (8 xA) 2 VAL

�

:

2

Korollar 5.31 Sei A 2 FO eine Formel und � eine Permutation der Zahlen f1; : : : ; ng, dann

gilt

A 2 VAL

�

, 8 x

�(1)

: : :8 x

�(n)

A 2 VAL

�

Beweis: Der Beweis erfolgt dur
h Induktion

�

uber n unter Benutzung von Lemma 5.30.4. 2

5.5 Logis
hes S
hlie�en

Wir m

�

o
hten uns jetzt mit der Frage bes
h

�

aftigen, wann eine Aussage aus gegebenen Vor-

aussetzung logis
h folgt. Bezei
hnungsweisen hierf

�

ur sind logis
hes S
hlie�en oder semantis
hes

Folgern. Mit den bisher bekannten Notationen k

�

onnen wir den Folgerungsbegri� wie folgt pr

�

azi-

sieren.

Definition 5.32 Eine Formel A folgt logis
h aus einer Formelmenge X in einer Struktur �

genau dann, wenn f

�

ur alle Zust

�

ande f : VA! I gilt:

8B 2 X : Wert

�

(B; f) = W ) Wert

�

(A; f) = W:

Eine Formel A folgt logis
h aus einer Formelmenge X genau dann, wenn A in allen Strukturen

� logis
h aus X folgt.

Zur Formulierung des Folgerungsbegri� der Logik f

�

uhren wir geeignete Bezei
hnungen ein.

Definition 5.33 Eine Struktur � hei�t ein Modell einer Formelmenge X , wenn die Formel-

menge X in � g

�

ultig ist, d.h. X � VAL

�

. Die Menge aller Modelle f

�

ur eine Formelmenge X

bezei
hnen wir dur
h MOD(X).

F

�

ur Formeln A s
hreiben wir statt MOD(fAg) kurz au
h MOD(A). O�ensi
htli
h gilt:

� MOD(X) � ST

B

.

� MOD : P(FO

B

)! P(ST

B

).

� A folgt logis
h aus X genau dann, wenn MOD(X) � MOD(A).

Definition 5.34 Eine Formel A hei�t eine logis
he Folgerung aus einer Formelmenge X ,

wenn alle Modelle von X au
h Modelle von A sind. Die Menge aller logis
hen Folgerungen einer

Formelmenge X bezei
hnen wir mit FL(X). Sie hei�t au
h Folgerungsmenge. Statt A 2 FL(X)

wird in der Literatur au
h h

�

au�g die Notation X j= A verwendet.
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F

�

ur Formeln A s
hreiben wir statt FL(fAg) kurz au
h FL(A). F

�

ur die Menge der Modelle gilt:

� Die Folgerungsmenge FL ist eine Abbildung:

FL : P(FO)! P(FO):

� Y � FL(X) , MOD(X) � MOD(Y )

� Jede Struktur ist Modell der leeren Menge, d.h. ST

B

= MOD(;).

� F

�

ur jede Struktur � ist � ein Modell der in � g

�

ultigen Formeln, d.h.

8� : � 2 MOD(VAL

�

):

� Eine Formel ist genau dann allgemeing

�

ultig, wenn jede Struktur ein Modell dieser Formel

ist, d.h. A 2 VAL , MOD(A) = ST

B

.

Die obigen Behauptungen k

�

onnen dur
h elementare Umformungen unter Benutzung der De�ni-

tion von MOD and FL bewiesen werden. Das glei
he gilt f

�

ur das na
hfolgende Lemma.

Lemma 5.35

1. F

�

ur Formeln A;B 2 FO gilt MOD(A ^B) = MOD(A) \MOD(B).

2. F

�

ur Formeln A;B 2 FO

�

gilt MOD(A _ B) = MOD(A) [MOD(B).

3. F

�

ur eine Aussage A 2 FO

�

gilt MOD(:A) = ST

B

nMOD(A) und damit au
h MOD(A)\

MOD(:A) = ; und MOD(A) [MOD(:A) = ST

B

.

4. F

�

ur Formelmengen X; Y � FO gilt MOD(X [ Y ) = MOD(X) \MOD(Y ).

5. F

�

ur Formelmengen X � Y gilt MOD(Y ) � MOD(X). d.h. die kleinere Menge von Formeln

hat die gr

�

o�ere Menge von Modellen.

6. VAL = FL(;), d.h. die allgemeing

�

ultigen Formeln sind genau die Formeln, die vorausset-

zungslos gefolgert werden k

�

onnen.

7. X � FL(X), d.h. alle Voraussetzungen k

�

onnen gefolgert werden.

8. F

�

ur Formelmengen X � Y gilt FL(X) � FL(Y ), d.h. die gr

�

o�ere Menge an Voraussetzun-

gen hat die gr

�

o�ere Menge an Folgerungen.

9. F

�

ur jede Formelmenge X gilt MOD(X) = MOD(FL(X)).

10. FL(X) = FL(FL(X)), d.h. aus der Menge der Folgerungen k

�

onnen keine neuen Folgerun-

gen gezogen werden.

11. F

�

ur Formeln A;B gilt: (A! B) 2 FL(X) ) B 2 FL(X [ fAg).

Zu einer Menge von Strukturen A � ST

B

sei X eine Formelmenge, die gerade A als Modellmenge

hat, also A = MOD(X). Aus obigen Lemma folgt, da� dann au
h A = MOD(FL(X)) gilt, so

da� aus X alle in A g

�

ultigen Formeln folgerbar sind.

Definition 5.36 Eine ents
heidbare (total TM-bere
henbare) Menge von Formeln X � FO

hei�t ein Axiomensystem f

�

ur eine Klasse A � ST

B

von Strukturen, wenn MOD(X) = A gilt.
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Falls X ein Axiomensystem f

�

ur A � ST

B

ist, so gilt

FL(X) =

\

�2A

VAL

�

:

X ist nat

�

urli
h gerade das Axiomensystem f

�

ur MOD(X).

Zusammenfassend sei das Verh

�

altnis der eingef

�

uhrten Begri�e zueinander in der folgenden Skizze

verdeutli
ht, wobei A �! B bedeutet, da� A zur De�nition von B ben

�

otigt wird.

Syntax

Deutungen

Modelle

Axiome

folgerbare

Formeln

g

�

ultige

Formeln

�

�

�

�

�

�>

Z

Z

Z

Z

Z

Z~

-

-






















�

5.6 Die Unents
heidbarkeit der Pr

�

adikatenlogik

In diesem Abs
hnitt werden wir zeigen, da� es kein Verfahren gibt, das f

�

ur eine beliebige For-

melmenge und eine beliebige Formel A ents
heidet, ob A eine logis
he Folgerung aus X ist. Wir

bezei
hnen dieses Problem als Allgemeing

�

ultigkeitsproblem der Pr

�

adikatenlogik (AGPL):

Probleminstanz: Formelmenge X , Formel A.

Frage: Ist A 2 FL(X)?

zugeh

�

orige Spra
he: AGPL:= f(X;A) j A 2 FL(X)g.

Im Jahre 1936 hat Chur
h die Ho�nung der Mathematiker, da� die Pr

�

adikatenlogik ents
heid-

bar sei, zerst

�

ort.

Satz 5.37 AGPL ist unents
heibar.

Beweis: Wir werden zeigen, da� das AGPL s
hon f

�

ur X = ; unents
heidbar ist. Wir werden

das 01PCP aus Abs
hnitt 3.2.2, von dem wir wissen, da� es unents
heidbar ist, auf das AGPL

reduzieren. Aus Lemma 3.13 folgt dann die Unents
heidbarkeit von AGPL. Dazu konstuieren wir

aus der Instanz K = f(x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

); : : : ; (x

k

; y

k

)g eines 01PCP eine pr

�

adikatenlogis
he Formel

A

K

, die genau dann g

�

ultig ist (A

K

2 FL(;) = VAL), wenn das 01PCP eine L

�

osung besitzt. Wir

w

�

ahlen die Basis B = (f
; f

0

; f

1

g; P ), wobei 
 ein nullstelliges und f

0

; f

1

einstellige Funktionsym-

bole und P ein zweistelliges Pr

�

adikatensymbol ist. Sei f

j

1

j

2

:::j

m

(x) = f

j

m

(f

j

m�1

(� � � (f

j

1

(x)) � � �))

f

�

ur j

i

2 f0; 1g. Dann sei F = A

K

gegeben dur
h

F = ((F

1

^ F

2

)! F

3

);
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wobei

F

1

=

k

^

i=1

P (f

x

i

(
); f

y

i

(
))

F

2

= 8 u8 v (P (u; v)!

k

^

i=1

P (f

x

i

(u); f

y

i

(v)))

F

3

= 9 y P (y; y):

O�ensi
htli
h ist F dur
h eine totale Turing-Mas
hine aus K bere
henbar. Wir m

�

ussen zeigen,

da� F 2 VAL genau dann, wenn K eine L

�

osung besitzt.

Sei also F 2 VAL angenommen. Dann ist F 2 VAL

�

f

�

ur alle Strukturen � f

�

ur B, insbesondere

au
h f

�

ur die spezielle Struktur � = (f0; 1g

�

; !) mit

� !(
) = �,

� !(f

0

)(z) = z0 und !(f

1

)(z) = z1 f

�

ur z 2 f0; 1g

�

.

� !(P )(z

1

; z

2

) = W genau dann, wenn z

1

; z

2

2 f0; 1g

+

und es Indizes i

1

; : : : ; i

t

mit z

1

=

x

i

1

: : : x

i

t

und z

2

= y

i

1

: : :y

i

t

gibt.

Die Struktur ist gerade so gew

�

ahlt, da� F 2 VAL

�

ist und � das 01PCP simuliert. Der Formelteil

F

1

stellt si
her, da� x

i

und y

i

ein korrespondierendes Paar ist, F

2

besagt folgendes: wenn zwei

Zei
henketten u; v zueinander korrespondieren, so korrespondieren au
h die Zei
henketten ux

i

und vy

i

f

�

ur alle i miteinander. F

1

und F

2

modellieren also gerade das 01PCP Problem K. F

3

besagt, da� K eine L

�

osung besitzt. F ist genau dann in VAL

�

, wenn aus F

1

und F

2

die Formel

F

3

folgt. Da aber F

1

und F

2

wahr sind, mu� damit au
h F

3

2 VAL

�

gelten, d.h. K besitzt eine

L

�

osung.

Nun zeigen wir die R

�

u
kri
htung. Wir nehmen an K habe eine L

�

osung. Dann m

�

ussen wir zeigen,

da� F in allen Strukturen � f

�

ur B g

�

ultig ist, d.h. anders ausgedr

�

u
kt, da� f

�

ur alle Strukturen

� 2 ST

B

� 2 MOD(F ) gilt. Falls � 62 MOD(F

1

) oder � 62 MOD(F

2

) so folgt direkt dur
h

Umformung der Formel F = ((F

1

^ F

2

) ! F

3

) und Benutzen der Regeln aus Lemma 5.35, da�

� 2 MOD(F ) gilt. Sei also � = (I; !) 2 MOD(F

1

) \MOD(F

2

). Wir de�nieren eine Einbettung

� : f0; 1g

�

! I dur
h �(�) = !(
), �(x0) = !(f

0

)(�(x)) und �(x1) = !(f

1

)(�(x)). Damit ist

f

�

ur x = x

1

: : :x

n

�(x) = !(f

x

n

)(!(f

x

n�1

)(� � �(!(f

x

1

)(!(
))) � � �)):

Da � 2 MOD(F

1

) ist, gilt f

�

ur alle 1 � i � k

!(P )(�(x

i

); �(y

i

)) = W:

Da au
h � 2 MOD(F

2

) ist, gilt induktiv f

�

ur alle 1 � i

j

� k

!(P )(�(x

i

1

: : :x

i

n

); �(y

i

1

: : : y

i

n

)) = W:

Da K eine L

�

osung hat, z.B. j

1

; : : : ; j

t

, mit x

j

1

: : :x

j

t

= � = y

j

1

: : : y

j

t

ist au
h F

3

2 VAL

�

.

Hieraus folgt jedo
h sofort F 2 VAL

�

oder

�

aquivalent � 2MOD(F ). 2

Als Korollar ergibt si
h sofort die Unents
heidbarkeit des Erf

�

ullbarkeitsproblems der Pr

�

adika-

tenlogik (EPP):

Probleminstanz: Formel A.

Frage: Ist A 2 SAT?

zugeh

�

orige Spra
he: EPP:= fA j A 2 SATg.
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�

ADIKATENLOGIK

Korollar 5.38 Das Erf

�

ullbarkeitsproblem der Pr

�

adikatenlogik ist unents
heidbar.

Beweis: Unmittelbar aus der Tatsa
he: A 2 SAT , (:A) 62 VAL. 2

Definition 5.39 Eine Formel B 2 FO hei�t eine Pr

�

anexe Normalformel, wenn B die fol-

genden Eigens
haften erf

�

ullt:

Alle Quantoren mit den dazugeh

�

origen an diese Quantoren gebundenen Variablen stehen am

Anfang von B, d.h. B = Q

1

x

1

: : :Q

n

x

n

M , wobei Q

i

2 f8; 9g Quantoren und M eine quanto-

renfreie Formel (eine sogenannte Matrix) mit fx

1

; : : :x

n

g � FR(M) sind. Q

1

x

1

: : :Q

n

x

n

nennt

man au
h das Pr

�

a�x von B.

Es gibt jedo
h einige Typen von Formeln, die ents
heidbar sind:

� Quantorenfreie Formeln (Aussagenlogik) (Post, Lukasiewi
z, Wittgenstein, Beh-

man, 1921).

� Pr

�

anexe Normalformeln mit Pr

�

a�xtyp 8

r

9

s

(Bernays, S
h

�

onfinkel, 1928).

� Pr

�

anexe Normalformeln mit Pr

�

a�xtyp 8

r

98

s

(A
kermann, Skolem, Herbrandt, 1928).

� Pr

�

anexe Normalformeln mit Pr

�

a�xtyp 8

r

9

2

8

s

(G

�

odel, Kalm

�

ar, S
h

�

utte, 1934).



Kapitel 6

Datenstrukturen und Algorithmen

In diesem Kapitel werden wir die grundlegensten Datenstrukturen, mit denen Algorithmen ar-

beiten, kennenlernen. Dabei werden wir einerseits dieses Gebiet von der mathematis
hen Seite

beleu
hten, indem wir abstrakte mathematis
he De�nition von Datentypen und der auf ihnen

wirkenden Operation geben, auf der anderen Seite jedo
h m

�

ogli
he Implementationen in der

Praxis ni
ht au�er Si
ht lassen. F

�

ur weiterf

�

uhrende Algorithmen verweisen wir auf das Bu
h

[AhHoUl83℄ von Aho, Hop
roft und Ullman.

Definition 6.1 Ein abstrakter Datentyp G = (D;F;R) ist ein 3-Tupel, wobei D eine ni
htlee-

re Menge von Datenobjekten, F eine Menge von Funktionen und R eine Menge von Restriktionen

und Bedingungen f

�

ur Funktionen f 2 F ist.

6.1 Elementare abstrakte Datentypen

In diesem Abs
hnitt werden wir die elementaren Datentypen Bit, Integer, Real, Boolean und

Char einf

�

uhren, die in den meisten Re
henanlagen s
hon dur
h die Hardware implementiert sind.

Der Datentyp Bit

Der Datentyp Bit G = (D;F;R) ist (exemplaris
h ausf

�

uhrli
h) wie folgt de�niert:

� D = f0; 1g

� F = fNULL;EINS;NOT;AND;ORg mit NULL;EINS : fg !D (nullstellig), NOT : D !

D und AND;OR : D

2

! D.

� R = fR

i

j 1 � i � 7g mit

R

1

= (NOT(NULL) = EINS); R

2

= (NOT(EINS) = NULL);

R

3

= (AND(NULL;NULL) = NULL); R

4

= (AND(NULL;EINS) = NULL);

R

5

= (AND(EINS;NULL) = NULL); R

6

= (AND(EINS;EINS) = EINS);

R

7

= (8 x; y 2 D : OR(x; y) = NOT(AND(NOT(x);NOT(y))):
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Der Datentyp Integer

Die Menge der Datenobjekte des Datentyp Integer G = (D;F;R) ist ni
ht auf allen Re-


henmas
hinen die glei
he, sondern h

�

angt von der jeweiligen Wortl

�

ange ab. Normalerweise ist

D = f�2

n

; : : : ; 2

n

� 1g f

�

ur ein n (normalerweise n = 16; 32). Die Menge der Funktionen bein-

haltet:

� + : D

2

! D (Addition)

� � : D

2

! D (Subtraktion)

� � : D

2

! D (Multiplikation)

� DIV : D

2

! D (ganzzahlige Division)

� MOD : D

2

! D (Rest bei ganzzahliger Division)

Neben diesen Funktion stehen gegebenfalls no
h zur Verf

�

ugung:

� ABS : D ! D (Betragsfunktion)

� SQR : D! D (Quadratfunktion)

� SUCC : D! D (Na
hfolgerfunktion)

� PRED : D! D (Vorg

�

angerfunktion)

� � : D ! D (Vorzei
henwe
hsel)

Auf eine explizite Angabe der Regeln werden wir hier verzi
hten. Es sei nur kurz angegeben,

da� SUCC(x) := x + 1 und PRED(x) := x� 1 de�niert sind, falls x+ 1 bzw. x� 1 in D liegen.

Der Datentyp Real

Der Datentyp Real wird verwendet, um Re
hnungen mit reellen Zahlen dur
hf

�

uhren zu k

�

onnen.

Aufgrund ihrer Eigens
haft ist es jedo
h ni
ht m

�

ogli
h, alle reellen Zahlen darzustellen. Daher

beinhaltet der Datentyp Real nur eine endli
he Teilmenge der reellen Zahlen und die auf ihm

de�nierten Funktionen sind demzufolge au
h nur Approximationen der entspre
henden arith-

metis
hen Operationen in den reellen Zahlen. Neben den Grundoperationen +, �, �, = sind oft

au
h no
h folgende Operationen implementiert:

� SQRT : D! D (Quadratwurzel)

� POWER : D

2

! D (Potenzfunktion, (x; y) 7! x

y

)

� LOG : D ! D (nat

�

urli
her Logarithmus)

� EXP : D! D (Exponentialfunktion)

� SIN;COS;TAN;ARCSIN;ARCCOS;ARCTAN : D ! D (Winkelfunktion und deren

Umkehrung)
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Der Datentyp Boolean

Der Datentyp Boolean ist

�

ahnli
h zum Datentyp Bit. Es gibt nur die Datenobjekte TRUE und

FALSE. Es stehen die g

�

angigen Booles
hen ein- bzw. zweistelligen Funktionen AND, OR und

NOT zur Verf

�

ugung.

Der Unters
hied zwis
hen dem Datentyp Bit und Boolean besteht darin, da� si
h der Wahr-

heitsgehalt von Verglei
hen zwis
hen beliebigen Datentypen (dur
h sogenannte relationale Ope-

ratoren) dur
h den Datentyp Boolean ausdr

�

u
ken l

�

a�t,d.h. es gilt:

=; <>;<;>;>= : D

2

! Boolean;

wobei D ein belieger Datentyp ist (dabei sei den Operatoren die o�ensi
htli
hen Bedeutungen

zugewiesen).

Der Datentyp Char

Der Datentyp Char (Charakter) dient haupts

�

a
hli
h zur Kommunikation zwis
hen Re
henma-

s
hine und (mens
hli
hem) Anwender. Die Datenmenge des Datentyps Char enth

�

alt neben den

26 (lateinis
hen) Gro�bu
hstaben bzw. Kleinbu
hstaben, den 10 (arabis
hen) Zi�ern no
h eine

Anzahl von Satz-, Sonder- und Steuerzei
hen. Auf dieser Datenmenge ist eine Ordnung mittels

der Funktion ORD : Char! Integer de�niert. Dabei gilt A < B < : : : < Z < a < : : : < z und

0 < 1 < : : : < 9. Desweiteren gibt es no
h die Funktionen

� CHR : Integer! Char de�niert als Umkehrfunktion von ORD,

� SUCC : Char! Char de�niert dur
h SUCC(
) = CHR(ORD(
) + 1), und

� PRED : Char! Char de�niert dur
h PRED(
) = CHR(ORD(
)� 1).

6.2 Lineare Datentypen

Bevor wir komplexere Datentypen studieren k

�

onnen, werden wir Programmierkonstrukte ken-

nen lernen, die uns die Implementation dieser Datentypen erm

�

ogli
hen. Sie sind z.B. in der

Programmierspra
he PASCAL verf

�

ugbar.

Diese Programmierkonstrukte sind die Konstrukte des Feldes, des Verbundes und des Zeigers.

Im folgenden sei Type-Identifier irgendein Datentyp z.B. ein unten de�nierter komplexer

Datentyp oder ein elementarer Datentyp.

Definition 6.2 Ein Feld (Array) A von n Elementen eines Datentyps D ist vom Datentyp

D

n

. Es ist dur
h einen zusammenh

�

angenden Spei
herberei
h realisiert, in den die Werte von n

Variablen A[1℄; : : : ; A[n℄ glei
hen Typs gespei
hert sind.

Eine Deklaration von Array-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:

Array-Type = ARRAY[n

1

..n

2

,m

1

..m

2

,: : : ,r

1

..r

2

℄ OF Type-Identifier;
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Definition 6.3 Ein Verbund (Re
ord) R ist eine Zusammenfassung einer festen Anzahl von

Variablen R:X;R:Y; : : : m

�

ogli
herweise unters
hiedli
hen Typs.

Eine Deklaration von Verbund-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:

Re
ord-Type = RECORD

var

1

: Type-Identifier

1

;

.

.

.

var

n

: Type-Identifier

n

;

END;

Definition 6.4 Ein Zeiger (Pointer) P ist eine Referenz auf eine Variable eines bestimmten

Datentyps D, d.h. P " ist eine Variable vom Datentyp D.

Eine Deklaration von Pointer-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:

Pointer-Type = " Type-Identifier;

Dur
h die Funktion new wird einer Zeigervariablen eine neue Variable zugewiesen, die die Zeiger-

variable referenziert. Dur
h dispose wird diese Variable wieder entfernt. Ein Zeiger, dem no
h

keine Variable zugewiesen worden ist, zeigt auf den Wert nil. Dur
h Verwenden von Pointer

k

�

onnen sogenannte dynamis
he Variablen w

�

ahrend der Laufzeit des Programms erzeugt werden.

Die Wirkungsweise von Pointer (Referenzen auf Variablen) im Gegensatz zu Variablen soll das

folgende Beispiel erl

�

autern.

Beispiel 6.5

TYPE PointInt : "Integer;

VAR p,q : PointInt;

BEGIN

new(p); new(q);

p":=4; q":=5;

p":=q"; (* Nun ist p"=q"=5 *)

q":=2; (* Nun ist p"=5, q"=2 *)

p:=q; (* Nun ist p"=q"=2 *)

q":=5; (* Nun ist p"=q"=5 ! *)

END;

Wir werden im folgenden sogenannte verkettete Listen kennenlernen. Die Komponenten (Zellen)

dieser Listen sind Verbunde, die Zeiger enthalten, die wieder auf Verbunde des glei
hen Typs

zeigen:

Celltype = RECORD

element : Elementtyp;

next : "Celltype

END;
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Im folgende werden wir eine erweiterte Version der Programmierspra
he PASCAL verwenden.

Dabei f

�

ugen wir die Kommandos GOTO Output und Return(e) hinzu. GOTO Output springt an

einen ni
htnumeris
hen Label Output und Return(e) gibt den Wert des Ausdru
kes e zur

�

u
k

und verl

�

a�t die gerade aktive Prozedur bzw. Funktion. Beide Befehle k

�

onnen lei
ht in konstanter

Zeit dur
h Standardbefehle simuliert werden. Anstatt Funktionen mit ni
ht ver

�

anderbaren Pa-

rametern zu benutzen, werden wir man
hmal Funktionen mit variablen Parametern verwenden,

d.h.

�

Anderungen dieser Parameter wirken si
h au
h au�erhalb der Funktion aus. Man nennt

sol
he Parameter

�

ubergabe au
h 
all by referen
e im Gegensatz zum normalen 
all by value, bei

dem der Wert des Parameters in eine lokale Variable kopiert wird.

6.2.1 Listen

Wir werden jetzt den (abstrakten) Datentyp Liste einf

�

uhren. Eine Liste L ist ein komplexer

Datentyp und besteht aus einer endli
hen Kette von Zei
hen eines anderen Datentyps �. Eine

Liste L der L

�

ange n ist somit darstellbar als L = a

1

: : : a

n

, wobei a

i

Elemente des glei
hen

Datentyps sind. Wir bezei
hnen mit � das leere Wort, mit fg die leere Liste und mit End(L) die

Position, die a

n

folgt. End(L) gibt das Ende der Liste L an. Wir de�nieren die folgende Menge

an Operationen (Funktionen):

1. Insert: Die Funktion Insert erm

�

ogli
ht das Einf

�

ugen eines Zei
hens x in eine Liste L an

einer beliebige Stelle p. Operationell ist Insert wie folgt de�niert:

Insert : ��N� Liste ! Liste

(x; p; L) 7!

8

<

:

a

1

: : : a

p�1

xa

p

: : : a

n

falls 1 � p � n

a

1

: : : a

n

x falls p = End(L)

unde�niert sonst

:

2. Lo
ate: Die Funktion Lo
ate bere
hnet die erste Position p in der Liste L, so da� das p-te

Listenelememt glei
h x ist. Operationell ist Lo
ate wie folgt de�niert:

Lo
ate : �� Liste ! N

(x; L) 7!

�

minfi j a

i

= xg falls fi j a

i

= xg 6= ;

End(L) sonst

:

3. Retrieve: Die Funktion Retrieve liefert das p-te Element der Liste L. Operationell ist Retrieve

wie folgt de�niert:

Retrieve : N� Liste ! �

(p; L) 7!

�

a

p

falls 1 � p � n

unde�niert sonst

:

4. Delete: Die Funktion Delete entfernt das p-te Element aus der Liste L. Operationell ist

Delete wie folgt de�niert:

Delete : N� Liste ! Liste

(p; L) 7!

�

a

1

a

2

: : : a

p�1

a

p+1

: : : a

n

falls 1 � p � n

unde�niert sonst

:

5. Next: Die Funktion Next liefert den Index des dem p-ten Element folgenden Elementes der

Liste L. Operationell ist Next wie folgt de�niert:

Next : N� Liste ! N

(p; L) 7!

8

<

:

p + 1 falls 1 � p < n

End(L) falls p = n

unde�niert sonst

:
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6. Previous: Die Funktion Previous liefert den Index des dem p-ten Element vorausgehenden

Elementes der Liste L. Operationell ist Previous wie folgt de�niert:

Previous : N� Liste ! N

(p; L) 7!

�

p� 1 falls 1 < p � n

unde�niert sonst

:

7. Makenull: Die Funktion Makenull liefert eine leere Liste und den Index auf das Ende der

Liste. Operationell ist Makenull wie folgt de�niert:

Makenull : Liste ! Liste�N

L 7! (fg;End(fg))

8. Printlist: Die Funktion Printlist gibt die Liste L aus: Diese Funktion ist eine Funktion mit

Seitene�ekt, d.h. ihre operationelle Funktion ist uninteressant. Als Seitene�ekt wird die

Liste ausgegeben.

9. First: Die Funktion First liefert einen Verweis auf das erste Element einer Liste. Operationell

ist First wie folgt de�niert:

First : Liste ! N

L 7!

�

\erste Position in L" falls L 6= fg

unde�niert sonst

:

Implementation mittels Arrays

Als erstes werden wir PASCAL Prozeduren angeben, die eine Liste mittels des Konstruktes

ARRAY implementiert. Als Abk

�

urzung sei Elementtype der Datentyp der Elemente der Li-

ste (fr

�

uher �). Dieser selbst kann beliebig kompliziert sein (z.B. dur
h Verbunde oder Arrays

ges
ha
htelt de�niert).

In unser Implementation ist eine Liste dann dargestellt dur
h:

Liste = RECORD

elements : ARRAY[1..Maxlength℄ of Elementtype;

last : Position;

END;

wobei Maxlength eine geeignet de�nierte Konstante ist und Position der Indextyp ist (hier

Position = Integer).

Bevor wir zu den Implementationen der Liste mittels Arrays oder verketteter Listen kommen,

m

�

o
hten wir zeigen, da� wir Listenmanipulation ganz losgel

�

ost von der Implementation betra
h-

ten k

�

onnen, d.h. auf einem abstrakten Niveau. Wir wollen dies mit der Funktion Purge tun, die

die Liste von doppelt vorkommenden Elementen \reinigt". Dazu sei Same eine Funktion, die

feststellt, ob zwei Elemente vom Type Elementtype glei
h sind.

PROCEDURE Purge(VAR L:Liste);

VAR p,q:Position;

BEGIN
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p:=First(L);

WHILE (p<>End(L)) DO BEGIN

q:=Next(p,L);

WHILE (q<>End(L)) DO

IF Same(Retrieve(p,L),Retrieve(q,L)) THEN Delete(q,L)

ELSE q:=Next(q,L);

END;p:=Next(p,L);

END;

Dabei ist

FUNCTION End(VAR L:Liste);

BEGIN

Return(L.last+1)

END;

Die restli
hen Funktionen sind wie folgt implementiert:

1. PROCEDURE Insert(x:Elementtype;p:Position;VAR L:Liste);

VAR q:Position;

BEGIN

IF L.last>=Maxlength THEN Error

ELSE IF (p>L.last+1) OR (p<1) THEN Error

ELSE BEGIN

FOR q:=L.last DOWNTO p DO

L.elements[q+1℄:=L.elements[q℄;

L.last:=L.last+1;

L.elements[p℄:=x;

END;

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Insert betr

�

agt O(jLj).

2. FUNCTION Lo
ate(x:Elementtype;VAR L:Liste):Position;

VAR q:Position;

BEGIN

FOR q:=1 TO L.last DO

IF L.elements[q℄=x THEN Return(q);

Return(L.last+1);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Lo
ate betr

�

agt O(jLj).

3. FUNCTION Retrieve(p:Position;VAR L:Liste):Elementtype;

BEGIN

IF (p<1) OR (p>L.last) THEN Error

Return(L.elements[p℄);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Retrieve betr

�

agt O(1).

4. PROCEDURE Delete(p:Position; VAR L:List);
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VAR q:Position;

BEGIN

IF (p>L.last) OR (p<1) THEN Error

ELSE BEGIN

L.last:=L.last-1;

FOR q:=p TO L.last DO

L.elements[q℄:=L.elements[q+1℄

END;

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Delete betr

�

agt O(jLj).

5. FUNCTION Next(p:Position;VAR L:Liste):Position;

BEGIN

IF (p<1) OR (p>L.last) THEN Error;

IF p=L.last THEN Return(L.last+1);

Return(p+1);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Next betr

�

agt O(1).

6. FUNCTION Previous(p:Position;VAR L:Liste):Position;

BEGIN

IF (p<=1) OR (p>L.last) THEN Error;

Return(p-1);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Previous betr

�

agt O(1).

7. PROCEDURE Makenull(VAR L:Liste);

BEGIN

L.last:=0;

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Makenull betr

�

agt O(1).

8. PROCEDURE Printlist(VAR L:Liste);

VAR q:Postion;

BEGIN

FOR q=1 TO L.last DO

Print(L.Element[q℄);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von Printlist betr

�

agt O(n).

9. FUNCTION First(VAR L:Liste):Position;

VAR q:Postion;

BEGIN

IF L.last=0 THEN Return(0);

Return(1);

END;

Die Zeitkomplexit

�

at von First betr

�

agt O(1).

Damit hat die Funktion Purge eine Zeitkomplexit

�

at von O(n

2

).
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Implementation mittels verketteter Listen

Zun

�

a
hst m

�

ussen wir den Zeigertypen und die Listenkomponenten deklarieren:

List
omponent = RECORD

element: Elementtype;

next: List;

END;

List = " List
omponent;

Position = " List
omponent;

Eine Liste L ist jetzt dur
h einen Zeiger auf den Anfang einer verketteten Liste gegeben.

Dabei ist das erste Element ein dummy-Element, so da� das erste Element der Liste dur
h

L".next".element referenziert wird. Entspre
hend zeigt ein Zeiger statt auf das eigentli
he

Element auf den Vorg

�

anger. Dies erlei
htert die Implementation, wie wir glei
h sehen werden.

Wir werden uns auf die Implementationen der Funktionen End, Insert, Lo
ate und Delete be-

s
hr

�

anken.

� FUNCTION End(L:List):Position;

VAR q:Position;

BEGIN

q:=L;

WHILE q".next<>nil DO

q:=q".next;

Return(q);

END;

� PROCEDURE Insert(x:Elementtype;p:Position;VAR L:List)

VAR q:Position;

BEGIN

q:=p".next;

new(p".next);

p".next".element:=x;

p".next".next:=q;

END;

� FUNCTION Lo
ate(x:Elementtype;VAR L:List):Position;

VAR p:Position;

BEGIN

p:=L;

WHILE p".next<>nil DO

IF p".next".element=x THEN Return(p)

ELSE p:=p".next;

Return(p);

END;

� PROCEDURE Delete(p:Position;VAR L:List);

BEGIN

IF p".next=nil THEN Error;



120 KAPITEL 6. DATENSTRUKTUREN UND ALGORITHMEN

p".next:=p".next".next;

END;

In der folgenden Tabelle haben wir die Laufzeiten der wi
htigsten Funktionen in der Array- und

der Zeigerimplementation gegen

�

uber gestellt.

End Insert Lo
ate Delete

Array O(1) O(n) O(n) O(n)

Zeiger O(n) O(1) O(n) O(1)

6.2.2 Keller

In diesem Abs
hnitt werden wir den Datentyp des Kellers oder Stapels (engl. Sta
k) einf

�

uhren. Es

handelt si
h hierbei um eine Liste, bei der Einf

�

ugungen und L

�

os
hungen nur an einer (derselben)

Seite m

�

ogli
h sind. Diese Liste korrespondiert dann zu einem Stapel, auf den nur ein Element

oben dazu gelegt werden kann, oder von dem nur das oberste Element entfernt werden darf.

Daher nennt man einen Keller au
h eine LIFO (Last In First Out) Struktur.

Wie bei dem Datentyp Liste k

�

onnen wir sowohl eine Array als au
h eine Zeigerimplementa-

tion angeben. Wir werden uns jedo
h auf die Arrayimplementation bes
hr

�

anken. Analog zur

Implementation des Datentyps Liste de�nieren wir

Sta
k := RECORD

elements : ARRAY[1..Maxlength℄ of Elementtype;

top : Position;

END;

wobei Maxlength eine geeignet de�nierte Konstante ist und Position der Indextyp ist (hier

Position = Integer).

Operationell werden wir die folgenden Funktionen einf

�

uhren, von denen wir direkt eine Array-

Implementation angeben. Dabei \w

�

a
hst" unser Sta
k S na
h unten, d.h. es gilt S.top=

Maxlength+1 genau dann, wenn S leer ist.

� Makenull l

�

os
ht den Sta
k S.

PROCEDURE Makenull(VAR S:Sta
k);

BEGIN

S.top:=Maxlength+1;

END;

� Empty testet, ob der Sta
k S leer ist.

FUNCTION Empty(VAR S:Sta
k):Boolean;

BEGIN

IF S.top>Maxlength THEN Return(TRUE)

ELSE Return(FALSE);

END;
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� Top liefert das oberste Element des Sta
ks S.

FUNCTION Top(VAR S:Sta
k):Elementtype;

BEGIN

IF Empty(S) THEN Error

ELSE Return(S.elements[S.top℄);

END;

� Pop l

�

os
ht das oberste Element des Sta
ks S.

PROCEDURE Pop(VAR S:Sta
k);

BEGIN

IF Empty(S) THEN Error

ELSE S.top:=S.top+1;

END;

� Push legt ein neues Element oben auf den Sta
k S.

PROCEDURE Push(x:Elementtype;VAR S:Sta
k);

BEGIN

IF S.top=1 THEN Error;

S.top:=S.top-1;

S.elements[S.top℄:=x;

END;

6.2.3 S
hlange

Nun kommen wir zum Gegenst

�

u
k des Kellers, zum Datentyp S
hlange. Eine S
hlange

(engl:queue) ist eine FIFO (First In First Out) Struktur. Einf

�

ugen neuer Elemente ist nur am

Ende einer S
hlange erlaubt, w

�

ahrend das L

�

os
hen nur am Anfang passiert (man verglei
he dies

mit einer Wartes
hlange beispielsweise am Fahrkartens
halter). Wir werden eine Pointerimple-

mentation angeben. Dazu seien

Celltype = RECORD

element : Elementtype;

next : "Celltype

END;

und

Queue = RECORD

front, rear:"Celltype;

END;

� Makenull erstellt eine leere S
hlange.

PROCEDURE Makenull (VAR Q:Queue);

BEGIN
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new(Q.front);

Q.front".next:=nil;

Q.rear:=Q.front;

END;

� Empty testet ob eine S
hlange leer ist.

FUNCTION Empty (VAR Q:Queue): Boolean;

BEGIN

IF Q.front=Q.rear THEN Return(TRUE)

ELSE Return(FALSE)

END;

� Front liefert das vorderste Element der S
hlange.

FUNCTION Front (VAR Q:Queue):Elementtype;

BEGIN

IF Empty(Q) THEN Error

ELSE Return(Q.front".next".element)

END;

� Enqueue f

�

ugt eine neues Element am Ende der S
hlange an.

PROCEDURE Enqueue (x:Elementtype;VAR Q:Queue);

BEGIN

new(Q.rear".next);

Q.rear:=Q.rear".next;

Q.rear".element:=x;

Q.rear".next:=nil;

END;

� Dequeue l

�

os
ht das vorderste Element der S
hlange.

PROCEDURE Dequeue (VAR Q:Queue);

BEGIN

IF Empty(Q) THEN Error

ELSE Q.front".next:=Q.front".next".next;

END;

6.3 Datentypen aus der Graphentheorie

In diesem Kapitel werden wir den Datentyp des geri
hteten Graphen kennenlernen. Der Begri�

des Graphen ist s
hon in Abs
hnitt 1.2 eingef

�

uhrt worden. Wir geben die folgenden Darstel-

lungsarten f

�

ur Graphen an:

� Adjazenzmatrix. Ein Graph G = (V;E) ist dur
h eine Booles
he jV j � jV j Matrix A mit

A

i;j

=

�

TRUE falls (i; j) 2 E

FALSE sonst

dargestellt. Ein symmetris
her Graph korrespondiert dann zu einer symmetris
hen Matrix.

Der Gr

�

o�enaufwand dieser Darstellung betr

�

agt jV j

2

, kann also ggf. gr

�

o�er sein als die Gr

�

o�e

von G (= jV j+ jEj).
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� bes
hriftete Adjazenzmatrix. Ein kantengelabelter Graph G = (V;E; l) ist dur
h folgende

jV j � jV j Matrix dargestellt:

A

i;j

=

�

l((i; j)) falls (i; j) 2 E

# sonst

;

wobei # eine leere Markierung darstellt. Es gilt sinngem

�

a� dasselbe wie f

�

ur Adjazenzma-

trizen.

� Adjazenzlisten. Ein Graph G = (V;E) wird dur
h jV j Listen dargestellt (diese Listen bilden

wieder eine Liste L), wobei f

�

ur jedes v eine Liste die Menge der Knoten repr

�

asentiert, die

mit v verbunden sind, d.h. L

i;j

ist der j-te Knoten, der mit dem Knoten i verbunden ist.

Vorteil dieser Darstellung ist der optimale Spei
herverbrau
h von �(jV j+ jEj).

Nun k

�

onnen wir den Datentyp Graph de�nieren. Wir stellen hier die glei
hen Operationen wie

bei Datentyp Liste zur Verf

�

ugung (eine Liste der Knoten und eine Liste der Kanten). Zus

�

atz-

li
h de�nieren wir die folgenden Funktionen, die die Knoten- und Kantenliste miteinander in

Verbindung bringt. Dabei nehmen wir an, da� die Knoten numeriert sind.

� First bere
hnet zu einem Knoten v den Knoten w mit kleinster Nummer, der mit v ver-

bunden ist. Falls kein sol
her Knoten existiert, ist die Funktion unde�niert.

� Next bere
hnet zu einem Knoten v und einem mit v verbundenen Knoten w den n

�

a
hst-

gr

�

o�eren Knoten u, der mit v verbunden ist. Falls kein sol
her Knoten existiert, ist die

Funktion unde�niert.

� Vertex bere
hnet zu einem Knoten v und einer Zahl i den i-t kleinsten Knoten, der mit v

verbunden ist. Falls kein sol
her Knoten existiert, ist die Funktion unde�niert.

Eine geeignete Implementation mittels der Darstellung der Adjazenzmatrizen ben

�

otigt f

�

ur alle 3

Funktionen O(n) Zeit (dabei ist der Test, ob zwei Knoten miteinander verbunden sind, in kon-

stanter Zeit ausf

�

uhrbar). Die Implementation mittels der Darstellung der Adjazenzliste ben

�

otigt

f

�

ur alle Funktionen (au
h Test auf Verbundenheit) O(n) Zeit.

6.3.1 B

�

aume

Wie wir s
hon im Abs
hnitt 1.2 gesehen haben, sind B

�

aume sehr wi
htige und sehr einfa
he

Graphen. Da ein Baum mit n Knoten genau n � 1 Kanten enth

�

alt, ist die Darstellung Adja-

zenzmatrix derart ungeeignet, da� wir sie hier ganz au�er A
ht lassen. Im folgenden gehen wir

davon aus, da� wir einen Baum mit Wurzel 1 haben.

Neben der Adjazenzlistenrepr

�

asentation verf

�

ugen wir no
h

�

uber die sehr kompakte \Vaterre-

pr

�

asentation". Diese beruht auf der Tatsa
he, da� in einem Baum mit einer Wurzel jeder Kno-

ten einen eindeutigen Vaterknoten besitzt. Die Vaterrepr

�

asentation ist also dur
h ein Array A

realisiert, in dem der Eintrag A[i℄ gerade der Vater von i ist. Die Wurzel, der einzige Knoten,

der keinen Vater besitzt, soll mittels der Vaterrepr

�

asentation der Wert 0 zugewiesen werden.

Beispiel 6.6 Der Baum aus Abbildung 1.2 aus Abs
hnitt 1.2 hat die Vaterrepr

�

asentation

A = (0; 1; 1; 2; 2; 3; 3; 5).
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Die Numerierung der Knoten impliziert direkt eine Ordnung auf der Menge der S

�

ohne eines

Knoten. Der linkeste Sohn sei dabei derjenige Sohn mit der kleinsten Nummer, und der re
hte

Bruder eines Knotens derjenige Bruder mit der n

�

a
hstgr

�

o�eren Nummer. Wir de�nieren die

folgenden Operationen:

� Parent(n; T ) gibt den Vater des Knotens n im Baum T an (unde�niert, falls n die Wurzel

von T ist).

� Leftmost-Child(n; T ) gibt den linkesten Sohn von n in T an (unde�niert, falls n ein Blatt

ist).

� Right-Sibling(n; T ) gibt den re
hten Bruder von n in T an (unde�niert, falls es keinen

re
hten Bruder von n gibt).

� Label(n; T ) gibt die Bes
hriftung des Knotens n in T an.

� Create i (v; T

1

; : : : ; T

i

) liefert einen Baum mit Wurzel r, die mit v bes
hriftet ist, und die

als S

�

ohne die Wurzeln der B

�

aume T

1

; : : : ; T

i

hat.

� Root(T ) gibt die Wurzel des Baums T an.

� Makenull(T ) liefert einen leeren Baum.

Das Problem, eine systematis
he Au
istung der Knoten eines Graphen zu erhalten, kann im

Spezialfall von B

�

aumen lei
ht gel

�

ost werden. Der Tri
k hierbei ist die rekursive Struktur eines

Baumes: ein Baum T besteht aus einer Wurzel r und den dur
h die S

�

ohne von r gewurzelten

Unterb

�

aumen von T . Diese Struktur legt die folgenden sogenannten Dur
hmusterungsverfahren

nahe:

� Preorder-Verfahren: dur
hmustere zuerst die Wurzel und dann die Teilb

�

aume von links

na
h re
hts.

� Inorder-Verfahren: dur
hmustere zuerst den linkesten Teilbaum, dann die Wurzel und dann

die restli
hen Teilb

�

aume (wenn vorhanden).

� Postorder-Verfahren: dur
hmustere zuerst die Teilb

�

aume von links na
h re
hts und dann

die Wurzel.

Beispiel 6.7 Die Verfahren angewandt auf den Baum in Abbildung 1.2 erzeugen die folgen-

den Au
istungen der Knoten:

� Preorder: (1; 2; 4; 5; 8; 3; 6; 7)

� Inorder: (4; 2; 8; 5; 1; 6; 3; 7)

� Postorder: (4; 8; 5; 2; 6; 7; 3; 1)



Kapitel 7

Semantik von Programmierspra
hen

und das �-Kalk

�

ul

Wir wollen untersu
hen, wel
he Komplikationen bei der Betra
htung der Semantik von Pro-

grammierspra
hen auftreten, und wie diese zu l

�

osen sind. Wir werden dies an Hand einer sehr

�

ubersi
htli
hen Programmierspra
he mit wenigen Konstrukten erl

�

autern. Hierbei werden s
hon

viele wesentli
he Aspekte ber

�

u
ksi
htigt werden, die bei der semantis
hen Analyse von Program-

mierspra
hen auftau
hen k

�

onnen. Um einen ersten Eindru
k zu vermitteln, werden wir neben

der Syntax au
h eine intuitive Semantik angeben. Im Verlauf dieses Kapitels werden wir dann

die Semantik immer weiter verfeinern, L

�

u
ken s
hlie�en und mathematis
h pr

�

aziser werden. Der

Inhalt dieses Kapitels ist im wesentli
hen dem Bu
h von Gordon [Gor79℄ entnommen.

7.1 Die Spra
he \TINY"

Die Programmierspra
he TINY stellt zwei wesentli
he Konstrukte zur Verf

�

ugung: Ausdr

�

u
ke

und Befehle. Beide k

�

onnen Identi�er, die in Beispiel 2.11 eingef

�

uhrt wurden, beinhalten. Damit

haben wir s
hon die drei wi
htigsten syntaktis
hen Kategorien (Domains):

I = fI j I ist ein Identi�erg

E = fE j E ist ein Ausdru
kg

C = fC j C ist ein Befehlg:

Wir k

�

onnen die erlaubten Ausdr

�

u
ke und Kommandos mit einer BNF bes
hreiben:

< E > ::= 0 j 1 j true j false j read j< I >j not < E >j< E >=< E >j

< E > + < E >j (< E >)

< C > ::= < I >::=< E >j output < E >j if < E > then < C > else < C >j

while < E > do < C >j< C >;< C >j (< C >)

Wie wir bei der Betra
htung von Turing-Mas
hinen und RAMs gesehen haben, bezieht si
h

die Semantik auf die Bes
hreibung einer Kon�gurations

�

anderung. Daher m

�

ussen wir zun

�

a
hst

darauf eingehen, aus wel
hen Komponenten eine Kon�gurationsbes
hreibung besteht:

� der Spei
her, d.h. die Belegung der Variabeln mittels der Spei
herfunktion m.
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�

UL

� die Eingabe (eine Folge von Eingabesymbolen)

� die Ausgabe (eine Folge von Ausgabesymbolen)

Desweiteren m

�

ussen wir no
h einen Fehlerzustand einf

�

ugen, falls Befehle oder Ausdr

�

u
ke auf-

tau
hen, die zwar syntaktis
h korrekt aber semantis
h ni
ht verarbeitbar sind (z.B.: true+3).

Wir werden die Symbole E und C f

�

ur die semantis
he Funktionen f

�

ur Ausdr

�

u
ke bzw. Befeh-

le verwenden. Anhand der folgenden naiven Bes
hreibung der semantis
hen Funktionen sehen

wir s
hon die Notwendigkeit zu einer Formalisierung, die dann eine Pr

�

azisierung der Semantik

erm

�

ogli
ht.

(E1) E [0℄ = 0, E [1℄ = 1;

(E2) E [true℄ = TRUE, E [false℄ = FALSE;

(E3) E [read℄ ist das n

�

a
hste Zei
hen der Eingabefolge, falls diese ni
ht leer ist. Falls die Einga-

befolge leer ist, so erzeugt dies einen Fehler.

(E4) E [I ℄ ist der an I gebundene Wert. Falls I ungebunden ist, so erzeugt dies einen Fehler.

(E5) E [not E℄ = :E [E℄, falls E [E℄ 2 fTRUE;FALSEg, sonst wird ein Fehler erzeugt.

(E6) E [E

1

= E

2

℄ ist TRUE, falls E [E

1

℄ = E [E

2

℄ und beide keinen Fehler erzeugt haben. Sonst

ist der Ausdru
k FALSE.

(E7) E [E

1

+ E

2

℄ = E [E

1

℄ + E [E

2

℄, falls E [E

1

℄; E [E

2

℄ 2 N

0

, sonst erzeugt dies einen Fehler.

(C1) C [I := E℄ = (m(I) := E [E℄), falls E [E℄ keinen Fehler erzeugt hat, d.h. der Identi�er I

wird an den Wert von E gebunden. Ein vorher gebundener Wert wird

�

ubers
hrieben.

(C2) C [output(E)℄ bewirkt, da� an die Ausgabefolge der Wert E [E℄ angef

�

ugt wird.

(C3) C [if E then C

1

else C

2

℄ ist C [C

1

℄, falls E [E℄ = TRUE, C [C

2

℄, falls E [E℄ = FALSE, sonst

wird ein Fehler erzeugt.

(C4) C [while E do C℄: falls E [E℄ = TRUE so wird C ausgef

�

uhrt gefolgt von while E do C.

Falls E [E℄ = FALSE, so wird ni
hts ausgef

�

uhrt. Falls E [E℄ 62 fTRUE;FALSEg wird ein

Fehler erzeugt.

(C5) C [C

1

;C

2

℄ bewirkt, da� zun

�

a
hst C

1

und dann C

2

ausgef

�

uhrt wird.

7.2 Semantik von TINY

Wir werden jetzt die oben aufgef

�

uhrten Interpretationen von Ausdr

�

u
ken und Befehlen pr

�

azi-

sieren. Wir hatten s
hon gesehen, da� jeder S
hritt eines Programmes eine Ver

�

anderung des

Spei
hers sowie der Ein- und Ausgabe hervorruft. Eine Kon�guration bzw. ein Zustand ist da-

her (zumindests) von diesen drei Komponenten abh

�

angig. Im folgenden sei NUM eine Menge

von Symbolen f

�

ur die nat

�

urli
hen Zahlen und BOOL eine Menge von Symbolen f

�

ur die Wahr-

heitswerte. Wir k

�

onnen die folgenden sogenannten Berei
hsglei
hungen aufstellen:

VALUE = NUM [ BOOL

INPUT = VALUE

�
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OUTPUT = VALUE

�

MEMORY = I! VALUE [ funboundg

STATE = MEMORY� INPUT� OUTPUT;

wobei unbound 62 VALUE ein spezieller Wert ist, d.h. mI = unbound, falls der Identi�er I an

keinen Wert gebunden ist. Ein Zustand (STATE) ist somit also ein Tripel (m; i; o) mit m 2

MEMORY, i 2 INPUT und o 2 OUTPUT.

Als abk

�

urzende Notation werden wir [A! B℄ f

�

ur ff j f : A! Bg und [A+B℄ f

�

ur die disjunkte

Vereinigung von A und B verwenden.

Nun k

�

onnen wir die semantis
hen Funktionen E und C angeben. Der Werteberei
h von E ist die

Menge der Bedeutungen von Ausdr

�

u
ken (Denotations of Expressions (DOE)), der von C ist die

Menge der Bedeutungen von Befehlen (Denotations of Commands (DOC)). Damit sind

E : E ! DOE

C : C ! DOC:

Wir m

�

ussen nun no
h DOE und DOC genauer spezi�zieren. Um alle m

�

ogli
hen F

�

alle abzude
ken,

de�nieren wir wie folgt:

DOE = [STATE! [[VALUE� STATE℄ + ferrorg℄℄

DOC = [STATE! [STATE + ferrorg℄℄

Damit sind E und C eigentli
h mehrstellige Funktionen. Wir s
hreiben aber au
h statt E(E; s)

einfa
h E [E℄s und statt C (C; s) einfa
h C [C℄s.

Da Fehler auftreten k

�

onnen und si
h diese fortp
anzen, wird jeder semantis
he Ausdru
k dur
h

viele Bedingung und Fallunters
heidungen gepr

�

agt sein. Daher f

�

uhren wir die sogenannten M
-

Carthys
hen bedingten Ausdr

�

u
ke ein, die die folgende Form haben:

(p

1

! e

1

; p

2

! e

2

; : : : ; p

n

! e

n

)

Dieser Ausdru
k ist

�

aquivalent zu der folgenden if-then Struktur.

if p

1

then e

1

else if p

2

then e

2

.

.

.

.

.

.

else if p

n

then e

n

Falls das letzte p

n

fehlt, so tritt der letzte Fall e

n

ein, falls alle p

i

fals
h sind, d.h. die letzte Zeile

lautet dann: else e

n

. Dabei lassen wir au
h der

�

Ubersi
hthalber die

�

au�eren Klammern weg.

Mit diesen mathematis
hen Hilfsmitteln k

�

onnen wir die semantis
hen Funktionen E und C wie

folgt spezi�zieren.

(E1) E [0℄s = (0; s), E [1℄s = (1; s).

(E2) E [true℄s = (TRUE; s), E [false℄s = (FALSE; s).
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�

UL

(E3) E [read℄(m; i; o) = (null i! error; (hd i; (m; tl i; o)))

mit

null i =

�

TRUE falls i = �

FALSE sonst

und hd i = i

1

und tl i = i

2

: : : i

n

f

�

ur i = i

1

i

2

: : : i

n

(i 6= �). Die Erkl

�

arung f

�

ur diese De�niti-

on ist wie folgt: wenn das Eingabeband leer ist, so bekommen wir bei der Auswertung von

read einen Fehler. Andernfalls ist der Wert das erste Zei
hen der no
h vorhanden Eingabe

und die Eingabe wird um dieses Zei
hen verk

�

urzt.

(E4) E [I ℄(m; i; o) = (mI = unbound ! error; (mI; (m; i; o))).

E [I ℄ liefert den an den Identi�er I gebundenen Wert im Spei
her (mI), dabei

�

andert si
h

der Zustand ni
ht. Ist an I kein Wert gebunden, d.h. gilt mI = unbound, so verursa
ht

dies einen Fehler.

(E5) E [not E℄s = ((E [E℄s = (v; s

0

))! (isBool v ! (:v; s

0

); error); error)

mit

isBool x =

�

TRUE falls x 2 BOOL

FALSE sonst

E(not E) gibt den negierten Wert von E [E℄, falls E [E℄ ein Booles
her Wert ist, ansonsten

verursa
ht dies einen Fehler. Dur
h die Auswertung von E im Zustand s

�

andert si
h der

Zustand von s in s

0

.

(E6) E [E

1

= E

2

℄s = (E [E

1

℄s = (v

1

; s

1

))! ((E [E

2

℄s

1

= (v

2

; s

2

))! (v

1

= v

2

; s

2

); error); error.

E [E

1

= E

2

℄s wertet zun

�

a
hst den Ausdru
k E

1

im Zustand s aus, wodur
h der Zustand

s

1

entsteht. Dann wird E

2

in s

1

ausgewertet, dies gibt den Zustand s

2

. Falls eine der

Auswertungen einen Fehler erzeugt hat, so erzeugt dies einen Fehler, sonst werden die

beiden Werte v

1

und v

2

im Zustand s

2

vergli
hen und das Resultat zur

�

u
kgegeben.

(E7) E [E

1

+ E

2

℄s = (E [E

1

℄s = (v

1

; s

1

))! ((E [E

2

℄s

1

= (v

2

; s

2

))!

(isNum v

1

^ isNum v

2

! (v

1

+ v

2

; s

2

); error); error); error

mit

isNum x =

�

TRUE falls x 2 NUM

FALSE sonst

Die Semantik ist analog zu (E6).

(C1) C [I := E℄s = ((E [E℄s = (v; (m; i; o)))! (m[I := v℄; i; o); error)

mit

(m[I := v℄)I

0

=

�

v falls I

0

= I

mI

0

sonst

Die Auswertung von I := E bewirkt eine Zustands

�

anderung, indem der Identi�er I an den

Wert von E gebunden wird.

(C2) C [output E℄s = ((E [E℄s = (v; (m; i; o)))! (m; i; v:o); error)

Der Zustand der Ausgabefolge wird ge

�

andert, indem der Wert von E an den Anfang der

Ausgabefolge geh

�

angt wird (o! v:o).
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(C3) C [if E then C

1

else C

2

℄s = ((E [E℄s = (v; s

0

))! (isBool v !

(v ! C [C

1

℄s

0

; C [C

2

℄s

0

); error); error)

Wenn die Auswertung von E in s den Wert (v; s

0

) ergibt, so wird C

1

in s

0

ausgef

�

uhrt, falls

der Wert v von E wahr ist, ansonsten wird C

2

in s

0

ausgef

�

uhrt. Falls v kein Booles
her

Wert ist, oder ein Fehler bei der Auswertung von E auftrat, so ist das Ergebnis ebenfalls

ein Fehler.

(C4) C [while E do C℄s = ((E [E℄s = (v; s

0

))! (isBool v ! (v ! ((C [C℄s

0

= s

00

)

! C [while E do C℄s

00

; error); s

0

); error); error)

Falls die Auswertung von E in s den Wert (v; s

0

) ergibt und v wahr ist, so wird C in

s

0

ausgef

�

uhrt. Dies f

�

uhrt zum Zustand s

00

, in dem dann der Befehl while E do C erneut

ausgef

�

uhrt wird. Dies ges
hieht solange, bis entweder der Wert von E fals
h wird oder ein

Fehler auftritt. Man bea
hte hierbei die rekursive De�nition!

(C5) C [C

1

;C

2

℄s = (C [C

1

℄s = error)! error; C [C

2

℄(C [C

1

℄s)

Die Befehle C

1

und C

2

werden na
heinander ausgef

�

uhrt, wobei C

2

im Zustand s

0

= (C [C

1

℄s)

na
h der Ausf

�

uhrung von C

1

ausgef

�

uhrt wird.

Wir werden nun TINY erweitern und au
h parameterlose Prozeduren, die nur den Zustand

�

andern, als Ausdr

�

u
ke zulassen. Wir erweiterten die BNF wie folgt:

< E > ::= pro
 < C >

< C > ::= < I > :

Wir m

�

ussen au
h unsere Berei
hsglei
hungen erweitern:

VALUE = NUM + BOOL + PROC

INPUT = VALUE

�

OUTPUT = VALUE

�

MEMORY = I! [VALUE + funboundg℄

STATE = MEMORY� INPUT� OUTPUT

PROC = STATE! [STATE + ferrorg℄

Wir geben no
h die Semantik der neuen Ausdr

�

u
ke an.

(E8) E [pro
 C℄s = (C [C℄; s)

(C6) C [I ℄(m; i; o) = ((mI = unbound)! error; isPro
 (mI)!mI(m; i; o); error)

mit

isPro
 x =

�

TRUE falls x 2 PROC

FALSE sonst

Man bea
hte die rekursiv de�nierten Berei
hsglei
hungen: PROC ist mit Hilfe von STATE,

STATE mit Hilfe von MEMORY, MEMORY mit Hilfe von VALUE und VALUE mit Hilfe von

PROC de�niert. Um Probleme, die hieraus entstehen k

�

onnen, aus dem Wege zu gehen, m

�

ussen

wir ein no
h st

�

arkeres und pr

�

aziseres Modell aufbauen. Die n

�

otigen mathematis
hen Grundlagen

werden wir im n

�

a
hsten Abs
hnitt legen.
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7.3 Das � - Kalk

�

ul

In diesem Abs
hnitt bes
h

�

aftigen wir uns mit dem �-Kalk

�

ul, das 1941 von Chur
h eingef

�

uhrt

wurde. Mit Hilfe des �-Kalk

�

uls ist es m

�

ogli
h, Funktionen einheitli
h zu benennen. Die Benen-

nung von Funktionen (Default Naming) ges
hieht na
h einem

�

ahnli
hen Prinzip wie der Aufbau

pr

�

adikatenlogis
her Formeln und Terme und spiegelt den operationellen Aufbau wieder.

�-Ausdr

�

u
ke lassen si
h sehr lei
ht bilden. Sei E[x℄ ein Ausdru
k, der f

�

ur x 2 D

1

Werte in D

2

annimmt. Dann bezei
hnet �x:E[x℄ : D

1

! D

2

die eindeutige Funktion f : D

1

! D

2

, mit

8 d 2 D

1

: f(d) = E[d℄:

Die Variable x, die hinter dem � steht, bezei
hnet man als gebundene Variable, E[x℄ nennt man

den Rumpf (engl:body) des �-Ausdru
ks. Sp

�

ater werden wir die Menge der �-Ausdr

�

u
ke formal

de�nieren.

Falls si
h der Werteberei
h D

2

aus dem Kontext ergibt, s
hreiben wir abk

�

urzend au
h �(x :

D

1

):E[x℄. Ist au
h D

1

fest, so s
hreiben wir ledigli
h �x:E[x℄.

Beispiel 7.1

� �x:x+ 1 bezei
hnet die Na
hfolgefunktion vom Typ NUM! NUM.

� �x:xx bezei
hnet die Quadratfunktion vom glei
hen Typ.

� �x:(x � 0)! 1; 0 bezei
hnet die Signumfunktion. Hier bei haben wir die M
Carthys
hen

bedingten Ausdr

�

u
ke verwendet.

Neben Funktionen mit nur einem Argument, lasssen si
h dur
h �-Ausdr

�

u
ke au
h mehrstellige

Funktionen darstellen. So bes
hreibt der �-Ausdru
k

�(x

1

; : : : ; x

n

):E[x

1

; : : : ; x

n

℄

die Funktion

f : [D

1

� : : :�D

n

℄ ! D

0

(d

1

; : : : ; d

n

) 7! E[d

1

; : : : ; d

n

℄

Beispiel 7.2

� Die Additionsfunktion vom Typ [NUM�NUM℄! NUM wird dur
h

�(x; y):x+ y

ausgedr

�

u
kt.

� Die Subtraktionsfunktion vom Typ [NUM�NUM℄! [NUM + ferrorg℄ hat die Form

�(x; y):(x < y)! error; x� y

Wir f

�

uhren folgende Konventionen ein:
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� fx

1

x

2

: : : x

n

� (: : :((fx

1

)x

2

) : : :), d.h. fgx = (fg)x und ni
ht fgx = f(gx).

� �x

1

x

2

� � �x

n

:E[x

1

; : : : ; x

n

℄ � �x

1

:(�x

2

: � � �(�x

n

:E[x

1

; : : : ; x

n

℄) : : :). A
htung: dies ist ni
ht

�

aquivalent zu �(x

1

; : : : ; x

n

):E[x

1

; : : : ; x

n

℄.

� �x

1

� � �x

n

:E[x

1

; : : : ; x

n

℄(d

1

; : : : ; d

n

) = E[d

1

; : : :d

n

℄. Die Auswertung eines �-Ausdru
ks

hei�t au
h Applikation, dabei beginnt die Auswertung bei der

�

au�ersten Variable (oben

x

1

).

� D

1

! D

2

! : : :! D

n

� [D

1

! [D

2

! [: : : [D

n�1

! D

n

℄ : : :℄℄℄

� �x:fxyz � �x:(fxyz) 6� (�x:f)xyz, d.h. der K

�

orper eines �-Ausdru
kes dehnt si
h so weit

wie m

�

ogli
h na
h re
hts aus.

Wie wir bereits oben gesehen haben, ist die Funktion plus : [NUM � NUM℄ ! NUM de�niert

dur
h

plus = �(n;m):n+ m

eine zweistellige Funktion. Andererseits ist die Funktion

plus
 = �n:�m:n+ m = �nm:n + m

eine einstellige Funktion mit plus(n;m) = plus
 nm. Diese M

�

ogli
hkeit mehrstellige Funktionen

als einstellige Funktionen zu s
hreiben, wurde 1968 von Curry entde
kt. Sein Verfahren be-

ruht darauf, das karthesis
he Produkt im De�nitionsberei
h dur
h ges
ha
htelte Abbildungen

aufzul

�

osen. Nehmen wir zum Beispiel die zweistellige Funtion f : (D

1

�D

2

)! D

3

. Wir k

�

onnen

f zu der einstelligen Funktion f

0

: D

1

! (D

2

! D

3

) ma
hen. Dann ist f

0

(x) eine Funktion

D

2

! D

3

. Es gilt o�ensi
htli
h f(x

1

; x

2

) = f

0

(x

1

)(x

2

). Allgemein k

�

onnen wir den Operator


urry de�nieren dur
h:


urry : [[D

1

� : : :�D

n

℄ ! D℄! [D

1

! : : :! D

n

! D℄

f 7! �x

1

� � �x

n

:f(x

1

; � � � ; x

n

)

Wir k

�

onnen die 
urry-Funktion au
h im �-Kalk

�

ul s
hreiben als


urry = �fx

1

: : : x

n

:f(x

1

; : : : ; x

n

):

Falls f selbst ein �-Ausdru
k f = �(x

1

; : : : ; x

n

):E[x

1

; : : : ; x

n

℄ ist, so gilt


urry(�(x

1

; : : : ; x

n

):E[x

1

; : : : ; x

n

℄) = �x

1

: : :x

n

:E[x

1

; : : : ; x

n

℄:

Eine �-Applikation ist die Anwendung eines �-Ausdru
ks auf einen anderen �-Ausdru
k.

Die Darstellung eines Ausdru
kes M als eine Funktion dur
h �x:M nennt man �-Abstraktion.

Die beiden folgenden Axiome garantieren die Existenz und Eindeutigkeit von �-Abstraktionen:

Axiom of Comprehension: Sei M ein Ausdru
k mit Werten aus D, dann existiert eine Funk-

tion

f : D

0

! D mit 8x 2 D

0

: fx = M:

Insbesondere existiert eine �-Abstraktion verm

�

oge f = �x:M .

Axiom of Extensionality: Seien f; g : D

0

! D zwei Funktionen. Dann gilt

(8x 2 D

0

: fx = gx)) f = g:
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Insbesondere ist also die � - Abstraktion eindeutig.

Nun wollen wir �-Ausdr

�

u
ke genauer betra
hten. Wir geben daher eine BNF f

�

ur �-Ausdr

�

u
ke

an:

< E >::=< VAR >j< E >< E >j � < VAR > : < E >j (< E >)

Ein �-Ausdru
k ist somit entweder eine Variable, eine �-Applikation (< E >< E >) oder eine

�-Abstraktion (� < VAR > : < E >). Zus

�

atzli
h d

�

urfen �-Ausdr

�

u
ke no
h geklammert werden.

Beispiel 7.3 G

�

ultige �-Ausdr

�

u
ke sind z.B. xx, �x:xx, �xy:yx � �x:�y:yx, �xy:yz(�z:z).

Dur
h die BNF ist die Menge � aller � - Ausdr

�

u
ke induktiv wie folgt de�niert:

1. Jede Variable x ist ein � - Ausdru
k, d.h. x 2 �.

2. Wenn M ein �-Ausdru
k ist, dann ist au
h die �-Abstraktion �x:M ein � - Ausdru
k.

3. Wenn M;N �-Ausdr

�

u
ke sind, dann ist au
h die �-Applikation MN ein �-Ausdru
k.

Analog zu pr

�

adikatenlogis
hen Termen und Formeln k

�

onnen wir freie und gebundene Variablen

von �- Ausdr

�

u
ken de�nieren. Wir bezei
hnen die freien Variablen eines �-Ausdru
ke M mit

FV(M).

1. Die Variable x ist frei in si
h selbst, d.h. fxg = FV(x).

2. x kommt frei in einer �-Applikation MN vor, wenn x in M oder in N frei ist, d.h.

FV(MN) = FV(M) [ FV(N):

3. x kommt frei in einer �-Abstraktion �y:M vor, wenn x 6= y und x 2 FV(M) in M frei ist,

d.h.

FV(�y:M) = FV(M) n fyg:

4. x kommt frei in einem geklammerten �-Ausdru
k vor, wenn x in dem ungeklammerten

�-Ausdru
k frei vorkommt, d.h.

FV((M)) = FV(M):

Wir de�nieren die Menge BV der gebundenen Variablen analog.

1. Keine Variable x kommt in si
h selbst gebunden vor, d.h. BV(x) = ;.

2. x kommt gebunden in einer �-Applikation MN vor, wenn x in M oder in N gebunden ist,

d.h.

BV(MN) = BV(M) [ BV(N):

3. x kommt gebunden in einer �-Abstraktion �y:M vor, wenn x = y oder x 2 BV(M) in M

gebunden ist, d.h.

BV(�y:M) = BV(M) [ fyg:

4. x kommt gebunden in einem geklammerten �-Ausdru
k vor, wenn x in dem ungeklammer-

ten �-Ausdru
k gebunden vorkommt, d.h.

BV((M)) = BV(M):
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In der Pr

�

adikatenlogik hatten wir den Begri� des Teilterms eingef

�

uhrt. Dies werden wir au
h bei

�-Ausdr

�

u
ken ma
hen. Wir bezei
hen die Menge der Subterme eines �-Ausdru
ks N mit SUB(N)

und s
hreiben M � N , wenn M ein Subterm von N ist. Die Menge SUB kann o�ensi
htli
h wie

folgt de�niert werden.

1. SUB(x) = fxg f

�

ur alle Variablen x.

2. SUB(�x:N) = SUB(N) [ f�x:Ng.

3. SUB(MN) = SUB(N) [ SUB(M) [ fMNg.

4. SUB((M)) = SUB(M)

F

�

ur �-Ausdr

�

u
ke gelten die folgenden Axiome bzgl. der Glei
hheit von �-Ausdr

�

u
ken. Dabei

seien M;N;Z 2 � beliebige �-Ausdr

�

u
ke und x eine beliebige Variable:

1. M = M

2. M = N ) N = M

3. M = N;N = Z ) M = Z

4. M = N ) MZ = NZ

5. M = N ) ZM = ZN

6. M = N ) �x:M = �x:N

Axiome 1).{ 3). besagen, da� = eine

�

Aquivalenzrelation ist, 4. { 5. beziehen si
h auf die �-

Applikation. Regel 6. bezieht si
h auf die �-Abstraktion und hei�t au
h �-Regel .

Eine �-Applikation kann au
h als Substitution verstanden werden. So substituieren wir in der

�-Applikation (�x:E[x℄)a die Variable x dur
h a.

�

Ahnli
h zur Pr

�

adikatenlogik mu� man Vorsi
ht

walten lassen, damit keine innen gebundenen Variablen \

�

ubers
hrieben" werden: (�x:(�x:x))a =

�x:x 6= �a:a.

Die Operation der Substitution wird den folgenden Regeln gen

�

ugen.

Definition 7.4 Seien x; y Variablen und M;A;B �-Ausdr

�

u
ke. Das Ergebnis einer Substi-

tution [M jx℄A � A[x := M ℄ wird wie folgt spezi�ziert:

1. x[x := M ℄ �M .

2. y[x := M ℄ � y, falls x 6= y.

3. (�y:A)[x := M ℄ = �y:(A[x := M ℄), falls x 6= y und y 62 FV (M).

4. (AB)[x := M ℄ � (A[x := M ℄)(B[x := M ℄).

Folgende Re
henregeln (Konversionen) betre�en die Substitution gebundener Variablen.

� - Konversion: ist die Umbenennung der gebundenen Variablen eines �-Ausdru
ks:

�x:M = �y:M [x := y℄; falls y 62 BV(M) ^ y 62 FV(M)
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� - Konversion: ist die Substitution im Rumpf eines �-Ausdru
ks, d.h. die (partielle) Auswer-

tung des �-Ausdru
ks:

(�x:M)N = M [x := N ℄

� - Konversion: ist die \Verhinderung" der Dur
hf

�

uhrung einer Substitution, wenn die zu

substituierende Variable im Rumpf des �-Ausdru
ks ni
ht frei vorkommt:

�x:Ma = M; falls x =2 FV (M)

Damit gilt der folgende Satz (Extensionalit

�

atsaxiom).

Satz 7.5 Seien M;N �-Ausdr

�

u
ke mit Mx = Nx. Wenn x 62 FV(MN), dann ist au
h

M = N .

Beweis: mittels �-Regel und �-Konversion. 2

Die �-Normalform eines �-Ausdru
ks M 2 � ergibt si
h dur
h wiederholte Anwendung der

�-Konversion, solange diese anwendbar ist. Ni
ht jeder �-Ausdru
k l

�

a�t si
h in �-Normalform

bringen (z.B. wird (�x:xx)(�x:xxx) dur
h �-Konversion immer l

�

anger). Chur
h und Rosser

haben jedo
h bewiesen:

Satz 7.6 Die �-Normalform eines �-Ausdru
ks ist eindeutig (falls sie existiert).

Reynolds hat 1970 die Programmierspra
he Gedanken entwi
kelt, die auf dem �-Kalk

�

ul basiert.

1961 hat M
Carthy versu
ht, Elemente der �-Notation (=�-Kalk

�

ul + M
Carthys
he be-

dingte Ausdr

�

u
ke) in die Programmierspra
he LISP einzubringen.

7.4 Denotationelle Semantik von TINY

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel eingef

�

uhrten �-Notation, werden wir nun eine knappe und

pr

�

azise Bes
hreibung der Semantik von TINY geben. Diese Bes
hreibung ist jedo
h

�

aquivalent

zu der in Abs
hnitt 7.2 gegebenen Semantik von TINY.

Um eine knappe Bes
hreibung zu erm

�

ogli
hen, werden wir eine geeignete Komposition von

Funktionen de�nieren, das sogenannte Sequen
ing von Funktionen.

Die Komposition g Æ f zweier Funktionen f : D

1

! D

2

und g : D

2

! D

3

ist eine Funktion

g Æ f : D

1

! D

3

de�niert dur
h g Æ f = �x:g(fx). Das Sequen
ing von Funktionen ist

�

ahnli
h

der Komposition von Funktionen, erm

�

ogli
ht jedo
h das Weiterleiten von Fehlern, die w

�

ahrend

der Anwendung der einzelnen Funktionen der Verkettung auftreten k

�

onnen.

Wir bezei
hnen das Sequen
ing von Funktionen mit dem Symbol ?. Die Funktion f ? g kann

operationell wie folgt bes
hrieben werden: wenn bei der Auswertung von f ein Fehler auftau
ht,

so ist das Ergebnis von f ? g ebenfalls ein Fehler. Andernfalls wird g auf das Ergebnis von f

angewendet. Im Gegensatz zur Komposition g Æf ist es bei dem Sequen
ing f ?g m

�

ogli
h, Fehler

zu erkennen. Au�erdem werden wir au
h zulassen, da� g eine \
urried"-Funktion sein kann. Wir

de�nieren f ? g exemplaris
h an Hand der folgenden F

�

alle:
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1. Sei f : D

1

! [D

2

+ ferrorg℄ und g : D

2

! [D

3

+ ferrorg℄. Dann ist

f ? g : D

1

! [D

3

+ ferrorg℄

de�niert dur
h

f ? g = �x:(fx = error)! error; g(fx):

2. Sei f : D

1

! [[D

2

�D

3

℄ + ferrorg℄ und g : D

2

! D

3

! [D

4

+ ferrorg℄. Dann ist

f ? g : D

1

! [D

4

+ ferrorg℄

de�niert dur
h

f ? g = �x:(fx = error)! error; (fx = (d

2

; d

3

))! gd

2

d

3

:

Mit Hilfe des Sequen
ing k

�

onnen wir z.B. die semantis
he Klause

C [C

1

;C

2

℄s = (C [C

1

℄s = error)! error; C [C

2

℄(C [C

1

℄s)

vereinfa
hen zu

C [C

1

;C

2

℄ = C [C

1

℄ ? C [C

2

℄

Um eine kompakte S
hreibweise f

�

ur die semantis
hen Klausen der denotationellen Semantik von

TINY angeben zu k

�

onnen, werden wir jetzt einige Hilfsfunktionen angeben:

� result v gibt die Bedeutung eines Ausdru
ks, der v als Wert zur

�

u
kgibt, den Zustand jedo
h

ni
ht

�

andert.

result : VALUE! STATE! [[VALUE� STATE℄ + ferrorg℄

result = �vs:(v; s):

� donothing ist die Bedeutung eines Befehls, der ni
hts bewirkt.

donothing : STATE! [STATE + ferrorg℄

donothing = �s:s:

� 
he
kNum v ist die Bedeutung eines Ausdru
ks, der v zur

�

u
kgibt und den Zustand ni
ht

�

andert, falls v 2 NUM ist, und sonst error zur

�

u
kgibt.


he
kNum : VALUE! STATE! [[VALUE� STATE℄ + ferrorg℄


he
kNum = �vs:isNum v ! (v; s); error:

� 
he
kBool v ist die Bedeutung eines Ausdru
ks, der v zur

�

u
kgibt und den Zustand ni
ht

�

andert, falls v 2 BOOL ist, und sonst error zur

�

u
kgibt.


he
kBool : VALUE! STATE! [[VALUE� STATE℄ + ferrorg℄


he
kBool = �vs:isBool v ! (v; s); error:

Zus

�

atzli
h ben

�

otigen wir no
h ein Konstrukt um Fallunters
heidungen behandeln zu k

�

onnen.

Dazu de�nieren wir f

�

ur beliebige D die Funktion


ond : [D �D℄! BOOL ! D

mit


ond(d

1

; d

2

)b =

�

d

1

falls b = TRUE

d

2

falls b = FALSE

:

Nun k

�

onnen wir die semantis
hen Klausen folgenderma�en angeben:
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(E1) E [0℄ = result 0, E [1℄ = result 1.

(E2) E [true℄ = result TRUE, E [false℄ = result FALSE.

(E3) E [read℄ = �(m; i; o):null i! error; (hd i; (m; tl i; o)).

(E4) E [I ℄ = �(m; i; o):(mI = unbound)! error; (mI; (m; i; o)).

(E5) E [not E℄ = E [E℄ ? 
he
kBool ? (�v:result(not v)).

(E6) E [E

1

= E

2

℄ = E [E

1

℄ ? (�v

1

:E [E

2

℄ ? (�v

2

:result(v

1

= v

2

)))

(E7) E [E

1

+ E

2

℄ = E [E

1

℄ ? 
he
kNum ? (�v

1

:E [E

2

℄ ? 
he
kNum ? �v

2

:result(v

1

+ v

2

)).

(C1) C [I := E℄ = E [E℄ ? (�v(m; i; o):(m[I := v℄; i; o)).

(C2) C [output E℄ = E [E℄ ? (�v(m; i; o):(m; i; v:o)).

(C3) C [if E then C

1

else C

2

℄ = E [E℄ ? 
he
kBool ? 
ond(C [C

1

℄; C [C

2

℄).

(C4) C [while E do C℄ = E [E℄ ? 
he
kBool ? 
ond(C [C℄ ? C [while E do C℄; donothing).

(C5) C [C

1

;C

2

℄ = C [C

1

℄ ? C [C

2

℄.

7.5 Standard Semantik

Bei der Untersu
hung der Semantik von realen Programmierspra
hen, wie z.B. Pas
al, treten

no
h komplexere Probleme auf. So f

�

uhrt z.B. die direkte Bindung von Bezei
hnern (Identi�ern)

an Werte I ! VALUE zu Problemen. Au�erdem mu� gekl

�

art werden, wie die Semantik von

Sprungbefehlen de�niert und generell eine e�ektive Fehlerbehandlung modelliert werden kann.

Das folgende Beispiel verdeutli
ht die Probleme bei der sogenannten \einstu�gen" Bindung von

Identi�ern.

PROCEDURE P(VAR x:Real;VAR y:Real);

.

.

.

P(z,z)

Die \doppelte R

�

u
kgabe" der Variablen z erfordert einen doppelten Zugri� auf diese Variable,

d.h. in der Prozedur P sind bei Aufruf P(z,z) die Variablen x und y identis
h. Dieser Kon
ikt

kann dur
h eine sogenannte zweistu�ge Identi�erbindung gel

�

ost werden. Anstatt einen Identi�er

direkt an Werte zu binden, benutzen wir eine Zwis
henstufe und erhalten zwei Abbildungen :

I! LOC; LOC! VALUE:

Damit wird jedem Identi�er eine (Spei
her-)Stelle aus LOC (Lo
ation) zugeordnet, und jeder

Spei
herstelle ein Wert aus der Wertemenge VALUE.

Die erste Stufe dieser Bindung hei�t Umgebung (Environment):

ENV = I! [DV + funboundg℄;
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wobei DV = LOC die Menge der \denotable values" bezei
hnet. Die zweite Stufe der Bindung

modelliert den Spei
her (Store):

STORE = LOC! [SV + funusedg℄;

wobei SV die Menge der \storable values" bezei
hnet. Damit ist das Problem der direkten

Bindung von Identi�ern an Werte gel

�

ost.

Das zweite oben erw

�

ahnte Problem kann dur
h eine \Weiterf

�

uhrungssemantik" (
ontinuation se-

manti
s) gel

�

ost werden. Dabei ma
hen wir die Bedeutung von Befehlen und Ausdr

�

u
ken abh

�

angig

vom \Rest des Programms". Dies erlaubt z.B., da� ein Fehler bei der Auswertung eines Aus-

dru
kes oder der Ausf

�

uhrung eines Befehles direkt zu einem Programmabbru
h f

�

uhrt. So kann

direkt auf eine m

�

ogli
he Ausgabe des Programms Bezug genommen werden. Au�erdem wird es

m

�

ogli
h, Sprungbefehle semantis
h zu verarbeiten, da der ver

�

anderte \Rest des Programms" bei

Sprungbefehlen dur
h die Verwendung von Weiterf

�

uhrungssemantik darstellbar wird.

F

�

ur die \Continuation" von Befehlen geben wir den folgenden Berei
h an:

CONT = STATE

| {z }

Ergebnis des

Befehls

! [STATE + ferrorg

| {z }

Ausgabe

℄:

F

�

ur Ausdr

�

u
ke spezi�zieren wir:

ECONT = VALUE! STATE

| {z }

Ergebnis von

Ausdr
�
u
ken (
urried)

! [STATE + ferrorg

| {z }

Ausgabe

℄:

Abk

�

urzend werden wir die S
hreibweise

ECONT = VALUE! CONT

benutzen.

Die semantis
hen Funktionen E und C sind sowohl von Continuations als au
h von den Zust

�

anden

abh

�

angig. Damit gilt

E : E ! ECONT! STATE! [STATE + ferrorg℄

und

C : C ! CONT! STATE! [STATE + ferrorg℄:

Abk

�

urzend k

�

onnen wir au
h s
hreiben:

E : E ! ECONT! CONT

C : C ! CONT! CONT:

Mit den Bezei
hnungen 
; 


1

; : : : f

�

ur Elemente aus CONT und k; k

1

; : : : f

�

ur Elemente aus ECONT

k

�

onnen wir E und C wie folgt definieren:

E [E℄ks =

�

kvs

0

= k(v; s

0

) falls E den Wert v hat und s na
h s

0

transformiert wird

error sonst

und

C [C℄
s =

�


s

0

falls der Befehl C s zu s

0

transformiert

error sonst

:
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�

UL

Damit k

�

onnen wir die folgenden Berei
hsglei
hungen aufstellen, dabei werden wir jedo
h das

alte Modell der Identi�erbindung beibehalten:

VALUE = NUM [ BOOL

INPUT = VALUE

�

OUTPUT = VALUE

�

MEMORY = I ! [VALUE [ funboundg℄

STATE = MEMORY� INPUT �OUTPUT

CONT = STATE! [STATE + ferrorg℄

ECONT = VALUE! CONT

Damit ergeben si
h die folgenden Glei
hungen f

�

ur die semantis
hen Klausen.

(E1) E [0℄ks = k0s, E [1℄ks = k1s

oder unter Anwendung des Extensionalit

�

atsaxioms glei
hwertig:

(E1)' E [0℄k = k0, E [1℄k = k1.

(E2) E [true℄k = k TRUE, E [false℄k = k FALSE.

(E3) E [read℄k(m; i; o) = null i! error; k(hd i)(m; tl i; o).

(E4) E [I ℄k(m; i; o) = (mI = unbound)! error; k(mI)(m; i; o).

(E5) E [not E℄ks = E [E℄(�vs

0

:isBool v ! k(not v)s

0

; error)s.

Wenn wir err := �s:error setzen, so k

�

onnen wir verk

�

urzt s
hreiben:

(E5)' E [not E℄k = E [E℄(�v:isBool v ! k(not v); err).

(E6) E [E

1

= E

2

℄k = E [E

1

℄�v

1

:E [E

2

℄�v

2

:k(v

1

= v

2

).

(E7) E [E

1

+ E

2

℄k = E [E

1

℄�v

1

:E [E

2

℄�v

2

:(isNum v

1

^ isNum v

2

)! k(v

1

+ v

2

); err.

(C1) C [I := E℄
 = E [E℄�v(m; i; o):
(m[I := v℄; i; o)

(C2) C [output E℄
 = E [E℄�v(m; i; o):
(m; i; v:o)

(C3) C [if E then C

1

else C

2

℄
 = E [E℄�v:isBool v ! (v ! C [C

1

℄
; C [C

2

℄
); err

(C4) C [while E do C℄
 = E [E℄�v:isBool v ! (v ! C [C℄(C [while E do C℄
); 
); err

(C5) C [C

1

;C

2

℄
 = (C [C

1

℄ Æ C [C

2

℄)
 = C [C

1

℄(C [C

2

℄
)
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