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Vorwort

Das Skript “Einfiihrung in die Informatik” ist im Herbst 1992 aus den Vorlesungen “Informatik 1”
(Wintersemester 91/92) und “Informatik II” (Sommersemester 92) von Herrn Prof. Dr. Marek
Karpinski am Institut fiir Informatik der Universitdt Bonn entstanden.

Die Gliederung dieses Skriptes entspricht der inhaltlichen Struktur des Vorlesungsstoffes und
weicht daher an einigen Stellen von dem didaktischen Aufbau der Vorlesung ab. Damit ist der
Stoff auch ohne Kenntnis der eigentlichen Vorlesung zu erarbeiten. Priifungsrelevant bleibt
aber die Vorlesung von Prof. Dr. Karpinski!

Weiterhin werden teilweise geringfiigig abweichende Notationen verwendet. So benutzen wir die
in der Literatur iibliche Bezeichnung fiir Zustandsiibergangsfunktionen (§ statt M), wihrend
wir den Buchstaben M fiir die Bezeichnung von Turing-Maschinen reservieren. Desweiteren
sei bemerkt, dafl weitgehend auf die Unterstreichungen oder Grofischreibungen der Vorlesung
verzichtet wird, um die Lesbarkeit des Textes zu erhthen.

Das Skript beginnt mit einem vorbereitenden Kapitel iiber mathematische Grundlagen, dessen
Stoffauswahl weitgehend durch die Bediirfnisse der nachfolgenden Kapitel bestimmt ist.

Kapitel 2 gibt eine erste Einfiilhrung in die Theorie formaler Sprachen. Wir untersuchen die
Struktur reguldrer und w-reguldrer Mengen sowie den endlichen Automaten als das korrespon-
dierende Maschinenmodell.

In den Kapiteln 3 und 4 werden wir durch die Einfiihrung grundlegender Maschinenmodelle den
Berechnungsbegriff prizisieren und einen ersten Einblick in die Komplexititstheorie geben. Wir
werden zundchst die klassischen Modelle der Turingmaschine und der Random Access Maschine
behandeln und anschliefend den neueren Entwicklungen in der Komplexitdtstheorie durch die
Diskussion paralleler und randomisierter Berechnungsmodelle Rechnung tragen.

Das Kalkiil der Pradikatenlogik bildet den Grundstock fiir weite Teilgebiete der Informatik, so
z.B. der kiinstlichen Intelligenz im Rahmen des maschinellen Beweisens oder auch der Semantik
von Programmiersprachen. Wir werden daher in Kapitel 5 eine Einfiihrung in die Pradikatenlogik
geben.

In Kapitel 6 werden wir einen Abstecher in die Praxis unternehmen und einige grundlegende
Datentypen und Algorithmen behandeln.

Schlieflich diskutieren wir in Kapitel 7 die verschiedenen Ansatzpunkte zur Semantik von Pro-
grammiersprachen und werden dies anhand der einfachen Programmiersprache TINY verdeut-
lichen.

Letztlich méchten wir noch Herrn Udo Kalker fiir die Bereitstellung seiner ausgearbeiteten Vor-
lesungsmitschrift danken.

Bonn, im Dezember 1992 K. Werther
T. Werther



Vorwort zur neuen Auflage 2005

Das Skript wurde ausgehend von der Vorlesung “Informatik I1I” (Wintersemester 2003/04) von
Herrn Prof. Dr. Marek Karpinski am Institut fiir Informatik der Universitdt Bonn um das Kapitel
2.4 “Probabilistische Endliche Automaten” erweitert.

Bonn, im Oktober 2005 M. Hauptmann
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Grundlagen der Mengenlehre

Die Mengenlehre hat in der Mathematik eine grundlegende und zentrale Bedeutung, da sich jede
mathematische Aussage in der Sprache der Mengenlehre formulieren 1&8t. In diesem Abschnitt
mochten wir einige der grundlegenden Tatsachen der Mengenlehre beschreiben, verzichten aller-
dings auf eine formale axiomatische Konstruktion der Mengenlehre. Fiir uns ist die Mengenlehre
vielmehr eine geignete Sprache, mit Hilfe derer wir Zusammenh#nge ausdriicken werden.

G. CANTOR (siehe z.B. [Fel78], dort auch weiteres iiber die Mengenlehre) folgend mdchten wir
informell eine (abstrakte) Menge wie folgt definieren:

“Unter einer ‘Menge’ M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ‘Elemente’ von M genannt werden) zu einem Ganzen”

So bezeichnen wir z.B. die Zusammenfassung aller Punkte auf einer Geraden, die Zusammenfas-
sung aller Geraden in einer IEbene, oder auch die Zusammenfassung aller Horer der Informatik I
Vorlesung als Mengen.

Ein Objekt, das zu einer Menge A gehdrt, wird als ein Flement von A bezeichnet. Falls z ein
Element von A ist, so schreiben wir hierfiir 2 € A, anderenfalls schreiben wir 2 ¢ A. Falls jedes
Element einer Menge A in einer Menge B enthalten ist, so nennen wir A eine Teilmenge von B,
bzw. B eine Obermenge von A und notieren dies durch A C B.

Wir benutzen die folgenden Notationen:

e Falls alle Objekte xy,xs,...,2, Elemente der Menge A sind, so schreiben wir auch
T1,T2,...,0, €E Astatt 1 € A,a0 € A, ..., 2, € A.

e Falls keines der Objekte 1, zs,...,2, ein Element der Menge A ist, so schreiben wir
1,29, ..., 2, € A.

e Die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthélt, bezeichnet man mit dem Symbol
0.

e Iiir die folgenden, hdufig benutzten Mengen fiithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:
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N Menge der natiirlichen Zahlen.
Ny  Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich der Null.

N

Menge der ganzen Zahlen.
R Menge der reellen Zahlen.
B  Menge der Wahrheitswerte Wahr (W) und Falsch (F).

Wir werden die Menge der natiirlichen Zahlen spiter axiomatisch einfiihren.
Es gibt mehrere Méglichkeiten eine Menge anzugeben:

e Falls eine Menge nur endlich viele Elemente umfafit, so 148t sich die Menge durch die
Auflistung sédmtlicher Elemente angeben (in extension), wir schreiben dann z.B.

A={1,2,5,7}.

e lalls eine Menge unendlich viele Elemente umfafit (und damit nicht vollstindig aufge-
listet werden kann), so kann man sich auf die Angabe einiger Elemente dieser Menge
beschranken, falls die Beschaffenheit der fehlenden Elemente vom Kontext her klar ist.
Wir kénnen z.B die Menge U der ungeraden natiirlichen Zahlen folgendermaflien angeben:

U=1{1,3,579,11,...}.

e Falls sich die Elemente einer Menge A durch Transformation der Elemente einer zweiten
Menge B beschreiben lassen, so ist A durch die Angabe von B und der Transformation
festgelegt. So 148t sich z.B. die Menge (& der geraden natiirlichen Zahlen durch f(n) =2-n
fiir n € N charakterisieren. Hierfiir schreiben wir abkiirzend

G ={2n|n € N}.

e Falls sich die Elemente einer Menge A genau diejenigen Elemente einer Menge B sind, die
eine gewisse Eigenschaft P erfiillen, so schreiben wir (in intension)

A= {z € B|P(z)}

als die Menge aller 2 € B fiir die P(2) wahr ist. Falls B sich aus dem Kontext ergibt, so
verzichten wir auf die Angabe von B und schreiben kurz A = {z|P(x)}. So ist z.B.

P = {k € N|k hat aufler 1 und k keine weiteren Teiler}

die Menge aller Primzahlen einschliefilich der Eins.

Wir geben nun die grundlegende Terminologie der Mengenlehre an:

Definition 1.1 Seien A, B und X Mengen.

i) Falls A nur aus endlich vielen Elementen besteht, so heifit A endlich. Die Anzahl der
Elemente einer Menge A heifit die Kardinalitdt oder auch Mdchtigkeit von A und wird mit
|A| notiert. Die Kardinalitidt der leeren Menge ist Null (|@] = 0). Zwei endliche Mengen A
und B sind von gleicher Kardinalitit, falls |A| = |B] gilt.
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ii) Unter der Vereinigungsmenge AU B von A und B versteht man die Zusammenfassung der
Elemente von sowohl A als auch B, d.h

AUB :={z|zr€ Aoder z € B}.
Fiir endliche Mengen gilt |A U B| < |A| + |B|.

iii) Unter der Schnittmenge AN B von A und B versteht man die Menge der Elemente, die in
beiden Mengen vorkommen, d.h.

ANB:={zlr€ Aund z € B}.

iv) Unter der Differenz A\ B von A und B versteht man die Menge der Elemente, die nur in
A vorkommen, d.h.

A\B:={z|z€Aund 2z ¢ B}.

v) Unter der symmetrischen Differenz AAB von A und B versteht man die Menge der Ele-
mente, die entweder in A oder B vorkommen, nicht jedoch in beiden Mengen, d.h.

AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

vi) Unter dem Komplement A einer Teilmenge A von X versteht man die Menge B = {a €

X | a & A}. Offensichtlich ist (A) = A (die Notation A darf nur benutzt werden, wenn die
Menge X aus dem Kontext ersichtlich ist).

vii) A und B heiflen elementfremd oder auch disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element
besitzen, wenn also AN B = § gilt. Falls A und B endlich sind, so gilt in diesem Fall
|AU B| = |A| + |B].

viii) A und B sind gleich (4 = B), falls A C B und B C A gelten, d.h. alle Elemente, die in A

enthalten sind, auch in B vorkommen und umgekehrt.

ix) Unter der Potenzmenge von A versteht man die Menge aller Teilmengen der Menge A.

Wir notieren: B(A) = {X | X C A}. Fiir endliche Mengen A gilt |P(A4)| = 2/4,

X) Seien Ay, As,..., A, fiir n € N beliebige Mengen. Dann heifit die Menge A; X A3 X -+ x
A, =A{(x1,29,...,2,) | ®1 € Ay, 20 € Ag,... 2z, € A} (n-stelliges) kartesisches Produkt

von Aj,...,A,. Ein Element (21,z3,...,2,) dieser Menge bezeichnen wir als n-Tupel.
Falls die Mengen A; bis A, endlich sind, so gilt |[A; X --- X A,| = |Aq] - -+~ |A,|, falls
sie alle gleich sind, also Ay = Ay = A3 = ... = A, = A gilt, so schreiben wir A" statt

Al X Aa X ... X A,

Es sei bemerkt, dafl ein Tupel (ai,...,a,) nicht die Menge {ai,...,a,} ist. Die Elemen-
te eines jeden Tupels sind im Gegensatz zu den Elementen einer Menge durch ihre Reihen-
folge bestimmt. 2-Tupel (a,b) bezeichnet man dabei auch als geordnete Paare, wihrend 3-
Tupel (a,b,c) auch Tripel heifien. Formal kann ein n-Tupel a = (aq,...,a,) mit der Menge
A = {{ar},{ar, a2}, ..., {ay,...,a,}} identifiziert werden. Die i-te Komponente a; von a ist
dann die Mengendifferenz zwischen dem (eindeutig bestimmten) Element {aq,...,a;} € A der
Kardinalitdt ¢ und dem Element {ay, ..., a;—1} der Kardinalitdt ¢ — 1.

Die oben eingefiihrten Operationen auf Mengen gehorchen den folgenden Regeln.
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Lemma 1.2 Seien A, B, (' beliebige Mengen. Dann gelten:

i) AuUB=BUA (Kommutativgesetze)

ANB=BnNA

i) AU(BUC)=(AuB)UC (Assoziativgesetze)
AN(BNnC)=(AnB)NC

iii) AU(ANB)=A4 (Absorptionsgesetze)
AN(AUB)=A

iv) AUBNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetze)
AN(BUl)=(ANB)U(ANC)

Fiir kartesische Produkte gelten die folgenden Rechenregeln. Dazu seien Ay, Ay, By, By und B
beliebige Mengen.

1. (AHUA) x B=(A; x B)U(A; x B)

2. (A1\ A2) x B=(A1 x B)\ (42 x B)

3. (A1 NAy) X (BN By) = (A1 X B1)N (A3 x By)

4. Seien Ay, Az, By, By # 0. Dann gilt (A; X By) = (A2 X By) genau dann, wenn A; = A
und By = B sind.

Die Projektion einer Teilmenge R des kartesischen Produktes A x B auf A ist die Menge {a €
A|3b € B mit (a,b) € R}. Die Bildmenge R(a) von a € A ist die Menge {b € B | (a,b) € R}.
Analog ist die Urbildmenge R=1(b) von b die Menge {a € A | (a,b) € R}.

1.1.1 Relationen und Funktionen

Teilmengen des kartesischen Produktes A X B zweier Mengen A und B ermdglichen es uns, Be-
ziehungen zwischen den Elementen der Mengen A und B auszudriicken. Formal ist eine Relation

R iiber A und B eine beliebige Teilmenge R C A x B. R heifit auch Relation auf A und B. Liegt
ein Paar (a,b) € A x B in der Menge R, so benutzen wir statt (a,b) € R auch die Notation
a R b; andernfalls ist (a,b) ¢ R und wir schreiben a Rb.

Der Definitionsbereich DB(R) einer Relation R C A x B ist die Projektion von R auf A, der
Wertebereich W B(R) ist die Projektion von R auf B. Nun noch ein paar weitere Definitionen:
Eine Relation R heifit

o linkstotal, falls DB(R) = A gilt.

o rechistotal, falls W B(R) = B gilt.

e linkseindeutig, falls R~ (b) fiir alle b € B héchstens ein Element enthilt.

o rechiseindeutig, falls R(a) fiir alle @ € A hochstens ein Element enthilt.
Die Relation R C B x A mit (b,a) € R genau dann, wenn (a,b) € R, heifit die zu R inverse
Relation und wird mit R~! bezeichnet.

Fiir Relation R C A? sind noch die folgenden Bezeichnungen iiblich. R heifit
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o reflexiv, falls fiir alle a € A: (a,a) € R gilt,

e nicht reflexiv, falls fiir wenigstens ein a € A: (a,a) ¢ R gilt,

o irreflexiv, falls fiir alle a € A: (a,a) € R gilt,

o symmetrisch , falls fiir alle (a,b) € R auch (b, a) € R gilt.

e asymmetrisch, falls aus (a,b) € R auch (b,a) ¢ R folgt.

o antisymmetrisch, falls aus (a,b), (b,a) € R die Gleichheit a = b folgt.

e transitiv , falls aus (a,b) € R und (b,c) € R auch (a,c) € R folgt.

total, falls fiir alle a,b € A gilt, daBl (a,b) € R oder (b,a) € R ist.

Die kleinste Obermenge R’ O R von R, die transitiv ist, nennt man transitive Hiille von R. Sie
wird auch mit RT bezeichnet. Man kann R auch schreiben als

RT:{(a,b)EAQ|EInZ2,a:x1,$2,...,xn_1,xn:bV1§i<n:(xi,xH_l) € R}

Relationen mit bestimmten Eigenschaften haben gesonderte Namen.

e Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R C A? heifit Aquivalenzrelation.
e Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation R C A? heifit Ordnung.

e Eine reflexive, antisymmetrische, transitive und totale Relation heifit Totalordnung oder
auch totale (lineare, konvexe) Ordnung. Ist die Ordnung nicht total, d.h. existieren a,b € A
mit (a,b), (b,a) € R, so ist R eine partielle Ordnung.

e Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation R C A X B heifit Funktion oder auch Ab-
bildung von A nach B. Wir schreiben fiir (a,b) € R statt R(a) = {b} dann auch R(a) =b
und statt R C A X B auch R: A — B.

Funktionen sind besonders wichtige Objekte in der Mathematik. Daher haben sich fiir Funktio-
nen gesonderte Bezeichnungen eingebiirgert. Sei f eine Funktion von A nach B. Dann heifit f

o surjektiv (engl.: onto) oder auch Surjektion (von A auf B), falls f rechtstotal ist.
e injektiv oder auch Injektion (von A auf B), falls f linkseindeutig ist.

e bijektiv (engl.: one-one) oder auch Bijektion (von A auf B), falls f injektiv (linkseindeutig)
und surjektiv (rechtstotal) ist.

Die Umkehrrelation f~! einer bijektiven Funktion f von A nach B ist wieder eine Funktion (von
B nach A). f~1 heiBt in diesem Falle Umkehrfunktion von f (und ist ebenfalls bijektiv).

Eine nichtnotwendigerweise linkstotale, jedoch rechtseindeutige Funktion nennen wir partielle
Funktion, da sie nur auf Teilen des moglichen Definitionsbereiches definiert ist. Zur Betonung
des Unterschiedes nennen wir (linkstotale) Funktionen auch totale Funktionen.

Nun ist auch die folgende Definition mdglich: zwei nicht notwendigerweise endliche Mengen A
und B besitzen die gleiche Michtigkeit, falls es eine Bijektion f von A nach B gibt (f~! ist
dann eine Bijektion von B nach A).
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Wir werden diese Definition in abgewandelter Form in Abschnitt 1.1.3 benutzen um zu zeigen,
dafl die Miachtigkeit der natiirlichen Zahlen mit der der rationalen Zahlen, nicht aber mit der
der reellen Zahlen {ibereinstimmt.

1.1.2 Die natiirlichen Zahlen und vollstidndige Induktion

In diesem Abschnitt werden wir die Menge N der natiirlichen Zahlen axiomatisch einfiihren.
Diese axiomatische Einflihrung geht auf PEANO zuriick. Grundlegend hierfiir ist die folgende
Notation.

Sei S C X eine Menge. Dann heifit die durch T notierte Funktion auf S Nachfolgefunktion. Zu
s € S heiBt st € X Nachfolger von s.

Nun konnen wir die natiirlichen Zahlen auch axiomatisch definieren.

Definition 1.3 Die eindeutig bestimmte Menge S, die die nachfolgenden fiinf PEANO-
Axiome erfiillt, heiit Menge der natirlichen Zahlen und wird mit N bezeichnet.

Axiom 1 1 € S ist eine natiirliche Zahl.

Axiom 2 Wenn n € S eine natiirliche Zahl ist, so ist auch nt € S eine natiirliche Zahl, d.h.
T ist eine Funktion von S nach S.

Axiom 3 Es gibt kein n € S, dessen Nachfolger nt = 1 ist.
Axiom 4 Falls nT = m™ gilt, so folgt n = m, d.h. die Funktion T ist eine Injektion.

Axiom 5 Falls 7' eine Menge ist, die 1 enthilt (1 € T) und mit n auch den Nachfolger n*
(neT = nt €T),sogilt SCT.

Es sei bemerkt, daf die Eindeutigkeit von N (und somit die Wohldefiniertheit!) aus dem Axiom 5
folgt. Denn, wenn es noch eine zweite Menge S # N gébe, die die Peano-Axiome erfiillte, dann

wire nach Axiom 1 und Axiom 2 sowohl S als auch N eine erlaubte Menge fiir die Menge 7" aus
Axiom 5. Somit folgt S C N C S und somit S = N im Widerspruch zur Annahme.

Auflerdem sei darauf hingewiesen, dafi sich Axiom 5 auch durch folgendes dquivalentes Axiom
ersetzen 14ft.

Axiom 5’ Falls T eine Teilmenge von S ist, die 1 enthélt (1 € 7) und mit n auch den Nachfolger
nt (nel = nt el), sogiltS=T.

Man nennt das Axiom 5 bzw. 5’ auch Induktionsaxiom.

Um eine mathematisch greifbare Definition der natiirlichen Zahlen zu haben, werden wir uns
jetzt einer Konstruktion fiir die Menge der natiirlichen Zahlen zuwenden, die von vON NEUMANN
stammt.

Sei X ein Menge. Dann ist der Nachfolger X+ von X definiert durch X* = X U {X}. Falls X
eine endliche Menge ist, ist X T offensichtlich von X verschieden, da | X¥| > | X] ist.

Startend mit der leeren Menge X = (), kénnen wir die Nachfolger X T = XU{X } = Qu{0} = {0},
(X" = {0 U {{0}} = {0,{0}}, usw. bilden. vON NEUMANN hat nun die natiirlichen Zahlen
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als diese Mengen definiert, bzw. diese Mengen mit den Symbolen fiir die natiirlichen Zahlen
belegt. Mit dieser Notation gilt: 0 := @, 1 := 07 = {0} = {0}, 2 := 1+ = {0, 1}, usw.. Alle so
entstehenden Mengen sind endlich und daher alle verschieden.

Damit haben wir den folgenden Satz.

Satz 1.4  Die Menge N der oben konstruierten Mengen ({0}, {@,{0}},...) ausschlieflich der
Menge @, bildet die Menge N der natiirlichen Zahlen.

BeEwris:  Wir miissen die fiinf PEANO-Axiome nachweisen. Axiome 1 und 2 folgen direkt aus
der Definition. Fiir die obige Konstruktion folgen Axiom 3 und 4 schon aus den Axiomen 1 und
2 und |XT| > | X|. Wir miissen jetzt noch Axiom 5’ nachweisen. Dazu nehmen wir an, daf eine
echte Teilmenge T von N existiert, die die Axiome 1 und 2 erfiillt. Sei n € N \ T die kleinste
Menge aus NN, die nicht in 7" enthalten ist. Da n in N ist, muf} es ein m € N mit m™ = n geben.
Da n kleinstméglich gewdhlt war, folgt m € T und mit Axiom 2 fiir 7" auch n € T. Dies ist ein
Widerspruch und Axiom 5’ bewiesen. O

Fiir die natiirlichen Zahlen gilt auch das folgende Lemma.

Lemma 1.5 Sei n € N. Dann ist entweder n = 1 oder es gibt genau einen Vorgénger m € N
von n, der m* = n erfiillt.

In Zukunft bezeichnen wir den Nachfolger nt von n mit n+1 bzw. succ (n) und den nach obigem
Lemma eindeutigen Vorgénger von n > 1 mit n — 1 oder pred (n).

Nun wenden wir uns dem Beweisprinzip der wvollstindigen Induktion zu. Es dient dazu ganze
Mengen von Aussagen {A,} .y zu beweisen. Die Korrektheit des Beweisprinzips beruht auf
Axiom 5’. Demnach sind zwei Schritte durchzufiihren:

1. Induktionsverankerung oder Basisschritt (engl.: base step): Zeige die Giiltigkeit der Aussage
A

2. Induktionsschritt (engl.: induction step): Zeige, dafl aus der Giiltigkeit des Aussage A,
(die Annahme der Giiltigkeit dieser Aussage nennt man Induktionsannahme (IA)) die
Giiltigkeit der Aussage A,41 folgt.

Sei T’ die Menge der Indizes der giiltigen Aussagen aus {A”}neN‘ T erfiillt die Bedingungen des
Axioms 5. Daraus folgt 7' = N und die Giiltigkeit jeder Aussage aus {A,}.

Durch Transformierung der Indizes kann mit diesem Verfahren die Giiltigkeit von Mengen von
Aussagen der Form {Af,)}, N gezeigt werden.

Wir wollen das Prinzip der vollstindigen Induktion an zwei Beispielen veranschaulichen.

Beispiel 1.6 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

n

D i=n(n+1)/2. (1.1)

=1
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Um diese Aussage (bzw. Menge von Aussagen) mittels vollstdndiger Induktion zu beweisen,
miissen wir die Induktionsverankerung und den Induktionsschritt beweisen. Die Induktionsver-
ankerung ist trivial (1 = 1); fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, daf§ fiir ein n € N die
Gleichung (1.1) erfiillt ist (Induktionsannahme). Fiir n 4+ 1 gilt dann:

n+1 n
Zi = Zi+(n+1)
1) a(t w1 +2m+1) (04 1)(n+2)

1) = = .
+(n+1) 5 5

2

Aus der Korrektheit von Induktionsverankerung und Induktionsschritt folgt, wie oben bereits
erwdhnt, die Giiltigkeit von (1.1) fiir alle natiirlichen Zahlen.

Beispiel 1.7 Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5 gilt
n? < 2" (1.2)

Die Induktionsverankerung ist wieder trivial, da 25 < 32 gilt. Sei die Aussage (1.2) fiir n > 5
giiltig, dann gilt fiir n + 1 wegen

(1A)

n>b
27Tl =9.9" S % S i 4 2n4 1= (n+1)?

ebenfalls die Giiltigkeit von (1.2) und somit ist die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5
bewiesen.

1.1.3 Diagonalisierungsverfahren

Wir werden uns jetzt einem anderen wichtigen Beweisverfahren in der Mathematik zuwenden,
das in der theoretischen Informatik eine hervorragende Rolle spielt. Dies ist das CANTORsche
Diagonalisierungsverfahren. Wir werden in diesem Abschnitt die folgenden beiden Séitze bewei-
sen. Besonders der Beweis von Satz 1.9 wird uns in anderer Form noch einmal wieder begegnen.

Satz 1.8 Die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen ist gleich der Michtigkeit der rationalen
Zahlen.

Satz 1.9 Die Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen ist kleiner als die Machtigkeit der reellen
Zahlen.

Wir beginnen mit dem Beweis von Satz 1.8. Zun&chst wollen wir jedoch folgendes feststellen:

Zwei Mengen A und B haben die gleiche Michtigkeit, falls es surjektive Abbildungen f4: A — B
und fp: B — A gibt. Es gilt dann ndmlich |A| < |B| < |A| und damit Gleichheit.

BeEweEls:  (von Satz 1.8)
Wir geben zwei surjektive Abbildungen fy : N — Q und fg : Q —+ N an. Wir definieren

| ¢ falls ¢ € Nist
fQ(q)_{ 1 falls ¢ ¢ Nist
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Offensichtlich ist fg surjektiv, da N C Q ist. fy setzen wir aus zwei surjektiven Funktionen

zusammen (die Komposition surjektiver Funktionen ist natiirlich wieder surjektiv). Dazu seien
g:N—=Zund fz :Z — Q. Wir definieren ¢ durch

(n) = (n—1)/2 falls n ungerade
g\ = —n/2  falls n gerade

Offensichtlich ist g surjektiv. fz bildet 0 auf 0 ab, Z~¢ auf Qo und Z.g auf Q.. Wir beschreiben
die Abbildung von Zq auf Q, die Konstruktion des anderen Teils ist analog. Dazu schreiben
wir die Menge Qo (mit Wiederholungen der Elemente) als zweidimensionale Tafel:

1 1 1 1
T3 3 771
Ve S Ve
2 2 2
1 2 3
e e
3 3
1 2
e
4
1

Die Pfeile reihen die rationalen Zahlen wie an einer Perlenkette auf. Dabei verlaufen die Pfeile
immer diagonal von rechts oben nach links unten oder umgekehrt. Wir ordnen jetzt der Zahl 1
die Zahl 1 zu und induktiv der Zahl n+1 den durch die Pfeile angedeuteten Nachfolger des Bildes
von n. Dadurch ist sicher gestellt, daf zu jeder rationalen Zahl ein Urbild existiert (genauer: zu
L gibt es ein Urbild k& mit & < (n+m)?/2). Daher ist auch diese Abbildung surjektiv und alles
Behauptete bewiesen. O

Im Beweis von Satz 1.9 bezieht sich die Diagonalisierung auf die Hauptdiagonale. Dieses Ver-
fahren wird auch als CANTORsches Diagonalverfahren bezeichnet. Wir haben die reellen Zahlen
R nicht axiomatisch eingefiihrt. Daher wollen wir es hier bei unseren intuiven Vorstellung der
reellen Zahlen als “unendliche Dezimalbriiche” belassen.

Bewers:  (von Satz 1.9)

Nehmen wir an, der Satz wiirde nicht gelten und es gébe eine surjektive Abbildung ¢ : N — R.
Dann gibe es auch eine surjektive Abbildung gy : N — [0,1). Wir wollen diese Annahme zum
Widerspruch fiithren; damit wire die Aussage gezeigt. Wir werden eine reelle Zahl z € [0,1)
konstruieren, die nicht im Wertebereich von ¢ liegt. Dazu sei die n-te Dezimalstelle z,, von z
hinter dem Komma definiert durch z,, = (¢(n),+1) mod 10. Wenn wir uns eine Liste der reellen
Zahlen vorstellen, so ist z gerade durch die Diagonalelemente konstruiert. Die Konstruktion von
z stellt jedoch sicher, daf sich @ von jeder Zahl in der Liste {g(n)}, y unterscheidet. Daher gilt
v &{g(n)}, N im Widerspruch zur Annahme. O

Man beachte, dafl dieser Beweis nicht fiir die rationalen Zahlen funktioniert, da das konstruierte
z in R\ Q liegt. Mengen, die von der Michtigkeit der natiirlichen Zahlen sind, nennt man
abzihlbar, Mengen einer gréfleren Méchtigkeit nennt man Gberabzihlbar. Fiir die Michtigkeit der
natiirlichen Zahlen hat sich das Symbol xo (Aleph 0) und fiir die M&chtigkeit der reellen Zahlen
das Symbol x1 (Aleph 1) eingebiirgert.

1.1.4 Das Russellsche Paradoxon in der Mengenlehre

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafi die Bildung von Mengen beliebiger Art zu Paradoxien
fiihren kann. Das RuUssELLsche Paradoxon ist dhnlich der folgenden Paradoxie
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“Diese Aussage ist falsch.”

Denn wenn “Diese Aussage ist falsch.” eine wahre Aussage ist, so folgt aus der Bedeutung der
Aussage, dafl “Diese Aussage ist falsch” eine falsche Aussage ist. In diesem Fall jedoch muf
das Gegenteil der Aussage “Diese Aussage ist falsch.” gelten, dafi heifit die Aussage ist wahr.
Paradoxon!

Ein Paradoxon benannt nach RICHARD (“Les principes de mathématiques et le probleme
des ensembles”, Rev. Gen. des Sc. 16, 541) tritt bei der Betrachtung der folgenden Menge
A = {r € R | es gibt eine endliche Beschreibung von r in der deutschen Sprache} auf. So sind
z.B. die Zahlen mit den Beschreibungen “drei Komma sieben zwei”, “Quadratwurzel aus neun-
undzwanzig” und “Limes der Folge Klammer auf eins plus eins durch » Klammer zu hoch n”
in A enthalten. A ist sicherlich abz&hlbar, sei f eine Aufzéhlung (d.h. f: N — A). Analog zum
CaNTORschen Diagonalverfahren definieren wir die Zahl 2 als “diejenige Zahl zwischen Null und
Eins, deren n-te Stelle hinter dem Komma gleich der Summe von eins und der n-ten Stelle der
n-ten Zahl (bzgl. der Aufzdhlung f) der Menge A modulo zehn ist”. Damit ist & nicht in A ent-
halten (siehe Beweis von Satz 1.9), besitzt jedoch eine endliche Beschreibung in der deutschen
Sprache und ist damit in A enthalten. Paradoxon!

Nun kommen wir zum Paradoxon von RUSSELL. Dazu definieren wir die Menge M aller Mengen,
die sich nicht selbst enthalten, d.h. M = {X | X ¢ X}. Das Paradoxon entsteht nun dadurch,
dafl M weder sich selbst enthalten kann noch sich selbst nicht enthalten kann. Denn enthielte

M sich selbst, diirfte M (nach Definition von M) sich nicht selbst enthalten. Falls M sich nicht
selbst enthielte, miifite jedoch M in sich selbst enthalten sein. Paradoxon!

Diese Widerspriiche in der Mengenlehre liegen an dem zu weit (und vorallem zu ungenau)
gefafiten Mengenbegriff von CANTOR. Wir wollen jedoch auf eine axiomatische Einfithrung des
Mengenbegriffs verzichten, im wesentlichen wird jedoch verboten, dafi Mengen sich selbst ent-
halten diirfen. Stattdessen wollen wir darauf hinweisen, dafl das Paradoxon von RUSSELL durch
die Selbstanwendung eines negierten Pradikats auf ein Objekt entsteht (X € M genau dann,
wenn nicht X sich selbst enthilt).

1.2 Grundlagen der Graphentheorie

In diesem Abschnitt méchten wir einige Grundlagen aus der Graphentheorie erldutern, die wir
spater zur Definition und Darstellung algorithmischer Strukturen ben&tigen werden. Graphen
treten in vielen méglichen Bereichen der Informatik auf; sie werden sich daher nicht nur in Kapi-
tel 2 bei der Untersuchung von endlichen Automaten als ein niitzliches Hilfswerkzeug erweisen.

Zunichst geben wir eine formale mathematische Definition eines (endlichen) Graphen.

Definition 1.10 Ein Graph G ist ein 2-Tupel (V, F), wobei V eine endliche Menge und F
eine Teilmenge von V x V ist. Man nennt V die Menge der Knoten von G und I die Menge der
(gerichteten) Kanten von G.

Oft wird V als V = {vy,...,v,} geschrieben und E = {ey,...,e,}. In der Graphentheorie hat
es sich eingebiirgert, mit n die Anzahl der Knoten zu bezeichnen und mit m die Anzahl der
Kanten. Desweiteren bezeichnen die (indizierten) Kleinbuchstaben u, v und w stets Knoten und
e stets Kanten.
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Abbildung 1.1: Graph mit drei Knoten

Der Knoten u heifit mit v verbunden, falls (u,v) € E gilt. Somit ist £ gerade die Relation
“verbunden”. Falls diese Relation symmetrisch ist, d.h. aus (u,v) € F folgt auch (v,u) € F, so
nennen wir den Graphen G = (V| F) ungerichtet, sonst heifit G gerichtet. Entsprechend gelten
auch die anderen Bezeichnungen fiir Relationen (wie z.B. reflexiv, antisymmetrisch) auch fiir
Graphen. Irreflexive Graphen nennt man auch schlingenfrei.

Ein 3-Tupel G = (V, E,lg) mit V und E wie oben und [g eine Funktion mit Definitionsbereich
F heift kantengelabelter Graph. Dabei ist [ (e) die der Kante e € F zugeordnete Marke (Label).
Den Wertebereich von [g lassen wir offen, man kann sich z.B. reelle Zahlen, Symbole, Namen,
Funktionen etc. dafiir vorstellen.

Analog heifit ein 3-Tupel G = (V, E,ly), wobei [y eine Funktion mit Definitionsbereich V' eine
knotengelabelter Graph. Ein 4-Tupel G = (V, E,ly, ) heifit folglich knoten- und kantengelabel-
ter Graph.

Wir kénnen einen Graphen G auch graphisch darstellen, indem wir die Knoten als Punkte (in der
Ebene) und Kanten als Pfeile (im gerichteten Fall) oder Linien (im ungerichteten Fall) zwischen
den Knoten entsprechenden Punkten darstellen.

Beispiel 1.11 Sei V = {v1, v, v3} und F = {(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3), (vs, v2)}. Die zu G =
(V, E') gehorige graphische Darstellung ist in Abbildung 1.1 gegeben.

Im folgenden werden wir die Begriffe “Graph” und “graphische Darstellung eines Graphen”
miteinander identifizieren.

Eine endliche Folge P = wgvive -+ v von Knoten, so dafl zwei aufeinander folgende Glieder
v; und v;4q der Folge P durch eine Kante in /' miteinander verbunden sind, nennt man einen
(gerichteten) Pfad von vy nach vy der Lénge k. Falls vg = v gilt, so nennt man den Pfad P
geschlossen oder auch P einen Zyklus oder Kreis. Graphen, die keinen Zyklus enthalten, heiflen
azyklisch.

Ein Teilgraph oder auch Untergraph von G ist ein Graph G’ = (V' E’) mit V/ C V und F' =
En (V' x V'), d.h. G' ist auf einer Teilmenge der Knoten definiert und enthilt alle Kanten
aus (7, die zwei Knoten dieser Teilmenge miteinander verbinden. Man nennt G’ auch den durch
V'’ induzierten Teilgraphen. Ein Graph G = (V, F) heifit zusammenhingend , falls zu jedem
(u,v) € V? ein Pfad von u nach v oder umgekehrt gibt. Dies ist genau dann der Fall, falls
die transitive und reflexive Hiille der Relation E’ des ungerichteten Graphen G’ = (V, E’) mit
E' = {(u,v) | (u,v) € Foder (v,u) € I} die ganze Menge V x V ist. Man nennt den so
entstehenden Graphen auch die ungerichtete transitive Hiille von ¢ (die transitive Hiille von G ist
(V, ET)). Falls G nicht zusammenhéngend ist, so nennt man die maximalen zusammenh#ngenden
Teilgraphen die Zusammenhangskomponenten von G.

Eine Teilmenge von Knoten V/ C V, so daf} alle Knoten aus V'’ durch eine Kante e € F mitein-
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ander verbunden sind, nennt man Cligue. Eine Teilmenge V' C V', so daf keine Knoten aus V'
miteinander verbunden sind, nennt man unabhéingige Menge. Eine Clique V' maximaler Kardi-
nalitdt (d.h. fiir alle Cliquen W C V gilt |W| < |V’|) heifit auch maximale Clique, eine Clique
V'  die nicht durch Hinzunahme eines Knotens erweitert werden kann, nennt man hingegen
nichterweiterbare Clique. Analoge Bezeichnungen gelten fiir unabhidngige Mengen.

Sei u ein Knoten. Dann bezeichnen wir die Menge IN (v) = {v | (v,u) € F} als die Menge
der Eingangsknoten von u und die Menge OUT (u) = {v | (u,v) € E} als die Menge der
Ausgangsknoten von u. Die Menge N (u) = IN(u) UOUT (u) ist die Menge der Nachbarn von
u. Die Groflen degyy (u) = [IN (u)], degqyyyp (v) = |[OUT (u)| bzw. deg(u) = |N(u)| werden
Eingangsgrad, Ausgangsgrad bzw. Grad von u genannt.

Mittels dieser Begriffe ist es uns moglich eine sehr wichtige Klasse von Graphen zu charakteri-
sieren.

Definition 1.12 Ein Baum ist azyklischer zusammenh&ngender Graph.
Wir wollen nun einen Satz zitieren, der eine andere Charakterisierung von Baumen erlaubt.

Satz 1.13 Sei T'= (V, F) ein zusammenhingender Graph. T" ist genau dann ein Baum, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir alle Knoten u,v € V gibt es genau einen Pfad von u nach v.
2. Das Hinzufiigen einer Kante zu F erzeugt genau einen Zyklus.

3. |[Fl=n-1.

Der Beweis kann in [Gib85] oder in jedem anderen Lehrbuch iiber Graphentheorie nachgelesen
werden.

Ein gerichteter Baum ist ein gerichteter, azyklischer zusammenh&ngender Graph. Er kann auch
folgendermaflen charakterisiert werden.

Satz 1.14 Ein gerichteter Graph T ist genau dann ein gerichteter Baum, falls die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

1. Es gibt genau einen Knoten w mit degyn (w) = 0, d.h. es fiihrt keine Kante zu w.
2. Alle Knoten v aufier w haben Eingangsgrad degpy (v) = 1.

3. Fiir alle Knoten v gibt es genau einen (gerichteten) Pfad von w nach v.

Ein Baum, in dem der Ausgangsgrad jeden Knotens durch k beschridnkt ist, nennt man auch
k-ndren Baum. Der Knoten w aus Punkt 1. wird auch Wurzel des Baumes genannt. Die Knoten
v mit Ausgangsgrad degyT (v) = 0 nennt man auch die Blitter des Baumes 7. Die Menge
OUT (v) nennt man die Séhne von v. Ein Baum 7 heifit balanciert, falls sich die Grofe der
Teilbdume, die an den Sohnen eines (beliebigen) Knotens gewurzelt sind, um hochstens eins
unterscheidet. Abbildung 1.2 zeigt den Graphen eines balancierten (bindren) Baumes mit Wurzel
vy und Blittern vy, vs, vg, v7. Man nennt die Linge eines langsten Pfades von der Wurzel zu einem
Blatt in 7" auch die Héhe (manchmal auch Tiefe) des Baumes 7'
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Abbildung 1.2: Ein bindrer Baum
1.3 Aussagenlogik und Boolesche Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich logische Verkniipfungen auf den Wahr-
heitsgehalt von Aussagen auswirken. Formal kann man Aussagen als Funktionen auffassen, die
Zeichenketten (aus mathematischen Symbolen) in die Menge B der Wahrheitswerte W und F
abbilden. Da sich die Verkniipfungen von Aussagen nur auf ihren Wahrheitsgehalt beziehen, d.h.
da die Verkniipfungen nur im Wertebereich stattfinden, kénnen wir uns darauf beschrédnken, die
Wirkungen der Verkniipfungen auf sogenannten Boolesche Variablen, d.h. Variablen {iber B, zu
betrachten. Der Einfachheit halber werden wir die Elemente von B auch mit 1 fiir W und 0 fiir
F bezeichnen.

Wir werden in diesem Abschnitt daher Boolesche Funktionen studieren. Boolesche Funktionen
sind Funktion f:B"” — B. Eine Boolesche Funktion f verkniipft damit n Aussagen Ay,..., A,
zu der Aussage A = f(Ay,..., A,). Die Menge der n-stelligen Booleschen Funktionen bezeichnen
wir auch mit B, = {f | f : B" — B}.

Da Boolesche Funktionen einen endlichen Definitionsbereich haben, ist es méglich sie durch
eine vollstdndige Tabelle zu beschreiben. Wir werden auf diese Art die folgenden Funktionen
definieren:

1. die Negation (Verneinung) = : B — B, synonym wird statt - auch NOT geschrieben.

[\

. die Konjunktion (Und-Verkniipfung) A : B> — B (auch AND).
3. die Disjunktion (Oder-Verkniipfung) V : B* — B (auch OR).
4. die Implikation (Folgerung) —:B* — B.

5. die Exclusiv-Oder-Verkniipfung & : B> > B (auch XOR).

Die zweistelligen Funktionen werden oft auch als Operatoren zwischen den Argumenten geschrie-
ben, d.h. anstatt V(A, B) schreiben wir AV B.

Wir definieren jetzt die obigen Funktionen durch sogenannte Wahrheitstabellen oder Wahrheits-
tafeln. Seien A und B zwei Boolesche Variablen.
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Negation Konjunktion
A | DA A | B|AAB
W | F W | W W
F | W W | F F
F | W F
F | F F
Disjunktion Implikation Exklusiv-Oder Verkniipfung
A|B|AVB A|B|A—>B A\B\A@B
W | W W W | W W W | W
W | F W W | F F W | F W
F | W W F | W W F | W W
F|F F F|F W F|F F

Beispiel 1.15 Sei p eine natiirliche Zahl. Sei A die Aussage “p ist eine Primzahl” und B die
Aussage “pist ein Quadrat”. Dann ist AV B die Aussage “pist eine Primzahl oder ein Quadrat”,
AN B “pist eine Primzahl und ein Quadrat” und 4 — B “Wenn p eine Primzahl ist, so ist p
ein Quadrat”. Die Aussage -4 ist “p ist keine Primzahl”.

Die Tatsache, dafi die Aussagen A A B und A — B aus obigen Beispiel falsche Aussagen sind
auch wenn p eine Variable ist, kann nicht im Rahmen der Aussagenlogik bewiesen werden. Daher
werden wir spéter in Kapitel 5 das aufwendigere Kalkiil der Pradikatenlogik studieren miissen.

Fiir die Konjunktion und Disjunktion gelten die folgenden Distributivgesetze (dabei seien X, Y
und Z Boolesche Variablen bzw. Aussagen):

L (XAY)VZ=(XVZ)N(YVZ)
2. ( XVYIANZ=(XANZ)V(YNZ)

[13

AuBerdem sind alle obigen Funktionen aufler der Implikation (“—") kommutativ.

Eine Boolesche Funktion f : B" — B ist eindeutig durch das Urbild f=!(1) festgelegt. f bildet
nimlich gerade die Elemente von f~'(1) auf 1 und die Elemente aus B" \ f~!(1) auf 0 ab.
Daher gibt es genauso viele n-stellige Boolesche Funktionen f wie Teilmengen von B”. Es ist
also |B,| = 2B"I = 927,

Besonders wichtig sind die mehrstelligen Verallgemeinerungen der Konjunktion (A) und Dis-
junktion (V) (die wir der Einfachheit halber ebenfalls mit A bzw. V bezeichnen). Wir definieren
induktiv A : B® — B durch A(z1,...,2,) := (21 Az3) A --- Az, und analog auch V.

Die oben eingefiihrten Funktionen geniigen bereits, um alle Booleschen Funktionen als Verket-
tung dieser Funktionen darstellen zu kénnen. Genauer gilt:

Satz 1.16 Jede Boolesche Funktion kann mittels Verkettung der Funktionen VvV, A und —
dargestellt werden.

BEwEIs:  Sei f € B, und x = (21,...,2,) eine Variable {iber B". Dann 148t f sich schreiben

als
f — \/ My,

a€f=1(1)
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wobei m, € B,, die eindeutige Funktion mit

Mg (x) = 1 falls z; =a; fir 1 <i<n
1 0 sonst

ist. mg 148t sich schreiben als A", 2" wobei @' als z und 2° als - definiert sind (man nennt 2
auch Literalund m, Minterm). Die so konstruierte Darstellung von f benutzt nur die Funktionen

V, A und —. O

Die obige Darstellung einer Booleschen Funktion heifit kanonische Disjunktive Normalform

(KDNF'). Neben ihr existieren noch andere kanonische Darstellungen wie kanonische Konjunkti-
ve Normalform (KKNF) und die Ringsummendarstellung (RSE). Die KKNF ist definiert durch

f: /\ M,
)

a€f~1(0

wobei M, = VI, z." ein sog. Maxterm ist. Eine DNF D fiir f ist eine Disjunktion von Konjunk-
tion von Literalen (dies miissen keine Minterme sein), so dafi f = D gilt. Analog ist eine KNF
K fiir f als eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen mit K = f definiert. Eine t-DNF
ist eine DNF, in der jede Konjunktion hchstens ¢ Literale enthilt, analog ist eine t-KNF eine
KNF, in der jede Disjunktion hichstens ¢t Literale enthélt. Im Gegensatz zur Darstellung einer
Booleschen Funktion mittels KNF oder DNF ist die RSE-Darstellung eindeutig. Dabei wird f

dargestellt als
=@ A =

a€At,a;=1

wobei A eine Teilmenge von {0, 1} ist.

1.3.1 Simulation Boolescher Funktionen durch Schaltungen

Wir wollen nun Boolesche Funktionen durch Schaltungen und Schaltnetze simulieren.

Eine Variable z stellen wir durch einen Schalter dar. Hat die Variable x den Wert 1, so ist
der zugehorige Schalter A geschlossen, sonst ist er offen. Falls zwei Punkte P und () iiber eine
elektrische Leitung, in der sich ein Schalter befindet, miteinander verbunden sind, so kann nur
dann Strom von P nach @) flieBen, wenn der Schalter geschlossen ist. Der Schalter simuliert also
die Aussage “IZs kann Strom von P nach @) flieflen”. Abbildung 1.3 zeigt einen Schalter. Eine
Kombination von mehreren Schaltern nennt man Schaltung oder auch Schaltnetz.

P A Q

Abbildung 1.3: Schalter

Eine Parallelschaltungist eine Schaltung mit Schaltern Ay, ..., A, so dal zwischen den Punkten
P und @) genau dann Strom flielen kann, wenn mindestens einer der Schalter geschlossen ist.
Eine Serienschaltung ist eine Schaltung mit Schaltern Aq,..., 4,, so dafl zwischen den Punkten

P und @) genau dann Strom flielen kann, wenn alle Schalter geschlossen sind. Eine Parallelschal-
tung entspricht damit der Verkettung der Aussagen Ay, ..., A, mittels Disjunktion (V) und die
Serienschaltung der Verkettung mittels Konjunktion (A). Abbildungen 1.4 und 1.5 zeigen eine
Parallel- bzw. Serienschaltung mit je drei Schaltern.
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Aj
P Ay Q
A3

Abbildung 1.4: Parallelschaltung

P Ap Ao As Q

Abbildung 1.5: Serienschaltung

Beispiel 1.17 Abbildung 1.6 zeigt ein Schaltnetz fiir die Boolesche Funktion f : B* —
B,(A,B)— (AANB)V (mAAB).

AP

N

Abbildung 1.6: Schaltnetz fiir (AA B)V (mA A B)

Allgemeine Schaltnetze, in denen Teilschaltnetze auftauchen, die Parallel- oder Serienschaltun-
gen sind, nennen wir Serienparallelschaltungen (SPS). Insbesondere ist ein Schalter eine SPS.

Formal kann ein Schaltnetz als ein gerichteter, kantengelabelter, zusammenh&dngender Graph
G' = (V, I)) definiert werden. Dabei ist £/ die Menge der Schalter und V' die Menge der Punkte, an
denen Leitungen (die genau einen Schalter enthalten) miteinander verbunden sind. Inshsondere
sind P und @ in V. Die Kanten aus IV sind mit Literalen gelabelt. P ist der einzige Knoten
mit Eingangsgrad Null und () der einzige Knoten mit Ausgangsgrad 0. Abbildung 1.7 zeigt das
Schaltnetz aus Beispiel 1.17 als Graph.

Abbildung 1.7: Schaltgraph fiir (AA B) V (mA A B)

Die Grofie einer SPS definieren wir als die Anzahl der in ihr benutzten Schalter. Durch Ver-
einfachung der dargestellten Booleschen Funktion mittels der Distributivgesetze kénnen Schalt-
netze kleinerer Grofie gewonnen werden.

Beispiel 1.18  Sei Z = f(4, B,C) = (AABA=C)V(=CA-A). Die direkte Ubersetzung dieser
Funktion in ein Schaltnetz ergibt eine SPS der Grofle 5. Unter Anwenden der Distributivgesetze
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148t sich f zu f = ~C'A(BV~-A) vereinfachen. Diese Darstellung von f erméglicht ein Schaltnetz
der Grofie 3.

Der Nachteil von Schaltnetzen ist die Tatsache, dafl jedem Schalter eine Variable zugeordnet ist,
und somit ist ein entsprechend grofier Aufwand nétig. Daher wollen wir zusétzlich eine andere
Darstellung Boolescher Funktion einfiihren. Dies sind logische Schaltungen, die aus (logischen)
Gattern aufgebaut sind.

Genauer ist eine logische Schaltung ein knotengelabelter, azyklischer, gerichteter Graph G =
(V,E k). V besteht aus der Menge von Knoten, die die logischen Gattern reprisentieren und
n zusétzlichen Eingabeknoten fiir die Eingabevariablen. Diese Knoten sind mit den Variablen
x1,...,2, gelabelt, die anderen Knoten mit einer Booleschen Funktion. Dabei mufl der Ein-
gangsgrad des Knoten der Stelligkeit der Funktion entsprechen. Ein Knoten aus V ist dadurch
ausgezeichnet, dafi er als einziger Ausgangsgrad 0 hat. Dieser Knoten ist der Ausgabeknoten y.
Bei der Belegung der Variablen durch Werte erhilt jeder Knoten in dem Graphen rekursiv (bei
den den Eingangsvariablen entsprechenden Knoten anfangend) einen Wert zugewiesen. Dieser
ergibt sich durch Anwenden der dem Knoten zugeordneten Funktion auf die Werte der Ein-
gangsknoten. Desweiteren nehmen wir an, dafi G keine {iberfliissigen Knoten enthilt, d.h. daf}
jeder Knoten mit dem Ausgabeknoten y durch einen Pfad verbunden ist.

Eine logische Schaltung G mit n Fingabeknoten berechnet eine n-stellige Boolesche Funktion f,
falls fiir jede Variablenbelegung der Funktionswert von f mit dem Wert des Ausgabeknotens y
ibereinstimmt.

Wir definieren nun noch die Grofle und die Tiefe einer logischen Schaltung.

Definition 1.19 Sei G = (V, £, k) eine logische Schaltung mit n Eingaben 1, ..., 2, . Dann
ist die Gréfle

Size(G) = |V \ {1 () | 1< < n}
und die Tiefe

Depth(G) = max{|p| | p ist ein gerichteter Pfad in V' \ {k7!(2;) | 1 <4 < n}}.

Beispiel 1.20  Die folgende logische Schaltung berechnet die Funktion f(A1, Az, As) = (A1A
—Ag) V (0A; V (Ag A A3)). Sie hat GroBle 6 und Tiefe 3.

ﬁ ﬁ\\

Ay Ag As

1.4 Boolesche Algebra

Wir hatten in Lemma 1.2 gesehen, daf§ die Operationen U und N gewisse Gesetze (Kommutativ-
gesetz, Distributivgesetz usw.) erfiillen. In diesem Abschnitt werden wir allgemein die Struktur
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von 4-Tupeln (M, +, #, —) untersuchen, die der folgenden Definition geniige leisten.

Definition 1.21 Ein 4-Tupel B = (M, +, x, —) bestehend aus einer Menge M, den zwei-
stelligen Funktionen +,* : M2 — M und der einstelligen Funktion — : M — M heiBt Boolesche
Algebra, falls B die folgenden Axiome erfiillt (dabei notieren wir +,# als auch Operatoren
zwischen den Argumenten):

Axiom 1 + und * sind kommutativ, d.h. fiir alle @ und b gelten: a +b=5b+a und a*xb = bxa.

Axiom 2 Es gibt eindeutig bestimmte Elemente 0 und 1 in M mit 04+ a = a und 1% a = a fiir
alle @ € M. 0 heifit Nullelement und 1 heifit Finselement.

Axiom 3 + und * sind distributiv, d.h. fiir alle a,b und ¢ gelten: (a +b) * ¢ = (a* ¢) + (b * ¢)
und (a*xb)+c=(a+c)*(b+c).

Axiom 4 Fiir alle a € M gilt: a+ (—a) = 1 und a* (—a) = 0. —a heifit das zu a komplementire
Element oder auch Komplement von a.

Aus diesen vier Axiomen lassen sich eine Reihe von Aussagen ableiten. Darunter befindet sich
das Dualitdtsprinzip (siehe auch [Kla83]), dessen Beweis sofort aus der Symmetrie der Axiome
beziiglich der Operationen * und 4+ und der Elemente 0 und 1 folgt.

Satz 1.22 Zu jeder Aussage, die sich aus den vier Axiomen ableiten 148t, existiert eine duale
Aussage, die dadurch entsteht, dafi man die Operatoren + und * und gleichzeitig die Elemente
0 und 1 vertauscht.

Die weiteren einfachen Folgerungen aus den Axiomen zitieren wir ohne Beweis.

1. Fir alle a € M gilt: a+1 =1 und a0 =0.

2. Fiir alle e € M gilt: a4+ a =a und a xa = a.

3. Fiir alle a,b € M gelten: a+ (a+b) = a und @ * (a + b) = a (Absorbtionsgesetze).

4. Fiir alle a,b € M gelten: a + (b* (=b)) =a und a * (b+ (=b)) = a (Negationsgesetze).

5. Fiir alle a, b, ¢ € M gelten: (a+b)+c = a+(b+c) und (a*b)xc = ax(bkc) (Assoziativgesetze).
6. Fiir alle a gilt: (—(—a)) = a.

7. Das Null- und das Finselement sind zu einander komplementér, d.h. —0 = 1.

8. Fiir alle a,b € M gelten: —(a+b) = (—a) x (=b) und —(a+b) = (—a) + (—b) (Gesetze von

DE MORGAN).

Wir haben, ohne es zu wissen, schon zwei Boolesche Algebren kennengelernt.

Beispiel 1.23 (B, V, A, ) mit Einselement W und Nullelement F ist eine Boolesche Algebra.

Sei A eine Menge. Dann ist (P(A),U,N, ) eine Boolesche Algebra mit Einselement A und
Nullelement @ (= bezieht sich auf A). In diesem Fall nennt man die Boolesche Algebra auch
Mengenalgebra.
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1.5 Asymptotisches Wachstum von Funktionen

Dieser Abschnitt dient dazu, Klassen von Funktionen zu definieren, die ein &hnliches asymp-
totisches Wachstum aufweisen. Im folgenden seien f und g Funktionen von N nach N. Dann
definieren wir die folgenden Klassen von Funktionen:

e Die Klasse O(f) (sprich: grof Oh) enthilt alle Funktionen g, deren asymptotisches Wachs-
tum von f majorisiert wird, d.h.

Of)={9:N=N|Jec>0,n0Vn>ng: g(n) <cf(n)}.

e Die Klassen Q(f) (sprich: gro Omega) bzw. Q'(f) enthalten alle Funktionen g, deren
asymptotisches Wachstum von f minorisiert wird. Dabei ist ( f) aus technischen Griinden
nicht analog zu O(f) definiert:

Qf) = {¢9:N=N|Jec>0: g(n) > cf(n) fir co viele n},
Q(f) = {9:N=N|Je>0,n0Yn>mng: g(n)>cf(n)}.

e Die Klassen O(f) und ©'(f) enthalten alle Funktionen ¢, deren asymptotisches Wachstum
von f sowohl majorisiert als auch minorisiert wird:

O(f) =0()nQ(f), O'(f)=0(/)nQ(f).

e Die Klasse o(f) (sprich: klein oh) enthilt alle Funktionen g, deren asymptotisches Wachs-
tum von f echt majorisiert wird, d.h.

o(f)={9:N=N|Ve>0dnoVn >ng: g(n) <cf(n)}.

e Analog ist die Klasse w(f) definiert. Sie enthilt alle Funktionen ¢, deren asymptotisches
Wachstum von f echt minorisiert wird, d.h.

w(f)={9g:N=N|Ve>0dnoVn>no: g(n) >cf(n)}.

e Sei log : Ng — N definiert durch

log (n) = 1 falls n <1
o8\ = [logy(n)] falls n > 2

und log® durch log"(n) = (log(n))*. Dann definieren wir die Klasse O™(f) (sprich: soft
Oh) durch

O™(f)={9:N—=N|3k : g €O(flog"(/)}.

Diese Klasse besteht also aus allen Funktionen, deren Wachstum unter Vernachl&ssigung
logarithmischer Terme von f majorisiert wird.

Aus Griinden der einfacheren Notation schreiben wir auch ¢ = O(f) anstatt ¢ € O(f). Dies
ist jedoch nur eine Notation! Dabei ist auch zu beachten, dal O(f) auf der rechten Seite der
“Gleichung” steht. Analoge Konventionen gelten auch fiir die anderen asymptotischen Funktio-
nenklassen.
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Es sei bemerkt, daf die Funktionenklassen o(f) und w(f) in der Analysis oft durch

o) = ol fim G0 =0)
“(f) = ol fim Tt —0)

definiert sind. Unsere Definition unterscheidet sich dadurch, dafi wir den Grenzwert gegen oo
anstatt gegen 0 betrachten. Die Symbole o und w hat LANDAU in die Mathematik eingefiihrt;
sie heiflen daher auch oft Landausche Symbole.

Beispiel 1.24 Sei P ein Polynom, P(z) = ag+ a1z + -+ -+ a,2". Dann ist

P(x) |ao] + las|e + - -+ |an[2"

<
< (laol +laa] + -+ -+ [an])2".

Daher ist P € O(2™) mit Wahl ¢ = |ag| + - - - |a,| und ng = 1.

Wir nennen zwei Funktionen f und g polynomiell verkniipft, falls sowohl f € O(go(l)) als auch
g € O(f°M) gelten.

1.6 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

In diesem Abschnitt werden wir die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung legen, die wir
unter anderem in Kapitel 4.3 brauchen werden. Sie sind im wesentlichen dem Buch von MOR-
GENSTERN [Mor64] entnommen. Wir werden jedoch nur die diskrete Wahrscheinlichkeitsrech-
nung einfiihren, da die allgemeine Wahrscheinlichkeitstheorie wesentlich mehr mathematische
Kenntnisse voraussetzt.

Zunidchst definieren wir den Begriff des Mengenkdrpers.

Definition 1.25 Sei 2 ein Menge. Dann heifit R C PB(Q) Mengenkdrper iiber Q, falls R die
folgenden drei Axiome erfiillt:

1. Qe R.

2. Mit A ist auch das Komplement von A (bzgl. Q) in R enthalten, d.h. aus A € R folgt
A€R.

3. Mit A und B ist auch die Vereinigung in R enthalten, d.h. aus A, B € R folgt AU B € R.

Aus diesen Axiomen 148t sich unmittelbar folgern, dal § € R gilt und mit A, B € R auch die
Schnittmenge A N B in R enthalten ist.

Die Elemente eines Mengenkdrpers bezeichnet man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung als Fr-
eignisse. Falls R = 93(Q) ist, so bezeichnet man die einelementigen Teilmengen von Q auch als
Elementarereignisse.
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Beispiel 1.26 Modelliere €2 die Menge aller Ergebnisse eines Wurfes mit zwei (unter-
scheidbaren) Wiirfeln, d.h. sei Q@ = {(4,j) | 1 < 4,5 < 6} und R = PB(Q). Dann ist
z.B. A = {(1,3),(2,2),(3,1)} das Ereignis, daB§ die Summe der Augen der Wiirfel 4 ergibt,
B ={(1,1),(2,2),...,(6,6)} das Ereignis, daf§ ein Pasch geworfen wird und C' = {(1,6)} das
Elementarereignis, dafi der erste Wiirfel eine 1 und der zweite eine 6 zeigt.

Wir fithren die folgenden Sprechweisen ein:

e Statt “AN B tritt ein” sagen wir auch “A4 und B treten ein”.
e Statt “A U B tritt ein” sagen wir auch “A4 oder B tritt ein”.
e Statt “| J A; tritt ein” sagen wir auch “wenigstens ein A; tritt ein”.

e Statt “(] A; tritt ein” sagen wir auch “alle A; treten ein”.

Nun werden wir eine Abbildung definieren, die jedem Ereignis einen Wert (Wahrscheinlichkeits-
wert, Wahrscheinlichkeit) zu ordnet.

Eine Abbildung P : R — R heifit Wahrscheinlichkeitsmafs auf R, falls P die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt:

1. Kein Ereignis hat eine negative Wahrscheinlichkeit, d.h. fiir alle A € R ist P(A) > 0.

2. Die Abbildung P ist additiv auf disjunkten Ereignissen, d.h. fiir alle A, B € R mit ANB =
gilt P(AUB)=P(A)+ P(B).

3. P erfiillt die Normierungsbedingung P(Q2) = 1.

Man sagt auch P induziert eine Verteilung auf Q.

Beispiel 1.27

1. Seien die Wiirfel aus obigen Beispiel ungezinkt, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ele-
mentarereignis ist gleich. Dann gilt wegen der Additivitdt und Normierung P({¢,j}) =
1/36 fiir alle (¢,7) (uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Wahrscheinlichkeit fiir
die Ereignisse A, B und C sind wie folgt: P(A4) =1/12, P(B) = 1/6 und P(C') = 1/36.

2. Nun sei der zweite Wiirfel gezinkt, und zwar so, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir eine “Eins”
1/2 betrdgt und fiir die anderen Ereignisse jeweils 1/10. Dann gelten fiir A, B und C":

P(A) = — 4 —+ —= —

(4) 60+60+12 60
1 1 1 1

P(B e — e — — —

(B) 12+60+ 60 6
1

3. Nun sei der zweite Wiirfel so gezinkt, dafi die Wahrscheinlichkeit fiir eine “Eins” 1 betrigt.
Dann ergibt sich P(A4) =1/6, P(B) =1/6 und P(C) = 0.

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf erfiillt auch noch die folgenden Eigenschaften:
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Fiir alle A € R gilt P(A) < 1.
e P())=0.

Fiir alle A € R gilt P(A) =1 - P(A).

e Falls fiir A, B € R A D B gilt, so folgt P(A) > P(B) und P(A\ B) =P(A) - P(B).

Wir fassen zusammen: Das Tripel (Q2, R, P), wobei €2 eine endliche Menge, R eine Mengenkérper
tiber © und P ein WahrscheinlichkeitsmafBl auf R sind, heifit Wahrscheinlichkeitsraum fiir .

Wir wenden uns nun der Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsrdumen zu. Seien (Qq, Ry, Pq)
und (Q2, Ry, P3) zwei Wahrscheinlichkeitsriume. Dann ist der Produktraum (Qs, R3, P3) defi-
niert durch

93 = Ql X 927
Rs = RiXRs - ‘B(Ql X Qg)
P3 : Rg — R, (A,B) — Pl(A) . PQ(B)

Der Wahrscheinlichkeitsraum aus unserem Beispiel ist der Produktraum der den beiden Wiirfeln
zugeordneten Wahrscheinlichkeitsrdume. Eine andere Konstruktion entsteht durch eine Art Pro-
jektion.

Sei (2, R, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € R ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung B definiert durch

P(ANB)

P(AIB) =55

Statt P(A | B) schreiben wir auch Pg(A). Pp ist das durch B bedingte Wahrscheinlichkeitsmaf
(dies muB} gezeigt werden), der durch Pp induzierte Wahrscheinlichkeitsraum (2, R, Pg) heifit
auch bedingter Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.28  Sei (2, R, P) und B wie oben. Dann ist Pp ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beweis:  Wir miissen die drei Axiome iiberpriifen. Es ist Pp(A) = P(AN B)/P(B) > 0 und
Pp(Q) =P(BNQ)/P(B) = 1. Das zweite Axiom ergibt sich aus
P((AuC)n B) 1

Pp(AUC) = P(B) :P(B)P((AQB)U(CQB)):PB(A)—I—PB(C),

fiir zwei disjunkte Ereignisse A und C. O
Baves hat die Beziehungen zwischen bedingten Wahrscheinlichkeiten untersucht. Thm ist der

folgende Satz zu verdanken.

Satz 1.29 Seien Aj,..., A, und By,..., B, jeweils disjunkte Ereignisse mit |JA4; = Q und
J Br = Q. Dann gilt die BAYEssche Formel
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BeEwris:  Der Beweis ergibt sich durch elementare Umformungen und der Definition fiir be-
dingte Wahrscheinlichkeit. O

Es ist interessant zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen ein bedingter Wahrscheinlich-
keitsraum gleich dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsraum ist. Dies ist natiirlich genau dann
der Fall, wenn

VAER: Pp(A):=P(A|B)=P(4) (1.3)

gilt. Diese Eigenschaft wird durch den Begrift Unabhdingigkeit beschrieben. Genauer heiflen zwei
Ereignisse A und B unabhdingig, falls

P(AN B) = P(A)P(B) (1.4)

gilt. Mittels der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist es nicht schwer die Aquivalenz
von (1.3) und (1.4) zu zeigen.

Im folgenden sei R = P().

Eine auf Elementarereignissen definierte Funktion X nennen wir Zufallsvariable. Fine Zufalls-

variable ordnet damit jedem Elementarereignis einen Wert zu. Im folgenden betrachten wir nur
Zufallsvariablen X : Q — R.

Beispiel 1.30 Sei (2, R, P) wie in Beispiel 1.27.1. Dann ist z.B. “Die Summe der Wiirfel-
augen” eine Zufallsvariable X : Q = R, (¢,7) — i+ j.

Der Frwartungswert einer Zufallsvariable X ist der “durchschnittliche” Wert von X. Formal ist
der Erwartungswert ein Operator E : (2 — R) — R mit

E(X) =) X(w) -P({w})
we
Der Erwartungswert erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e E ist linear, d.h. fiir X,Y : Q@ > Rgilt E(X 4+VY)=E(X)+ E(Y) und E(AX) = AE(X).
e E ist monoton, d.h. fir X <V gilt E(X) < E(Y).
e E ist normiert, d.h. E(1) =1 (die Zufallsvariable 1 bildet alle w € € auf 1 ab).
Seien X und Y zwei Zufallvariablen und «,b € R. Dann notieren wir das Ereignis {w € Q |

X(w) = a} mit {X = a}. Wir nennen X und Y wunabhéingige Zufallsvariablen, falls fiir alle
a,b € R die Ereignisse {X = a} und {Y = b} unabhingig sind, d.h.

P({X = a} N{Y = b)) = PULX = a}))P({Y = b})
gilt.
Fiir unabhingige Zufallsvariablen ist der Erwartungswert multiplikativ, d.h. es gilt

E(XY) = E(X)E(Y).

Neben dem Erwartungswert spielt auch die Varianz einer Zufallsvariable eine wichtige Rolle.
Sie ist definiert durch Var (X) = E((X — E(X))?). Es gilt auch Var (X) = E(X?) — (E(X))>
Man nennt E(X™) auch das n-te Moment von X. Damit ergeben sich die folgenden Regeln fiir
Var (X):



24 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1. Var (X + ¢) = Var (X).
2. Var (¢X) = ¢?Var (X).

3. Falls die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind, so gilt

Var (Z X;) = ZV&I’ (X5).

Beispiel 1.31 Wir berechnen den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable X aus
Beispiel 1.30 unter der uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Da X eine Zufallsvariable ist,
die sich als Summe zweier gleichverteilter Zufallsvariablen schreiben 1d8t, gilt E(X) =2 -E(Y),
da diese auch unabhingig sind, gilt Var (X) = 2Var (V) = 2(E(Y?) — (E(Y))?). Fiir E(Y) bzw.
(E(Y'?)) gelten

we!
E(Y?) = ZY2(w).é:é(1+g2...+62):96_1

we)!

Damit ergibt sich E(X) =7 und Var (X) = 35/6.

Wir wollen jetzt noch eine wichtige Ungleichung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beweisen.
Sie ist nach dem russischen Mathematiker TSCHEBYSCHEFF benannt.

Satz 1.32  Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X). Dann ist

P(IX ~ B(X)| > a) < 5 Var(X),

BEWEIS:  Sei Y eine neue Zufallsvariable mit Wertebereich {0, 1} und Y@ y®) | Zufalls-
variablen mit reellen Wertebereich. Wir definieren

Y:{ I falls [X -E(X)[>a Y(,,):<|X—E(X)|> oy

0 sonst a -

Damit ist

P(X — E(X)| > a) = P(Y = 1) = E(Y).
Wegen Y > Y folgt auch E(Y ")) > E(Y) und damit
P(X ~ B(X)| > o) < B(Y") = -_B(X - B(X)|").
Man nennt diese Gleichung auch TSCHEBYSCHEFFsche Ungleichung r-ter Art. Fiir r = 2 ist
E(Y ) = Var (X)/a%
|

Die Ungleichungen von TSCHEBYSCHEFF gelten fiir beliebige Zufallsvariablen. Fiir eine beson-
dere Klasse von Zufallsvariablen, sogenannte binomialverteilte ZufallsgroBlen gelten schirfere
Abschédtzungen.
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Dazu sei A ein Ireignis in © mit Wahrscheinlichkeit p. Seien Xy,..., X,, unabhéngige, gleich-
verteilte Zufallsvariablen definiert durch

1 falls B=A
xim={ |

sonst

und S =>"7" | X;. Dann heifit S binomialverteilte Zufallsvariable (S ist eine Zufallsvariable iiber
Q") mit Parametern n und p. Es gilt P(S = k) = (7)p*(1 — p)"~*. Die Zufallsvariable X; heifit
auch Bernoulli-Variable, die Auswertung heifit Bernoulli-Versuch (z.B. Werfen einer Miinze). Es
gelten die folgenden leicht zu verifizierenden Formeln:

E(X;)=p Var (X;) = p(1 — p)
E(S)=np  Var(S)=np(l - p).

Nach CHERNOFF (siehe z.B. [HaRu90]) sind die folgenden Ungleichungen fiir binomialverteilte
Zufallsvariablen benannt.

Satz 1.33 Sei S eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n und p. Dann gilt
fiir jedes 0 < o < 1

2
e a?np/2

VAN VAN

e—oz2np/3‘



Kapitel 2

Automatentheorie

Der Inhalt dieses Kapitels ist es, spezielle Mengen von Zeichenketten zu untersuchen. Dabei
werden wir verschiedene mathematische Werkzeuge zur Untersuchung dieser Mengen entwik-
keln. Zun#chst werden wir den Begriff der sogenannten formalen Sprachen kennenlernen. In den
weiteren Abschnitten dieses Kapitels werden wir einfach strukturierte Mengen, die die Figen-
schaften einer Booleschen Algebra besitzen, und mehrere Mechanismen zur Berechnung bzw.
Charakterisierung solcher Mengen kennenlernen.

2.1 Formale Sprachen

Das Rechnen mit Zahlen, z.B. die Addition von zwei natiirlichen Zahlen oder &hnliches, kann
auch als Manipulation der Zeichenketten verstanden werden, die diese Zahlen reprisentieren.
Allgemein kann jede Berechnung auf die Manipulation von Zeichenketten, die gewisse Symbole
(z.B. die Ziffern zwischen Null, Eins bis Neun) enthalten, zuriickgefiihrt werden. Diese Mani-
pulationen haben auf eine gewisse Teilmenge der Zeichenketten eine besondere Wirkung (z.B.
die Zeichenketten, die gerade Zahlen im Bindrsystem darstellen, enden mit dem Zeichen Null).
Inhalt dieses Abschnittes ist es, formal solche Teilmengen zu definieren und einige wichtige
Operationen auf diesen Zeichenketten einzufiihren.

Eine Menge 3 von Symbolen ¢ nennen wir Alphabet.

Aus den Elementen des Alphabets lassen sich sowohl endliche als auch unendlich lange Zeichen-
ketten bilden. Eine solche Zeichenkette bezeichnet man als Wort iiber ¥ oder im Falle von
unendlichlangen Zeichenketten w-Wort (iiber X). Ein Wort v der Linge n ist dabei formal eine
Funktion v : {0,...,n — 1} — X, wobei v(7) das i + 1-te Zeichen von v ist (der Einfachheit
halber bezeichen wir {0,...,n — 1} mit n, falls Zweideutigkeiten ausgeschlossen sind). Das Wort
v:0 — X, das kein Zeichen enthilt, heifit auch A. Ein w-Wort v ist eine Funktion v : Ng — 3.
v(ny, ny) bezeichnet das endliche Teilwort w der Liange ng — nq, mit w(i) = v(ny + ) fiir
0 <t < ny—ni. Im folgenden bezieht sich die Bezeichnung Wort nur auf endlich lange Worter.

Wir bezeichnen die Menge aller Worter der Lange n iiber ¥ mit X" = {v | v : n — X}; dabei
identifizieren wir 3 mit 3! = {v | v : 1 — £}. Alle endlich langen Wéorter iiber X bilden die
Menge ¥* = J, 5o X". Desweiteren ist ¥ = [, ., X" die Menge aller endlichen Wérter aufer
dem leeren Wort A und ¥¥ = {v | v : Ny — X} die Menge aller w-Wérter iiber X. Die Linge
eines Wortes v wird mit |v| bezeichnet. Dabei gilt |v| = n genau dann, wenn v € X" ist, und
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|v] = oo, falls v € Xv.
Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl ein Wort kein n-Tupel sondern eine Funktion ist.

Neben den Mengen X%, n > 0, ¥*, ©1 und X interessieren wir uns noch fiir Teilmengen dieser
Mengen.

Definition 2.1 Eine Teilmenge I C ¥* nennt man eine Sprache iiber 3. L ist eine beliebige
Menge von Wértern iiber 3. Eine Teilmenge L' C X¢ heifit w-Sprache.

Da Sprachen Mengen von Wortern sind, kénnen alle mengentheoretischen Operationen auf Spra-
chen angewandt werden. Es gibt jedoch noch einige weitere interessante Operationen. Darunter
befindet sich die Konkatenation von zwei Sprachen. Formal ist

conc : X x ¥ — ¥F
(v,w) — z:=vw,
wobei fiir v € ¥, w € ¥™, z € X" mit z(7) = v(4) fiir 0 < ¢ < n und 2(¢) = w(i — n) fiir
n <1 < n+ m gilt. Die Konkatenation von zwei Sprachen ist dann definiert durch
CONC (X)) x B(X") — P
(L1, L2) = {ay|a € Li,y€ Ly} =t LiLs.

Mittels der Konkatenation kénnen aus Sprachen L; C ¥* weitere Sprachen definiert werden. Sei
L°={A} und L™ = LL"™' = CONC (L, L""). Die Kleenesche Hiille von L ist die Menge aller
Wérter v, so dafl v € L™ fiir ein n > 0 ist. Formal gilt

L* = U L™
n>0

Der Operator * wird auch als Kleenescher Sternoperator bezeichnet. In der Menge L* ist auch
das leere Wort enthalten (L° = {A}). Analog kann auch

LT = U L" = LL*
n>0

definiert werden. Man beachte, dafl L™ = L*| falls A € L, sonst gilt LT = L*\ {A}.

Wir kénnen auch die Konkatenation Ly Ly zwischen einer Sprache Ly C 3* und einer w-Sprache
L, C 3% analog zu oben definieren. Man beachte, dal L L, wieder eine w-Sprache ist. Die
Konkatenation LiL, zwischen einer w-Sprache L; und einer anderen Sprache Ly C X* oder
Lo C X% ist nicht definiert.

Der w-Operator bildet eine Sprache auf ihre unendlichfache Konkatentation ab. Formal ist

LY={vex¥|3 (ni)ieNo :VieN:v(ng,niq1) € L}

2.2 BNF: ein syntaktisches Beschreibungsmittel

In diesem Abschnitt werden wir die sogenannte Backus-Naur-Form besprechen, die 1962 von
JoHN Backus und PETER NAUR [BaNa62] eingefiihrt worden ist. Eine Backus-Naur-Form
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(kurz: BNF) ist ein Regelsystem, mit Hilfe dessen Worter iiber dem Alphabet 3 gebildet werden
kénnen. Die Menge aller Worter, die mit einer BNF B abgeleitet werden kénnen, ist eine Sprache.
Die Mengen aller Sprachen, die durch BNFs beschrieben werden kénnen, sind die Klasse der
kontextfreien Sprachen. In diesem Zusammenhang nennt man das Regelsystem der BNF auch
kontezxtfreie Grammatik. Grammatiken anderer Form fiihren zu anderen Klassen von Sprachen.

Wir wollen hier jedoch nicht auf die allgemeine Theorie von Grammatiken eingehen, sondern
uns auf die BNF beschridnken.

Zunichst werden wir die BNF formal definieren.

Definition 2.2 Eine BNF B ist ein 4-Tupel (X,V, S, R), wobei

1. X ein Alphabet ist. Die von B beschriebene Sprache L ist eine Teilmenge von >*. Die
Elemente von X nennt man auch Terminalsymbole.

2. V eine endliche Menge von (syntaktischen) Variablen ist. Die Elemente von V' nennt man
auch Nichtterminalsymbole . Zur Unterscheidung von Terminal- und Nichtterminalsymbo-
len unterstreichen wir Nichtterminalsymbole und setzen sie ggf. in spitze Klammern.

3. S € V das Startsymbol ist.

4. R eine endliche Menge von Regeln (Produktionen) der Form 1" ::= aq|ag| - - - |y, ist, wobei
T € V eine Variable und aq,...,a; € (V U X)* beliebige endliche Zeichenketten aus
Variablen und Terminalsymbolen sind (k = 1 ist erlaubt). Diese Zeichenketten nennen wir
Clausen. Diese Regel ist dquivalent zu den k& Regeln T ::= o; fiir 1 < ¢ < k.

Die Symbole “|” und “::=" sind sogenannte Metasymbole.

Mittels der Regeln R lassen sich Worter o € (V U X)* modifizieren. Woérter a € (V U X)*
nennen wir auch Satzformen. Sei o = vI'6 mit v, € (V U X)* eine Satzform und I’ € V und
T := B4|B2] - - -|Br eine Regel aus R, dann lassen sich die Worter ooy = v510, ..., ap = v5rd aus
o ableiten. Wir schreiben dann auch o — a; fiir 1 < i < k und nennen den Ubergang von a nach
o; Ableitung. Falls o« — o/ — --- — f gilt, schreiben wir auch a 5 5. 5 ist also die transitive
Hiille von —. Die Menge aller aus S ableitbaren Satzformen bezeichnen wir mit S(B). Dies ist
die kleinste Teilmenge von (V U X)* fiir die gilt:

1. S e S(B)
2. Aus yAS € S(B) und A == B4|Bs] -+ +| 8y € R folgt v;0 € S(B) fiir alle 0 <@ < k.

Nun kénnen wir die von B beschriebene Sprache definieren.

Definition 2.3 Sei B eine BNF. Dann ist
L(B):={aec¥|SSHa}=95B)Nn%"

die durch B beschriebene Sprache.

Beispiel 2.4 Sei B = (X,V,S,R) mit ¥ = {a,b}, V = {5,4,B} und R = {§ ==
aB|bA, A = alaS|bAA, B ::== b|bS|aBB}. Dann ist L(B) = {ab, ba, abab, ...} gerade die Men-
ge aller Worter iiber {a,b}, die dieselbe Anzahl von as und bs haben (Beweis siehe [HoUI79,
Example 4.3]).
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Abbildung 2.1: Ableitungsbaum fiir S < aabb

Wir bemerken, dafi die Zusammenhangskomponenten des durch — induzierten (unendlichen)
Graphen (mit Knotenmenge (V U X)*) ein (unendlicher) Baum ist (unter der Voraussetzung,
daf} keine Produktionen der Form A ::= B vorkommen). Hierauf wollen wir jedoch nicht niher
eingehen. Wichtiger fiir uns ist der Begriff des Ableitungsbaums. Formal ist ein Ableitungsbaum
fiir eine BNF B = (X, V, S, R) ein gelabelter gerichteter Baum, fiir den folgendes gilt:

1. Jeder Knoten ist mit einer Marke aus V U X gelabelt.
2. Die Wurzel ist mit S gelabelt.
3. Innere Knoten, d.h. Knoten v mit degqyy (v) > 0, sind mit Marken aus V' gelabelt.

4. Wenn ein Knoten v mit A gelabelt ist, und die S6hne von links nach rechts (diese Anord-
nung kann durch gelabelte Kanten erreicht werden) mit aq, ag, - - -, a; markiert sind, dann
mufl A ::= ajas...a; eine Produktion in R sein.

Ein Ableitungsbaum fiir eine Satzform « ist ein Ableitungsbaum, so dafi die Bldtter von links
nach rechts gelesen « ergeben. Ein Ableitungsbaum fiir eine Satzform « ist im allgemeinen nicht
eindeutig. Es gibt sogar Sprachen, so daf} jede Grammatik, die diese Sprache erzeugt, mehrere
Ableitungen fiir ein Wort der Sprache besitzt (siehe [HoUI79, Chapter 4.7]).

Abbildung 2.1 zeigt einen Ableitungsbaum fiir S < aabb aus Beispiel 2.4.

2.2.1 Interpretation von Wértern

Bisher haben wir nur die syntaktische Manipulation von Zeichenketten aus X* untersucht. Nun
mochten wir den syntaktischen Ausdriicken eine Bedeutung zuweisen und untersuchen, wie sich
die Manipulation von Zeichenketten auf ihre Bedeutung auswirkt.

Beispiel 2.5 Sei ¥ ={0,1,...,9}, so méchten wir z.B. dem Wort 0109 die natiirliche Zahl
109 zuweisen. Die Manipulation von Wortern entsprechen dann arithmetischen Operationen,
Sprachen entsprechen Zahlenmengen mit gewissen Eigenschaften, etc.

Zu diesem Zweck fiihren wir eine semantische Funktion A'g ein, deren Definitionsbereich die
Menge der Satzformen S(B) ist. Dabei werden nur Elementen aus L(B) C S(B) Werte zugewie-
sen. Der Wertebereich kann je nach Interpretation z.B. die Menge der natiirlichen Zahlen, eine
Menge von Funktionen, etc. sein.
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Beispiel 2.6 Sei B = (X = {ag,a1},V = {S8},S, R = {S == apla1]|Sao|Sa1}). Die Spra-
che L(B) ist ¥*. Wir wollen die Elemente von L(B) als natiirliche Zahlen in Binédrdarstellung
interpretieren. Zu diesem Zweck definieren wir

N(ao)zo N(al)zl

und

Man sieht leicht, dafl diese Definition der semantische Funktion A das Gewiinschte erreicht.

Wir werden spéter noch semantischen Funktionen im Zusammenhang mit reguldren Ausdriicken
und Programmiersprachen begegnen. Eine semantische Funktion ¢ ordnet dabei z.B. einem
Ausdruck I in Abhdngigkeit der Werte der Variablen einen Wert zu, oder, falls der Ausdruck
nicht definiert ist, den speziellen Wert “error”. Niheres dazu jedoch erst im Abschnitt 7.1.

2.2.2 Erweiterte BNF

In diesem Abschnitt wollen wir die Definition der Backus-Naur-Form ein wenig erweitern und
das Metazeichen * analog zum Kleeneschen Sternoperator einfiihren. Dies erweitert jedoch nicht
die Menge der so beschreibbaren Sprachen (siehe Satz 2.8), erleichtert jedoch die Notation.

Definition 2.7 Eine erweiterte BNF B (EBNF) ist ein 4-Tupel B = (3,V, S, R), wobei X,
V und S wie in Definition 2.2 definiert sind (X darf nicht die Zeichen (,)*,{, } enthalten), und
R eine endliche Menge von Regeln der Form T ::= aq|ag|---|ag und oy = 5;18;2 - By mit
Bi; =ai...a50der B; ; = (ay...a,)" fiir a, € V UY" sind. Statt der Zeichen ()* kann synomym
auch {} verwendet werden.

Eine Satzform, die eines der neuen Metasymbole enthilt, kann wie folgt abgeleitet werden. Sei
a=~v(p)*0. Dann gilt @« = 78, @ = 50, a = 556, .. ..

Satz 2.8 Sei L eine Sprache, die durch eine EBNF B beschrieben werden kann. Dann ist L
auch durch eine BNF B’ beschreibbar.

BEWEIs:  Seien ap,...,a) die Clausen, die die Metasymbole (,)* enthalten, und seien
Bi,..., 01 die Zeichenketten in aq,...,a, die durch (,)* umklammert werden. Wir formen
die BNF B’ wie folgt. Zuerst erweitern wir die Menge der Variablen um die neuen Variablen
Ty,...,7;, dh. V! = VU {ly,...,1}} (disjunkte Vereinigung). Dann ersetzen wir jedes Vor-
kommnis von (;)* in einer Clause o; durch 7 (auch fiir geschachtelte Clausen). Nun fiigen wir
die Regeln T ::= A|B;T; zu R hinzu. Dies bildet die Menge R'. O

Wir wollen das Prinzip von BNFs noch einmal an Hand von Klammerausdriicken erldutern. Fin
Klammerausdruck v ist ein Wort aus {(,)}*, so dafl die Anzahl von “(” gleich der Anzahl von
“)” ist und fiir jedes m < n das Teilwort v(0, m) mindestens soviele “(” enthdlt wie «)”.

Beispiel 2.9  Die BNF B = ({(,) }, {W}, W {W =:= A|(WW)}) erzeugt Klammerausdriicke,
die Well Formed Forms (WFF) genannt werden. So sind z.B. () und ((()())) Well Formed Forms,
nicht jedoch der Klammerausdruck (()()()). Abbildung 2.2 zeigt einen Ableitungsbaum fiir den
Ausdruck ((()))-
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A
NS

Abbildung 2.2: Ableitungsbaum fiir ((()))

Die Menge T'(X,V) sei die Menge aller Terme, die durch Benutzen von Symbolen, Variablen
und Metasymbolen gebildet werden kénnen. Die Terme aus T'(X, V) heiflen EBNF-Terme und
sind mogliche rechte Seiten fiir Produktionsregeln. Formal ist die Menge der EBNF-Terme die
kleinste Menge, fiir die gilt:

1. VuXs CcT(x, V).

2. Falls a € T'(X, V) ist, so gilt auch (a)* € T'(X, V).

3. Falls aq,...,ap € T(3,V) sind, so sind auch aj|az|...|lax € T(E,V) und aqay...af €
(S, V).

Nun kdénnen wir eine zu Definition 2.7 dquivalente Definition geben.

Definition 2.10 Eine B (EBNF) ist ein 4-Tupel B = (3,V, S, R), wobei ¥, V und S wie
in Definition 2.2 definiert sind, und R eine endliche Menge von Regeln der Form T ::= « mit
a e T(X,V) ist.

Wir kénnen einem Term o € T(X,V) die Menge von Wortern aus ¥* zuordnen, die aus «
ableitbar sind. Diese Zuordnung kann als eine “metasemantische” Funktion ¢ : T'(X, V) — B(X¥)
interpretiert werden. ¢ ist induktiv folgendermaflen definiert:

1. Fiir § € V gilt ¢(9) = Up(a), wobei die Vereinigung iiber alle «, fiir die eine Produktions-
regel S 1:= « in R existiert, l1duft.

2. Fiir o € ¥* gilt ¢(a) = {a}.
3. Fira e T(X,V) gilt ¢((a)*) = (¢(a))*.
4. Fir aq,...,ap € T(E,V) gilt p(aq|...Jag) = ¢lag) U---Up(ag).

5. Fiir ag, ..., € T(E, V) gilt p(ag...ap) = plar)e(ag) - - (o).

Mit Hilfe der Funktion ¢ 148t sich die durch B definierte Sprache als L(B) = ¢(S) schreiben.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel abschliessen.
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Beispiel 2.11 In Programmiersprachen ist ein Variablenname oft als eine Zeichenkette aus
Buchstaben und Ziffern definiert, die mit einem Buchstaben anfangen mufl. Wir m&chten nun
eine syntaktische Definition von Variablennamen mittels einer BNF angeben. Zu diesem Zweck
sei LETTER = {a,...,z,A,...,Z} die Menge der Buchstaben und DIGIT = {0,...,9} die
Menge der Ziffern (Ziffern sind Symbole, keine Zahlen!). Das Grundalphabet ¥ sei LETTER U
DIGIT, die syntaktischen Variablen I,D, L, das Startsymbol I und die BNF Regeln wie folgt:
D u=0[1]...]9, L ==al...|z|A|...|Z und [ ::= L(L|D)*. Mittels der semantischen Funktion
¢ ergeben sich ¢(L) = LETTER, ¢(D) = DIGIT, ¢((L|D)*) = (LETTER U DIGIT)* und

©(I) = LETTER (LETTER U DIGIT)".

2.3 Endliche Automaten und regulire Ausdriicke

In diesem Abschnitt werden wir die Menge der reguldren Sprachen kennenlernen, die eine zentrale
Rolle in der Theorie formaler Sprachen spielt. Zur Definition der reguldren Sprachen werden
wir zweil unterschiedliche Vorgehensweisen betrachten, zum einen die durch die Grammatik der
reguldren Ausdriicke erzeugten Sprachen, zum anderen die durch endliche Automaten erkannten
Sprachen. Beide Definitionen werden sich als dquivalent herausstellen.

2.3.1 Regulare Ausdriicke

Definition 2.12 Sei ¥ = {ay,...,a,} ein Alphabet. Die Menge der reguldren Ausdriicke
RE (regular expressions) iiber ¥ wird durch die von der BNF

(EU{+, (), U{0,A},{<RE >}, < RE >,{r}) mit der Regel r:

<RE>::=a1]...]ap | (KRE>4+ <RE>)| (K RE><RE>)|[(<RE>)*|A|)

beschriebenen Sprache gegeben.

Durch die semantische Funktion ¢ : RE — 93(X*) werden reguldren Ausdriicken Sprachen iiber
3} zugeordnet:

Als Konvention schreiben wir ¢((R)) = ¢(R) fiir R € RE.

Man beachte, daff das Symbol @ € ¥ in einem reguldren Ausdruck die Menge {a} und nicht
das Zeichen a bezeichnet. Um genau zwischen dem Alphabet ¥ und dem Alphabet der BNF zu
unterscheiden, werden die Symbole des reguldren Ausdrucks gelegentlich durch Unterstreichung
oder Fettdruck hervorgehoben.
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Beispiel 2.13 Die durch den reguldren Ausdruck (0+ 1)* gegebene Sprache ist

P((0+1)7) = (e(0+ 1)" = (p(0) Up(1))" = ({07 U {1})" = {0, 1}~

Definition 2.14 Sei ¥ = {ay,...,a,} ein Alphabet. Die Menge der w—reguldren Ausdriicke
RE®“ iiber X ist durch die von der BNF

(SU{+H (), 2 TU{0}, {< REY >, < RET >}, < RE¥ > R) mit den Regeln

<RE* >::= (< RE¥ > + < RE¥ >) | (< RE>< RE¥ >) | (< RET >)¥
<RE* >:i:= ay| ... |a,| (K REY > + <RE' >) | (< RET >< RE >) |
(< RET >)* <RE" >) | (< RE>< RET >) |0

beschriebenen Sprache gegeben.

Die Semantik w-reguldrer Ausdriicke ist durch die semantische Funktion ¢ : REY — PB(X¥)
gegeben, die wie folgt definiert ist:

i) o((R)*) = (p(R))” fiir R € REY
ii) ¢(RiRy) = ¢(R1)p(Ry) fiir Ry € RE, Ry € RE¥
iii) p(Ry 4+ R2) = ¢(R1) U @(Ry) fiir Ry, Ry € RE”

Wir wollen zwei reguldre (bzw. w-reguldre) Ausdriicke Ry, R als dquivalent ansehen, wenn sie
die gleiche Sprache représentieren, d.h.

Ri=Ry <= ¢(R)=p(R)

Hiermit kénnen wir die folgenden “Rechenregeln” fiir regulére Ausdriicke formulieren.

Fiir alle Ry, Ry, Rs € RE bzw. Ry, Ry, R3 € RE gilt:

1. Ry + Ro=Ro+ Iy
Ri+0=0+Ry
Ri+R =R
(Ri+ R2) + Rs = Ry + (R2+ Rs)

2. RMA=ARI =Ry
R)=0R=19
(RlRQ)R,?) = Rl (R2R3) aber R1R2 7£ R2R1

3. Ri(Ry+ Rs) = RiRy + R1R3
(R1+4 R3)Rs = R1R3 + RayR3

1. Ry = R{R; = ()" = (A+ Ry)*

5. RR=A+R + R+ R+ .. .+ R +RPR: (k>0)
Ri = A+ RiR;

6. (B1+ Ro)™ = (R + R3)”™ = (R1R3)" = (R1Ry)" R = Ri(R2RY)"
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7. RiRy = R\ R;
Ri(RoRy)™ = (RiR2)" Ry

8. (RiR)* = A+ (Ri + Ra)*Ra
(RiR5)* = A+ Ri(R1+ Ry)*

9. R = RoR1+ Rs & Ry = R;Rg
Ri=RiRo+ Rse Ry = R3R§

9. heifit auch “Arden Regel”.

2.3.2 Endliche Automaten

Wir werden nun das mathematische Modell des endlichen Automaten einfiihren. Man kann sich
die Arbeitsweise eines endlichen Automaten folgenderweise vorstellen. Zun&dchst befindet sich der
Automat in einem ausgezeichneten Zustand, dem sogenannten Startzustand. Bei Eingabe eines
Wortes w arbeitet der Automat w zeichenweise ab, und verdndert seinen internen Zustand in
Abhéngigkeit von dem soeben gelesenen Zeichen und seinem aktuellen Zustand. Die Menge der
moglichen internen Zustdnde ist dabei endlich. Der wohldefinierte Zustand nach vollstdndigem
Lesen von w dient dann als Entscheidung fiir die Akzeptanz von w. Wir geben nun die formale
Definition an:

Definition 2.15  Ein deterministischer endlicher Automat (EA) {iber X ist ist ein Quadrupel
A= (5,6, so, I), wobei

e S eine endliche Menge von Zustédnden,
e §:5 XX — S die (totale) Zustandsiibergangsfunktion,
e 5o € S den Anfangszustand und

e ['C S die Menge der Endzustédnde (akzeptierenden Zustdnde) bezeichnet.

Sei A ein EA und v :n — X ein Wort iiber 3. Die Funktion p, : n +1 — S mit
i) pu(0) =59 und
i) pu(i+ 1) =8(pu(2),v(2)) fiir i € n.
heifit die A-Berechnung iiber v. p, heifit akzeptierend, falls zusétzlich
iii) py(n) € F.

Falls p, akzeptierend ist, so sagen wir auch, dafi der Automat A das Wort v akzeptiert (be-
rechnet). Die Menge der von A akzeptierten Worter bezeichnen wir als die von A akzeptierte
(berechnete) Sprache und notieren sie durch L(.A).

Wir werden nun das Modell des endlichen Automaten erweitern, indem wir statt einem
Folgezustand mehrere Folgezustinde erlauben. Der Automat fiihrt nun alle moglichen Zu-
standsiibergidnge aus, dupliziert sich dabei selber, sodafl fiir jeden Folgezustand eine eigene
Instanz des Automaten existiert. Der Automat akzeptiert genau dann, wenn zumindest eine
seiner nebeneinander existierenden Instanzen einen akzeptierenden Zustand erreicht hat.
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Definition 2.16  Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) iiber ¥ ist ein Qua-
drupel A = (95,4, So, F'), wobei

S eine endliche Menge von Zusténden,

§:5 XX — P(S) die Zustandsiibergangsfunktion,

So € S die Menge der Anfangszustdnde und

e [" C S die Menge der Endzusténde (akzeptierenden Zustdnde) bezeichnet.

Sei v : n — X. Eine Funktion p:n 4+ 1 — S heifit A-Berechnung iiber v falls
i) p(0) €Sy und
ii) p(i+1) € 8(p(2),v(7)) fiir ¢ € n.
p heifit akzeptierend, falls zusdtzlich
iii) p(n) € F.

Der Automat A akzeptiert (berechnet) das Wort v genau dann, wenn eine akzeptierende A-
Berechnung iiber v existiert. Die von A akzeptierte (berechnete) Sprache L(A) ist dann die
Menge der von A akzeptierten Worter.

Man beachte, dafl ein NEA A = (S, 6, So, F') genau dann deterministisch ist, falls |Sg| = 1 und
|0(s,0)| =1 fiir jedes s € S und o € ¥ gilt. Gelegentlich werden wir sogar |§(s, o)| < 1 zulassen.
Dies bedeutet natiirlich keine Einschrinkung, da wir durch die Einfiihrung eines “dummy”—
Zustandes die Zustandsiiberfiihrungsfunktion total machen kénnen.

In der Regel ist es hilfreich sich einen endlichen Automaten durch seinen Zustandsiberfiihrungs-
graphen (state transition diagram STD) zu veranschaulichen. Sei A = (5,6, So, F) ein NEA.
Das STD G(.A) von A ist ein gerichteter, kantengelabelter Graph mit Knotenmenge S. Falls ein
Zustandsiibergang von sy nach sy bei Lesen von o definiert ist, so besitzt der Graph eine Kante
von sy nach s mit der Marke . Wir markieren Anfangszustidnde durch “~” und Endzusténde

durch “+7.

Beispiel 2.17 Sei A = (S,6,5,F) mit ¥ = {0,1}, S = (so, 51, S2,53), S0 = {so} und
F = {s9, s3}. Die Zustandsiibergangsfunktion § sei durch die folgende Tabelle gegeben:

5| o 1
S0 {80781} 0
si| {s2} {so}
52 0 {80}
53 0 {81}

A wird durch das folgende STD beschrieben:

I ) m—n O
0

1
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Definition 2.18  Eine Menge A C X* heifit reguldir, falls ein NEA A mit A = L(A) existiert.
Die Menge aller reguldren Sprachen iiber X bezeichnen wir mit REGy, d.h.

REGy = { A|INEA A iiber S[A = L(A)]} C B(EY).

Uberraschenderweise erweisen sich die Modelle des deterministischen endlichen Automaten und
des nichtdeterministischen endlichen Automaten im Bezug auf Spracherkennung als dquivalent:

Satz 2.19  Sei A C ¥* eine reguldre Menge. Dann existiert ein EA B mit L(B) = A.

Beweis:  Sei A = (5,6, S0, F') ein NEA mitL(A) = A. Wir werden aus A den sogenannten
Potenzautomaten B = (5’0, s, F') konstruieren. Dazu setzen wir

. 5= (),

e ¥ (A,0)= J 0(s,0) fiir o € ¥ und A € PB(9),
SEA

e s{, =50 und

o F'={ZeP(S)|ZnF #0}.

Man beachte, dafi B deterministisch ist. Der aktuelle Zustand von B entspricht der Menge der
moglichen aktuellen Zustédnde von A. Wir haben nachzuweisen, dafi L(A) = L(B) gilt.

Sei dazu zundchst w € L(A) mit |w| = n. Dann existiert eine akzeptierende A-Berechnung
p:n+1— Siiber w. Sei p’ : n+1 — P(9) die eindeutig bestimmte B-Berechnung iiber w.
Wir weisen durch Induktion iiber ¢ nach, daf p(i) € p/(¢) fiir jedes i =0, ..., n gilt.

Fiir i = 0 ist p(i) € So = p’(0). Sei nun p(i) € p'(¢) fiir ein i < n. Dann gilt

pli+1) € 6(pi) w(@) C | 8(s,w(i)) = (p'(0), wli)) = p'(i + 1).

s€p'(7)

Da p eine akzeptierende A-Berechnung ist, ist p(n) € F, andererseits ist auch p(n) € p'(n).
Damit ist p’(n) € I und p’ ist eine akzeptierende B-Berechnung iiber w, d.h. w € L(B).

Sei nun umgekehrt w € L(B) mit |w| = nund p’: n + 1 — PB(5) die akzeptierende B-Berechnung
iiber w. Nach Konstruktion von B ist p'(i + 1) = |J 6(s,w(¢)) fiir ¢ = 0,...,n — 1. Damit
s€p'(i)
existiert fiir jedes z € p/(i+1) ein s € p'(i) mit z € §(s, w(i)). Wir konstruieren eine akzeptierende
A-Berechnung iiber w wie folgt. Da p’(n) € F’, existiert ein ¢, € p'(n) mit ¢, € F. Aufgrund
der obigen Bemerkung kdnnen wir induktiv eine Folge (¢., ¢n-1,...,q0) konstruieren, so dafl
q; € p'(1) fiir i = 0,...,n und ¢y1 € 6(g;, w(7)) fiir i = 0,...,n — 1 gilt. Weiterhin ist go € So
und g, € F, alsoist p:n+ 1 — S mit p(i) = ¢; eine akzeptierende A-Berechnung iiber w. O

Wir wollen nun unsere Betrachtungen auf w-Sprachen ausdehnen. Dazu fiithren wir zunéchst die
“Unendlich-Oft” Funktion In ein: Sei M eine beliebige Menge und f: Ny — M. Wir sind an der
Menge von Funktionswerten von f interessiert, die unendlich oft angenommen werden, d.h.

(f) = {allf (@) =00} €M,
wobei [~1(a) = {i]i € No A f(i) =a}.
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Definition 2.20 Sei A = (S, 6, S0, F) ein NEA iiber ¥ und v : Ny — ¥ ein w-Wort iiber X.

Eine Funktion p : Ny — 5 heifit AY-Berechnung iiber v falls
i) p(0) €Sy und
ii) p(i4 1) € d(p(7),v(7)) fiir jedes i € Np.

p heifit akzeptierende A“—Berechnung iiber v, falls zusitzlich

iii) In(p)NF # 0 gilt, d.h es existiert ein Endzustand, der in der A“~Berechnung p unendlich
oft angenommen wird.

Der Automat A w-akzeptiert (w-berechnet) das Wort v genau dann, wenn eine akzeptierende
A¥-~Berechnung iiber v existiert. Die von A w-akzeptierte (w-berechnete) Sprache ist gegeben

durch
LY(A) ={v|v:Ny— X, dp : pist akz. AY-Berechnung iiber v }.

Eine Menge A C ¥¢ heifit w-reguldr, falls ein NEA A mit A = L¥(A) existiert. Die Menge aller
w-reguldren Sprachen {iber ¥ bezeichnen wir mit REG%:, d.h.

REGS = { A|3INEA Aiiber X[A = LY(A) ]} C B(XY).
Leider 148t sich Satz 2.19 nicht auf w-reguldre Mengen {ibertragen, vielmehr gilt das

Lemma 2.21 Es gibt w-reguldre Mengen, die von keinem deterministischen EA w-akzeptiert
werden.

BEwEIs:  Betrachte A = {0, 1}*{1}* C {0, 1}*. Aus Satz 2.27 folgt, dafl A w-reguldr ist, denn
A = ApBg mit den reguliren Mengen Ag = {0,1}* und By = {1}. A wird von dem NEA A
w—akzeptiert, der durch das folgende STD gegeben ist:

0
T

G(A)::

1
Es ist LY(A) = A.

Nun haben wir noch nachzuweisen, dafl kein EA existiert, der A w—akzeptiert. Dazu nehmen wir
an, dafl der EA B = (S, 6, so, I') A w-akzeptiert. Wir kdnnen annehmen, daf fiir jedes s € I
LY((S, 6, s0,{s})) # 0. Dann ist LY((S,d,s, F)) = {1}¥. Sei w € A. Da B deterministisch ist,
existiert ein ng € N mit p(ng) € F fiir die BY~Berechnung iiber w. Betrachte nun v € X mit
v =w(0,n9 — 1)01*. Es ist v € A. Fiir die B“~Berechnung p’ iiber v ist p’(ng) = p(ng) € F,
allerdings ist v(ng, 00) = 01¢ ¢ {1}* und v wird nicht von B w-akzeptiert. 0
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2.3.3 Kleenesche Satze

Wir werden nun zeigen, dafl die Sprachen, die von endlichen Automaten erkannt werden, ge-
nau die Sprachen sind, die von reguldren Ausdriicken beschrieben werden. Diese Aquivalenz
rechtfertigt es, die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen reguldr zu nennen.

Satz 2.22  Sei R ein reguldrer Ausdruck. Dann existiert ein EA A mit ¢(R) = L(A).

Bewegis:  Aufgrund von Satz 2.19 geniigt es zu zeigen, dafl zu jedem R € RE ein NEA Ap
existiert mit p(R) = L(ARr). Wir fiihren diesen Nachweis iiber den rekursiven Aufbau von R
gemif Definition 2.12, d.h. per Induktion iiber der Anzahl der reguldren Operatoren in R.

i) (a) Sei R=0. Betrachte A = (5,4, S50,0). Es ist L(A) =0 = ¢(R).

(b) Sei R = A. Konstruiere A = ({so}, 5, {so}, {s0}) mit d(sp,0) = O fiir jedes o € X.
Dann ist L(A) = {A} = ¢(R).

(c) Sei R =0 mit o € ¥. Konstruiere A = ({so, s1}, 9, {so},{s1}) und

sy fallss=spund a =0
o(s,a) = {Q) sonst.

Damit ist L(A) = {c} = ¢(R).

ii) Sei R = R; + R3. Nach Induktionsvoraussetzung existieren NEAs A; = (51, 61, S0,, 1)
und Ay = (53, 82, So,, F2) mit ¢(R1) = L(A1) und ¢(R3) = L(A3). Wir kénnen annehmen,
dafl S1NS; = .

Aus Ay und Ay werden wir einen NEA B = (5, 8, So, F') mit L(B) = L(A1)UL(A2) = ¢(R)
konstruieren. Dazu setzen wir .S = S; U Sy, So = So, U So,, ' = Iy U F, und definieren
d:(S1US2) X ¥ — PB(S1 US3) durch

_ Jé1(s,0) falls s € 5y
os,0) = { 82(s,0) falls s € Ss.

iii) Sei R = Ry Ry. Die NEAs Ay und A; seien wie oben definiert. Sei B = (51U Sy, 8, So,, F2)

mit
91(s, ) falls s € 51 \ Fy
5(s,0) = d1(s,0) U S/g02 d3(s',0) falls s € I
83(s,0) falls s € S.

Es ist leicht nachzupriifen, daf§ L(B) = L(A;)L(A;3) gilt.

iv) Sei R = (Ry)* und A = (S5,64,S50, F) ein NEA mit ¢(Ry) = L(A). Sei z ¢ S und
B=(SU{z},6, 5%U{z},{z}) mit

1IN

0 falls s = z
§(s,0) =< da(s,0)USoU{z} falls d4(s,0)NF
F

0
Sa(s,0) falls §4(s,0) N 0.

Esist L(B) = L(A)*. O

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 2.22:
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Satz 2.23  Sei A ein EA. Dann existiert ein reguldrer Ausdruck R mit ¢(R) = L(A).

BEwEIs:  Sei A = (5,6, so, I') mit S = {s0, 51, .., Sm—1}-

Fiir 7,5 = 0,...,m — 1 definieren wir den EA A;; = (9,0, s;,{s;}) mit Startzustand s; und
Endzustand s;. Damit ist

LA) = | L(Ag)-

s; €L

Wir werden reguldre Ausdriicke R; mit ¢(R;) = L(Ay;) konstruieren. Somit gilt
L(A) = ¢( + Rj)

s;el”
Um uns die Konstruktion der reguldre Ausdriicke R; weiter zu erleichtern, fithren wir die fol-
genden Sprachen ein:
L(A;j) = {v e L(A;) | fiir die A;;~Berechnung p iiber v gilt p(i) # s; fiir 0 < < |v] — 1 }.

Z(Aij) entspricht der Menge aller Worter, die von A;; akzeptiert werden, wobei der Endzustand
s; nur einmal am Ende der Berechnung angenommen wird.

Mit dieser Vereinbarung gilt L(Ag;) = L(Ao;)(L(A;;))*. Damit haben wir unsere Aufgabe auf
die Konstruktion von regulidren Ausdriicken R;; mit ¢(R;;) = L(A;;) reduziert.

Fiir s,z € S fithren wir zur leichteren Schreibweise die Menge
X;,=H{0€eX|z=6(s,0)}
ein. Sei X;, = {o1,02,...,0,}, dann ist
Ss=01+02+ ...+ 0,
ein reguldrer Ausdruck mit ¢(S;.) = X ..

Nach diesen Vorbetrachtungen kénnen wir die eigentliche Behauptung induktiv {iber die Anzahl
m der Zustdnde von A nachweisen.

Zur Induktionsverankerung betrachten wir zun&chst den Fall m = 1. Dann besteht .S nur aus
dem Zustand sp und wir haben lediglich fiir I(Aoo) einen reguldren Ausdruck zu konstruieren.
Nun ist L(Ago) gerade X, 5, und Sy, 5, ist der gesuchte reguliire Ausdruck.

Als Induktionshypothese nehmen wir an, daf sich fiir jeden EA B mit weniger als m Zustinden
ein reguldrer Ausdruck R mit ¢(Rg) = L(B) konstruieren 1d8t. Um den Induktionsschritt fiir
A mit m Zustdnden zu fithren, miissen wir nach den obigen Bemerkungen fiir .A;; regulére
Ausdriicke R;; mit ¢(R;;) = L(A;;) konstruieren:

i) Wir betrachten zundchst den Fall ¢ # j. Sei Q@ C S\ {s;} die Menge von Zustédnden, von
denen der Endzustand s; in einem Schritt erreichbar ist, d.h

Q={seS\{s;}|Fo€X :5;=0(s,0) }.

Fiir s € @ bezeichne A?; die Restriktion von A;; auf S\ {s;} mit neuem Endzustand s,
d.h.

Afj = (S \ {S]‘},(S]‘,Si, {5})
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mit &;(z,0) = 0(z,0) fiir 2 € S\ {s;}. Da A?; genau m — 1 Zusténde besitzt, existiert nach
Induktionsannahme ein reguldrer Ausdruck Rf; mit p(R;) = L(AJ;). Sei

Q' ={s€QILA}) #0Vs=si}.

Dann ist

L(Ay) = | LA X, s,
seqQ’

und R;; = + R:.Ss s, ist ein reguldrer Ausdruck mit e(R;;) = Z(Aij).
SEQ!

Sei nun ¢ = j. Dann definieren wir die Mengen Q;,Q2 C S\ {s;} als die Menge von
Zustdnden, die vom Anfangszustand s; im einem Schritt erreichbar sind, bzw. von denen
aus der Endzustand s; in einem Schritt erreichbar ist, d.h

Q1= U §(si,0)\ {s;} und

oEN

Q:={seS\{s;}|TFo e :s5,=0(s,0)}.
Fiir 21 € @1 und z3 € () bezeichne Af;’zz) die Restriktion von A;; auf S\ {s;} mit
Anfangszustand z; und Endzustand z3, d.h.

AZ'MZZ) = (S \ {Si}7 0, 21, {22})

mit &;(z,0) = 8(z,0) fiir z € S\ {s;}. Da A7"" genau m — 1 Zustiinde besitzt, existiert

i1

nach Induktionsannahme ein regulirer Ausdruck R;"™ mit p(R;"™) = L(A"™). Sei

Q ={(21,22) €Qu X Q2| L(AT}*)#0}.
Dann ist

L(-An) - Xs,‘,s,‘ U U X5i72X275i U U st‘,ZlL('A?il 722)XZ2751‘
2€Q1NQ2 (#1,22)€Q’

und

Ry = S'Si75i + + Ssuzsz,sz‘ + + SSth sz'l 722522781‘
2€Q1NQ2 s€eqQ’

ist ein reguliirer Ausdruck mit ¢(R;;) = L(A;).

Die Sétze 2.22 und 2.23 implizieren das

Korollar 2.24 Die Menge der reguldren Sprachen ist genau die Menge der durch regulére
Ausdriicke definierten Sprachen, d.h. REGy = ¢(REy).
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2.3.4 Struktur von reguldren Mengen

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dafi die Menge der reguléren Sprachen {iber ¥ eine einfache
mengentheoretische Struktur besitzt — sie bildet eine Boolesche Algebra.

Satz 2.25 Sei ¥ ein Alphabet. Dann ist (REGyg,U,N, ) mit A = ¥*\ A fiir A € REGy, eine
Boolesche Algebra.

BEwEIs:  Im Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, dafi ((X*),U,N, ) eine Boolesche Algebra
mit Einselement 3* und Nullelement () bildet.

Da REGy C $(X*) ist, haben wir lediglich nachzuweisen, dal REGy, abgeschlossen unter Ver-
einigung, Komplement und Durchschnitt ist:

i) Die Abgeschlossenheit unter Vereinigung wurde schon in Satz 2.22 gezeigt.

ii) Sei A € REGy. Dann existiert nach Satz 2.19 ein EA A = (5,4, Sp, ) mit L(A) = A. Sei
B = (9,8, S0,5\ F). Es ist leicht nachzuweisen, dal L(B) = A gilt: Nach Konstruktion von
B ist fiir w € ¥* die A-Berechnung p,, iiber w eine B-Berechnung iiber w und umgekehrt.
Sei nun w € L(A). Dann ist p(|w|) € F, also p(|w]) ¢ S\ F. Daher ist w ¢ L(B). Fiir
w € L(B)ist p(|w|) € S\ F, also p(Jw|) ¢ F', damit ist w ¢ L(A).

iii) Seien A, B € REGy. Dann ist auch AN B € REGg, denn AN B = AU B und die
Abgeschlossenheit von REGy unter Komplement und Vereinigung haben wir soeben nach-
gewiesen. |

Aufgrund der Kleeneschen S&tze kénnen wir diese Struktur auch auf durch reguldre Ausdriicke
definierte Sprachen iibertragen.

Korollar 2.26 Seien R, Ry € RE. Dann existieren Rs, R4 € RE mit
i) @(R3) = o(R1) N p(Ra).
ii) @(Rg) =37\ o(R1).

2.3.5 Struktur w-regulidrer Mengen

Die Menge der w-reguldren Sprachen bildet ebenfalls eine Boolesche Algebra. Der Nachweis
erfordert jedoch wesentlich gréflere Anstrengungen als im Fall der reguldren Sprachen.

Wir beginnen zunichst mit einer einfachen Charakterisierung w-reguldrer Mengen.

Satz 2.27 Sei A C X%, A ist w-reguldr genau dann, wenn ein n € Ny und regulire Mengen
A;, B; C ¥ fiir ¢ € n existieren, so daf

BEWEIS:
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(=) Sei A w-reguldr, dann existiert ein NEA A = (9,0, So, ) mit A = L¥(A). Fiir s;,s; € S
definieren wir die regulire Menge

X{(siys5) = L((5, 0, {si}, {s;}))-

Sei w € X¥. Dann ist w € A genau dann, wenn es eine A“—Berechnung p : Ng — S
mit In(p) N F' # @ gibt, also wenn eine Folge (n;); .y und Zustéinde so € Sp, s € F
existieren, so daf§ p(0, ny) eine (5,6, {so}, {s})-Berechnung fiir w(0, nqy—1), und p(n;, ni41)
eine (9,9, {s},{s})-Berechnung fiir w(n;, n;41 — 1) fiir jedes ¢ € N ist, d.h. w(0,ny) €
X (s0,5) und w(n;, niy1) € X (s,s). Damit gilt

A= U X (s0,5)X (s, 9)”.
sel
s0 €Sy

(<) Die Riickrichtung ergibt sich aus den beiden folgenden Lemmata 2.28 und 2.29. O
Lemma 2.28  Seien A, B C ¥* reguldre Mengen. Es existiert ein NEA C mit L¥(C) = AB“.

BEwEls:  Nach den Sdtzen 2.19 und 2.22 existieren EAs A = (5,01, 50,,11) und B =
(5275278027F2)7 Sl N 52 = @ mit L(.A) = A und L(B) = B* Sel C = (Sl U 52757 {801}7F2)
ein NEA mit

51 (s,0) falls 61 (s,0) € S1 \ F1
d(s,0) =g 01(s,0) Uda(s0,,0) falls §1(s,0) € Fy
da(s,0) falls s € Ss.
Dann ist L(C) = AB* und L¥(C) = AB". O

Lemma 2.29  Seien A und B NEAs. Dann existiert ein NEA C mit L¥(C) = L (A) U L¥(B).

BeEweis:  Die Konstruktion von C erfolgt analog zum Beweis des Satzes 2.22. O

Im folgenden mdchten wir (vergl. Satz 2.25) zeigen, dafl (REGS, U, N, 7) ebenfalls eine Boolesche
Algebra ist.

Nach Lemma 2.21 kdnnen wir die w-reguldren Sprachen nicht durch deterministische endliche
Automaten charakterisieren. Daher kénnen wir die Vorgehensweise des reguléren Falles nicht
auf den w-reguldren Fall iibertragen.

Um w-reguldre Mengen dennoch von deterministischen Automaten w—berechnen zu kénnen, wer-
den wir ein zusdtzliches Modell eines endlichen Automaten einfiihren, den sogenannten Macro-
Zustand I'ndlichen Automaten.

Definition 2.30 Ein Macro-Zustand (Muller) Endlicher Automat (MEA) iiber ¥ ist ein
Quadrupel A = (5,46, so,F), wobei S die (endliche) Menge von Zustédnden, § : S x ¥ — 9
die Zustandsiibergangsfunktion und so € S den Anfangszustand bezeichnet. F C PB(.9) ist eine
Menge von akzeptierenden Macro-Zustidnden.

Sei A ein MEA und v € ¥*. Die A*-Berechnung p, : Ng — S iiber v (mit p,(0) = so und
pu(t+ 1) = 6(py(2),v(2)) fiir jedes 7 € Np) heifit akzeptierend, falls In(p,) € F gilt, d.h. die
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Menge der Zustidnde, die in der A“-Berechnung p unendlich oft angenommen werden, muf in F
enthalten sein.

Falls p, akzeptierend ist, so sagen wir auch, dafl der MEA A das Wort v w-akzeptiert (w—
berechnet). Die Menge der von A w-akzeptierten Worter bezeichnen wir als die von A w—
akzeptierte (w—berechnete) Sprache und notieren sie durch L¥(A).

Eine Menge A C 3¢ heifit w-M-regulir, falls ein MEA A mit A = L¥(A) existiert. Die Menge
aller w—M-regulédren Sprachen iiber > bezeichnen wir mit REG"EJM7 d.h.

REGEM = { A C X% |IMEA Aiiber ¥ : A= L¥(A) ).

Als Beispiel geben wir fiir die w-reguldre Menge A = {0, 1}*{1}* C {0, 1}*, die nach Lemma
2.21 von keinem EA w-berechnet wird, einen MEA A = ({so, s1}, 9, so, {{s1}}) mit L¥(A) = A

G(A) :: 01
0

Unser Ziel ist der Nachweis, dafl (REGS,U,N, 7) eine Boolesche Algebra ist. Dazu werden wir
zunéchst zeigen, dafl (REG"EJM7 U, N, ~) eine Boolesche Algebra ist, und anschliefend nachweisen,
daf REGY = REGEM gilt.

Um die Abgeschlossenheit von REG"EJM unter Vereinigung nachzuweisen, fiihren wir noch ein
weiteres Modell eines deterministischen endlichen Automaten ein, den Tafel Endlichen Automa-
ten.

Definition 2.31 Ein Tafel (Table) Endlicher Automat (TEA) iiber ¥ ist ein Quadrupel
A = (5,6, 50, T), wobei S die (endliche) Menge von Zusténden, § : S x ¥ — S die Zustands-
iibergangsfunktion und sg € S den Anfangszustand bezeichnet. T C (B(S) x P(9))™ fiir ein m €
Np heifit die Tafel von A der Grofie m. Im folgenden werden wir die Notation T = {(L;, U;)|i € m}
mit L;, U; C S benutzen.

Sei A ein TEA und v € ¥¥. Die A¥-Berechnung p, : Ny — S iiber v heifit akzeptierend, falls
diem : In(p,) N L; =0 und In(p,) NU; £ 0.
Falls p, akzeptierend ist, so sagen wir auch, dafl der TEA A das Wort v w-akzeptiert (w—

berechnet). Die Menge der von A w-akzeptierten Worter bezeichnen wir als die von A w—
akzeptierte (w—berechnete) Sprache und notieren sie durch L¥(A).

Eine Menge A C 3¢ heifit w-T-reguldr, falls ein TEA A mit A = L¥(A) existiert. Die Menge
aller w-T-reguliren Sprachen iiber ¥ bezeichnen wir mit REGET .

Wir werden nun die Aquivalenz von MEAs und TEAs nachweisen.

Lemma 2.32 Sei A € 3. A ist w-M-reguldr genau dann, wenn A w-T-reguldr ist, d.h.
REG¢M = REGYT.
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BEWEIS:
(=) Sei A = (59,8,80,F) mit F = {Qo,...,Qx-1}, § ¢ F ein MEA mit A = L“(A). Wir

konstruieren einen TEA B = (5,4, s(, T) mit L*(B) = L¥(.A). Sei dazu
§"=P(Qo) X -+ X P(Qr—1) X 5.

Die ersten & Komponenten von S’ dienen dazu, die Makrozustinde von A zu simulie-
ren. Fiir 8 = (Ag,..., Ay_1,5) € 9’ bezeichne 7;(s’) die Projektion von s auf die i-te
Komponente, d.h. 7;(s") = A; fiir 0 <7 < k und 7x(s') = s.

Wir definieren § : S” x ¥ — 5" durch §(s',0) = s mit

o 0 falls m;(s") = Q; . )

mis) = { Qi N (mi(s) U{mp(s")}) falls m(s") C Q; fiir 0 < ¢ <k und
(") = 0(mr(s),0).

Sei sj, = (0,...,0,s0).

Sei w € ¥ und p; die AY-Berechnung iiber w. Fiir die B“~Berechnung py iiber w gilt
dann 7 (p2(t)) = p1(4) fiir ¢ € Ng. Nach Konstruktion von ¢’ ist weiterhin 7;(In(ps)) = @Q;
gleichbedeutend mit @; C In(p;). Sei

U]‘:{S/ES/|7T]‘(S/):Q]‘} und Lj:{S/ES/|7Tk(S/) ES/\Q]‘}.

Dann ist In(p;) = @; dquivalent mit (In(p2) NU; # ) A (In(pz) NL; = 0).
Mit T = {(L;, U;)|0 < i < k} ist dann w € L¥Y(A) < w € L¥(B).

Sei B = (9,9, s, T) ein TEA mit A = L¥(B). Sei T = {(L;,U;)|0 < ¢ < m}. Wir konstru-
ieren einen MEA A = (S, 9, so, F) mit

F={QCS|I0<i<m:QNU:i£A0AQNL; =0}

Offensichtlich ist damit L“(A) = L¥(B). O

Wir werden nun die Abgeschlossenheit von REG¢T — und damit auch von REGEM — unter
Vereinigung nachweisen.

Lemma 2.33  Es seien A, B TEAs. Dann existiert ein TEA C mit L¥(C) = L“(A) U L¥(B).

BEwEIs:  Seien A = (51,01, S0,,T1) und B = (52,03, so,, T2) TEAs mit den Tafeln T; =
{(L1,,U1,) |0 <i< ky} der Groie ky und Ty = { (L2, Us,) |0 < i < kg } der GroBe ks.

Sei C = (Sl X 5275/7 (8017802)7T/) mit 5/((81782)70') = (51(8170)752(8270)) fiir S1 € 517 Sz € SQ
und o € 3. Damit simuliert C die Berechnungen von A und B nebeneinander. Wir spezifizieren

die Tafel T’ derart, dal L¥(C) = L¥(A) U L¥(B) gilt. Sei

T/:{(LliXSQ,UliX52)|0§i<k1}U{(SlXLQJ,SlXU2])|0§j<k2}.

Fir w € X% sei p; die A“-Berechnung und p; die B“-Berechnung iiber w. Fiir die C¥-
Berechnung p’ iiber w gilt dann p’(¢) = (p1(7), p2(¢)) fiir ¢ € Np.
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Nun ist w € LY (A)U L¥(B) genau dann, wenn 4, j mit 0 < ¢ < k1, 0 < j < kg existieren, so dafl
(In(p1) N Ly, =0 A dn(p) NUL #0) V (In(p2) N Ly; =0 A In(p2) N U #0).

Nach der Definition von T’ ist dies genau dann erfiillt, wenn p’ akzeptierend ist, also wenn
w e LY(C). O

Im folgenden Lemma weisen wir die Abgeschlossenheit von REG"EJM unter Komplementbildung
nach:

Lemma 2.34  Sei A ein MEA iiber ¥. Dann existiert ein MEA B mit L¥(B) = X« \ L¥(A).

BEwEIs:  Sei A = (5,9, s0,F) ein MEA. Wir konstruieren den komplementiren MEA B =
(8,9, s0,B(S) \ F). Offensichtlich gilt L~ (B) = ¥\ L¥(A). O

Aus der Abgeschlossenheit von REG"EJM unter Vereinigung und Komplementbildung folgt die
Abgeschlossenheit unter Durchschnitt (vergl. Satz 2.25). Damit gilt der

Satz 2.35 Sei ¥ ein Alphabet. Dann ist (REGEM, U, N, ) eine Boolesche Algebra.

Wir méchten schliefilich noch nachweisen, dafi die w—M-reguldren Mengen gerade die w-reguléren
Mengen sind. Wir teilen den Beweis wieder in eine Reihe von Lemmata auf. Zun&chst bendtigen
wir die folgenden Definitionen.

Sei A = (5,0, s0, ) ein EA mit Zustandsiibergangsfunktion ¢ : S x ¥ — S. Wir erweitern § auf
Worter aus 3%, d.h. wir betrachten § als eine Abbildung S x ¥* — 5. Fiir jedes s € S und jedes
v € ¥* setzen wir 6(s,v) = ¢’ mit s’ = p(|v]) fiir eine (9,9, s, F')-Berechnung p iiber v.

Definition 2.36  Sei A = (95,6, 50, F) ein EA und A = L(A). Sei v € ¥ und ¢ € Np. ¢
heifit Flag—Punkt von A in v, wenn ein j € Ny mit 0 < j < 7 existiert, so daf die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

i) v(0,7) € L(A)
it) 6(so,v(j,7)) = 0(s0,v(0,7))
iii) Fiir jedes ' mit j < ¢/ < @ gilt §(so,v(4,7")) # 6(s0, v(0,7"))
Wir nennen ein solches j einen assoziierten Punkt von i und bezeichnen ihn mit a(¢) = j.

Weiterhin definieren wir die Sprache A% C (X¥) als Menge aller w—Wérter, in denen A un-
endlich viele Flag—Punkte hat, d.h.

A® ={v|v:Ny =X, |{i]iist Flag-Punkt von Ainv}|=oc}.

Die dritte Eigenschaft assoziierter Punkte garantiert uns, dafl paarweise verschiedene Flag—
Punkte eines w—Wortes v € ¥ verschiedene assoziierte Punkte besitzen, d.h. fiir Flag—Punkte
i1,72 von v mit ¢; # iy gilt a(i1) # a(iz). Jeder assoziierte Punkt ist also eindeutig einem
Flag—Punkt zugeordnet.
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Lemma 2.37  Sei A ein EA mit A = L(A). Dann ist A% C A“.

BewEeis:  Sei A = (9,9, 50, F) und A = L(A). Sei v € A®. Dann existiert eine (unendliche)
Folge I = (i1, i2,...) von Flag-Punkten von A in v mit ¢y < ig4q fiir jedes & € N. Da |I| = o0
ist, existiert eine (unendliche) Teilfolge J = (j1,J2,...) von I mit a(jx) < jr < a(Je+1) < Jrt1
fiir jedes k € N.

Um v € A nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dafl v(a(j,), a(jny1)) € A fiir alle n € N gilt.
Dies folgt jedoch direkt aus der Definition 2.36:

i) v(0,a(jut1)) € A, daher ist §(sg, v(0,a(jnt1))) € F.

i) 6(s0,v(a(jn), jn)) = 6(50,0(0, jn))-
Da j, < a(jnt1) ist, gilt dann auch 6(so, v(a(j,), a(jnt1))) = 8(s0,v(0,a(jnt1))) € F.

Also ist v(a(j,), a(jns1)) € A, damit ist v € A und A® C A~. ]
Lemma 2.38  Sei A ein EA mit A = L(A). Es gelte A* = A. Dann ist AA® = A¥.

BEwEIs:  Sei A = (5,9, 50, F).

(C) Nach Lemma 2.37 ist A% C A%, also ist AA® C AAY = A¥,

(D) Sei v € ¥¥. Dann existiert eine Folge J = (jo,j1,...) mit 0=Jjo < j1 < ... < jp < ..., 80
daB fiir alle n € Ny v(jn, jut1) € A gilt. Da A = A* gilt, ist v(0, j,) € A fiir jedes n € Np.

Wir definieren eine Relation ~ C N2 durch
. ./ . . ./ . . . ./ .
j~yj3 <<= 3dJieN:j <2/\5(80,11(],2)):5(50,11(],2)) (2.1)

fiir alle 7, 7' € Np.

Man iiberlegt sich leicht, daff ~ eine Aquivalenzrelation ist:

i) j~jfirjedes j € Ny (~ ist reflexiv)
i) j~j = j' ~jfiralle j,j’€ Ny (~ ist symmetrisch)
i) j~j' AN~ = j~g"fiiralle j, 5,77 € Ny (~ ist transitiv)
Die Aquivalenzklassen von ~ wollen wir im folgenden mit ~[i]={j | j € Ny Ai ~ j}

fiir ¢ € Ny bezeichnen. Die Quotientenmenge von Ny nach ~ ist dann durch Np/~= {~

[¢]|7 € Ny} gegeben.

Fiir die Anzahl der Aquivalenzklassen von ~ gilt | Ny/~| < |S|. Um dies nachzuweisen

nehmen wir | No/~| > |S| an. Dann existieren ki, k2, ..., k|sj41 € No, die paarweise nicht
dquivalent sind. Sei j > max{ky, kg, ..., k|gj41} und s; = 8(so, v(k;, j)) fiir e = 1,..., [S[+1.
Da kq, kg, ..., k541 paarweise nicht dquivalent sind, miissen nach (2.1) s1, 532, .. o SIS|4+1

paarweise verschieden sein. Dann wére aber |S| > |S| und damit ist die Annahme zum
Widerspruch gefiihrt.

Da es nur endlich viele Aquivalenzklassen gibt, muB es in der (unendlichen) Folge .J
unendlich viele paarweise dquivalente Folgenglieder geben. Sei also J = (ji,jz,...) mit
J1 < Ja < o< jp < ...und ji; ~ j, fiir alle n € N.
Da v(0,j,) € A fiir jedes n € Ny ist, gilt auch v(0,7;) € A. Mit v = v(0, j1)v(ji,00)
miissen wir noch nachweisen, daf v(j;,00) € A® ist.
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Da J Teilfolge von J ist und A = A* gilt, ist v(jy,j,) € A fiir jedes n € N.

Weiterhin gibt es wegen j; ~ j, eine kleinste Zahl 7, € N mit
31 < jn < Zn A 5(807 U(jh Zn)) - 5(807 U(jnv Zn)) (22)

Dann ist (vergl. Definition 2.36) i, — j; Flag-Punkt von A in v(j;,o0) und a(i, — j1) =
Jn = J1, denn

i) v(j1,00)(0,alin — j1)) = v(j1,00)(0,jn — j1) = v(j1, Jn) € A
2

i) 6 ((s0, 001, 00)(@lin = 1) in = 1)) = (50, 0 (s i) ) (22) (50,01, )
= 8(s0,0(j1,20) (0,1 = 1))

iii) Fiir jedes 4+ mit a(i, — j1) < # < 4, — j1 gilt §(sg,v(j1,00)(a(i, — J1), 7'
) ] J Ji g ;o Ji)s
5(30, v(J1,00) (0, i’)), da i, die kleinste Zahl mit der Eigenschaft (2.2) ist.

Sei nun j,, > i,. Wir wiederholen die obige Konstruktion und finden ein 7,, € N mit
Jm < ip (d.h. auch i, < i,), so daB i,, — j; Flag-Punkt von A in v(j;, o) ist. Dieses
Vorgehen 1#8t sich beliebig oft wiederholen (da .J eine unendliche Folge ist), also hat A
beliebig viele Flag—Punkte in v(j1, 00) und damit ist v(j1, 00) € A%, ]

Lemma 2.39  Sei A ein EA. Dann existiert ein MEA B, so da L(A)® = L¥(B).

BEwEIs:  Sei A = (5,4, sg, I). Wir definieren eine Menge C' C ¥* durch
C={2(0,7) |z € ¥¥ und ¢ € Ny ist ein Flag—Punkt von A in 2 }. (2.3)

Dann ist

LA ={z|zeX¥und |{i|ie NgAz(0,7) € C}|=o0}. (2.4)

Wir zeigen zunichst, daB C' regulér ist. Mit der Charakterisierung von L(A)® in (2.4) kénnen
wir dann einen TEA angeben, der L(A)2 w-akzeptiert.

Um einzusehen, daf§ C' regulidr ist, geben wir eine zu (2.3) dquivalente Definition der Menge C'
an (vergl. Definition 2.36):

C={ylye30<j<lyl : y(0,5) € LIA) A (s0,y) = b(s0,y(j. y]))

A (V5 <0< Iyl [8(s0, y(0,8)) # (50,5 )] ) }- (2.5)

Ein NEA C mit L(C) = C kann wie folgt konstruiert werden. Fiir ein y € X* verhdlt sich
C zunichst wie A. Falls A nach Lesen von y(0,7) einen Endzustand von A erreicht, so kann
C (C ist nichtdeterministisch) entweder mit der Simulation von A fortfahren, oder zusétzlich
eine zweite Simulation von A mit Eingabe y(j, |y|) beginnen. Die jeweils erreichten Zusténde
(von A) der beiden Simulationen werden verglichen. Falls diese Zustdnde gleich sind, so ist
ein Endzustand von C erreicht. Von diesen Endzustdnden kann C in keine weiteren Zustdnde
gelangen.
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Wir definieren also C = (5,4, S0, F) mit S = S x (SU{L}) wobei L & S, So = {(s0, L)},
F={(ss)|s€S}und

{(0(z1,0),1)} falls g = L und 2y € S\ F
{(6(z1,0),1), (8(#1,0),0(s0,0)) } falls zg=_1L und z; € F

0((21,22),0) =
{(6(z1,0),8(22,0)) } falls 21,29 € S und 2z # 29

0 falls zy,29 € S und z; = 29

fiir alle o € X.

Nach Satz 2.19 existiert dann ein EA D = (5,4, 30, ~) mit L(D)

= L(C) = C. Mit der Charak-
terisierung (2.4) w-akzeptiert D genau L(A)2, d.h. L¥(D) = L(A)~.

Also gilt fiir den TEA & = (5,6, 30, {(0, [')}) ebenfalls L¥(£) = L(A)A.
Nach Lemma 2.32 existiert dann auch ein MEA B mit L¥(B) = L¥(D) = L(A)*. 0

Fiir den Beweis des folgenden Lemmas treffen wir noch die folgende Vereinbarung. Sei I' eine
Menge und » € [ mit v = uouy ...up—y. Wir bilden die contraction (Kurzform) c(u) von wu,
indem wir Wiederholungen von Zeichen aus u eliminieren, d.h. mit

und 4 < iy < -o- < Uy st e(uw) = ug ug, ..o, Wir nennen u contracted (gekiirzt), falls
c(u) = u gilt. Weiterhin definieren wir die Kontraktionszahl p(u) von w als die Linge des
lingsten gekiirzten Prifix von u. Offensichtlich ist u(v) = |v| fiir ein gekiirztes Wort v. Falls I'
endlich ist, so ist sicherlich p(u) < |I'| und insbesondere existieren nur endlich viele gekiirzte
Warter iiber I'.

Als Beispiel sei I' = {a,...,z} und u = eliminieren € I'*. Dann ist ¢(u) = elimnr und p(u) =
lelim| = 4.

Lemma 2.40  Sei A ein EA und B ein MEA. Dann ist L(A)LY(B) w—M-regulir.

Beweis:  Sei A = L(A) und B = L¥(B). Sei A = (51,1, s0,, I). Nach Lemma 2.32 existiert
ein TEA D = (53,82, 50,, T), T = {(L;, U;)|0 < i < m}, |Sz| = n, mit L¥(D) = L¥(B) = B. Wir
werden im folgenden einen TEA & = (57,6, s, T') konstruieren mit LY (&) = AB.

Sei z € X*. Nun ist 2 € AB genau dann, wenn sich  in 2(0,7) und z(¢, co) aufspalten a8t mit
2(0,2) € A und 2(i,00) € B. Sei py : Ny — 5 die AY—Berechnung iiber z, dann ist 2(0,7) € A
gleichbedeutend mit p;(i) € F. Weiterhin bezeichne p' : Ny — S, die D“—Berechnung iiber
(i, 00), dann ist z(i,00) € B, wenn (In(p') N Ly = 0) A (In(p') N Uy # 0) fiir ein k € m.

Wir wollen ¢ € Ny als (potentiellen) Trennpunkt bezeichnen, wenn pi(¢) € F gilt. Dann ist
x € AB, wenn es einen Trennpunkt ¢ gibt, so daf pi/ akzeptierend ist. Leider kénnen wir nicht
alle moglichen D“—Berechnung pi/ parallel simulieren, da es i.a. beliebig viele Trennpunkte geben
kann. Die folgende Betrachtung 16st dieses Problem:

Wir wollen zwei Trennpunkte 21,79 € Ny mit ¢; < i dquivalent nennen, falls ein [ > 15 existiert
mit p't(I—1i1) = p2 (I —iz). Man beachte, daf hieraus p™ (j —i1) = p'2(j —io) fiir jedes j > [ folgt.
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Also ist pt akzeptierend (iiber z (i1, 00)) genau dann, wenn p*? (iiber z(iy, 00)) akzeptierend ist.
Um zu entscheiden, ob z € AB gilt, miissen wir in der Simulation nur diejenigen Trennpunkte
weiterverfolgen, fiir die bisher kein dquivalenter Trennpunkt aufgetaucht ist. Da |S;| = n, gibt
es stets hochstens n nichtdquivalente Berechnungen (von D), die wir verfolgen miissen.

Wir werden nun die Menge der Zustdnde der nichtdquivalenten Berechnungen als ein Wort
u € 55 betrachten. Daher erweitern wir die Zustandsiibergangsfunktion d; auf Worter iiber Sy:
Fiir u=wug...u; € 55 und o € X definieren wir 65 (u, o) = d2(ug, o) ...0(ux, o).

Wir definieren £ = (57,6, s, T') wie folgt:
o 5" = {(s,u,i)|s€ S1,u€ S5 clu)=u,0<i<n},

(5151, ), e(85(u, 0)), 1(83(u, 0))) falls sy ¢ F

o O ((s1,u,1),0) =
(( o) { (01(s1,0),c(85(uso,, o)), u(d5(uso,,0)))) falls s; € F,

e s), = (so,,A,0),
o T = {(Lin,Uix) [0< i <m,0<k < n} mit
Liy ={(s1,u,7) € S"|u(k) € Ly oder j <k} und U, = {(s1,u,j) € 5" |u(k) € U; }.
wobei ¢ und pu wie oben definiert sind.

Wir miissen L“(C) = AB nachweisen. Sei dazu p : Ny — S’ die C¥~Berechnung iiber z € ¢
und ¢; = m(p), ¢ = 1,2,3. Dann entspricht g1 der A“-Berechnung p; iiber 2 und p1(j) € F
g.d.w. 2(0,j) € A fiir jedes 7 € Ny. Weiterhin sei g3[k] : Ng — Sz definiert durch

02[k](n) = {Qz(n)(k) falls |oz(n)] > &

A sonst.

Falls 01(j) € F ist, dann gilt 02(j + 1) = ¢(33(02(j)s0,,2(5))), also existiert ein k1 < n mit
02(7 + 1) (k1) = p’(1). Aufgrund der contraction gilt dann

VI>13k < nloa(j+0)(k) =p'(1)]

mit kipq < k fiir [ € N. Also existiert ein I’ € N mit kp = kpyy = ... = k. Fiir dieses £ ist
02(j + ") (k) = p/(I") und k < p3(j + ") fiir alle " > I', also ist In(p’) = In(py[k]). Damit gilt:

v €AB <= Fj[p1(j) € Fund Ji[(In(p")NL; =0) A (In(p)NU; #0)]]
= 3iTk[(In(ealk]) N Lis = 0) A (In(eafk]) N Ui £ 0)]
= z € L¥C).
Damit ist AB w-T-regulér und nach Lemma 2.32 auch w-M-regulér. |

Nun kénnen wir die Gleichheit der Menge der w-reguldren Mengen und der Menge der w—M—
reguldren Mengen nachweisen.

Korollar 2.41 Sei A C X¥. A ist w-reguldr genau dann, wenn A w-M-regulir ist.

BEWEIS:
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Sei A w-reguldr. Dann existieren nach Satz 2.27 n € Ny und reguldre Mengen B;, C; C X%,
0<i<mn,sodaB A=Jyc;, B:CY.

Wir kénnen fiir die Mengen C; annehmen, da CF = C; gilt, denn (C7)¥ = C¥. Nun
kénnen wir Lemma 2.38 anwenden und folgern, dafi B;C¥ = BZCZ'CZ»A. Weiterhin ist B;C;
eine reguldre Menge (vergl. Satz 2.25) und nach Lemma 2.39 ist & w-M-regulir, also
ist auch B;C;C» w-M-reguldr (Lemma 2.40). Nach Satz 2.35 ist (REGEM U, N, ) eine
Boolesche Algebra. Also ist auch A = |y, ., B:C¥ w-M-regulir.

Sei A w—M-reguldr. Dann existiert nach Lemma 2.32 ein TEA A mit L¥(A) = A. Sei
A = (5,6,5,T) mit T ={(L;,U;) |0 <7< m} mitS = {sg,...st}. Wir miissen
also nachweisen, daf wir den TEA A durch einen NEA B simulieren kénnen. Wir werden
zunéchst fiir jedes ¢ € m den TEA A; = (S, 6, so, T;) mit T; = {(L;, U;) } durch einen NEA
Bi = (Si,6:,{s0,}, F;) mit L*(A;) = L¥(B;) simulieren.

Sei 2 € ¥ und p' die A¥-Berechnung iiber z. Dann ist 2 € L*(A;) genau dann, wenn
In(p")NL; = @ und In(p*)NU; # O, also wenn ein n € N existiert, so daf In(p(n, 00))NL; =
und In(p*(n, c0)) N U; # 0.

Sei nun 8" = {s},...,s.}, S; = S'U(S\ L), so, = s, und F; = U;. Wir definieren B; derart,
daB B; zunichst A; auf der Zustandsmenge S’ simuliert, und dann nichtdeterministisch in
die Simulation von A; auf S\ L; wechseln kann. Also ist

{6(z,0)} falls z € S'\ L;,
8i(z,0) =< {(8(s,0))'} falls z = ¢ € " und 4(s,0) € L;,
{(6(s,0)),0(s,0)} falls z=15"€ S5 und é(s,0) ¢ L;.
Mit der obigen Bemerkung ist offensichtlich L«(A;) = L¥(5;).
Weiterhin ist

(A = | 2¥(A) = | 2#(By).

1€m 1Em

Wir definieren den NEA B durch

B = (SO XX Sm—lv(slv (5007 .. '780m—1)7F/)

§ (205 -+ 2m=1),0) = (80(20,0); -+, Om—1(2m—1,0))

fiir (z0,...,2m-1) € So X -+ X 91, 0 € ¥ und
F'={(q0,- - qm—1) | Ik € m[q € I} ]}

Es gilt
L4(B) = | L*(B:),

iem

daher ist LY(B) = L¥(A). O

Mit Satz 2.35 und Korollar 2.41 sind wir am Ziel:

Satz 2.42 Sei ¥ ein Alphabet. Dann ist (REGS,U,N, ~) eine Boolesche Algebra.
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2.4 Probabilistische Endliche Automaten

Wir werden in diesem Abschnitt das Modell des Probabilistischen Endlichen Automaten kennen-
lernen. Bei einem Probabilistischen Endlichen Automaten A ist eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf der Menge der méglichen Zustandsiibergénge fest gegeben, die zu jeder Eingabe v eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge aller A-Berechnungen iiber v induziert. Die Einga-
be v wird probabilistisch akzeptiert, falls mit Wahrscheinlichkeit grofier als 1/2 die Berechnung
in einen akzeptierenden Endzustand gerit.

Probabilistische und Randomisierte Algorithmen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle.
Ausfiihrlicher werden sie in Kapitel 4 betrachtet.

2.4.1 Probabilistische Automaten

Definition 2.43 Es sei ¥ ein endliches Alphabet. Ein probabilistischer endlicher Automat
(PEA, engl.: probabilistic finite automaton) iiber ¥ ist ein 4-Tupel A = (S, M, m, I), wobei
gilt:

e S ={s0,...,5|5)-1} ist eine endliche Zustandsmenge.

e [ C S ist die Menge der Endzustinde.

o 7p:.S — [0, 1] ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (d.h. > _gmo(s) = 1), die sog. An-
fangsverteilung (engl.: initial distribution).

o M = (M, :a€YX), wobei fiir jedes a € ¥ M, € [0,1]°%° eine stochastische Matrix ist,
dh.VaeSVs; €5 Y My(si,s) = 1.

Berechnungen von PEAs sind etwas allgemeiner als im Fall der EA und NEA definiert, allerdings
wird jeder Berechnung von A iiber der Eingabe v:in — ¥ durch die stochastischen Matrizen
My (;),0 <@ < n eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet.

Definition 2.44 Eine Berechnung von A iiber v:n — X ist eine Abbildung o:n+1 — 5.
Die Berechnung heifit akzeptierend, falls o(n) € F.

Definition 2.45  Die von A akzeptierte Sprache L(A) ist definiert als

n—1
1
L(.A) = {U:Q—}ETLEN(), TO'HMu(i)'nF Z—}7

. 2
=0

wobei wir mo hier als Zeilenvektor 7o = (mo(s0),...,7o(s|s—1)) auffassen und np =
(nr(0),...,mr(]S] — 1))T ein Spaltenvektor ist mit

. 1, s; € F,
nF(l) = 0 S Q/ F.

Intuitiv gesprochen wird die Eingabe v:n — X probabilistisch akzeptiert (d.h. liegt in L(A))
genau dann, wenn Pr(die Berechnung von A iiber v endet in einem s; € F) > 1/2 gilt. Wir
wollen dies auch formal beweisen. Dazu werden wir zunéchst zu gegebenem PEA A und Eingabe
v den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsraum B(A, v) aller A-Berechnungen iiber v konstruieren.
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Definition 2.46 Es seien A = (S, M, mg, I) ein PEA {iber dem Alphabet ¥ und vin — X.
Der Wahrscheinlichkeitsraum B(A, v) = (2, P(Q2), Pr) aller A-Berechnungen iiber v ist definiert
durch

e Q:={o]oint+1—5}

e Pr(o) := 7o(ca(0))- H?:_ol Mv(i)(a(i), o(i+1)) (6 €Q)
Weiterhin sei Pr{A akzeptiert v} := Pr{o € Q|o(n) € F'}.
Lemma 2.47  Fiir jedes v:n — ¥ gilt: Pr{A akzeptiert v} = 7w - [[' M,y - nF-

Bewegrs:  Wir fiithren den Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt v = A, und da das leere Produkt von Matrizen als
die Einheitsmatrix I definiert ist, erhalten wir

n—1
Pr{oin+1— Slo(n) € FY =y -np =m0 [ [ Mugs) - 1r-
=0

Induktionsschritt: Es sei v:in+ 1 — X. Wir definieren nun einen neuen PEA A’ = (S, M, 7, F)
durch 7 := 7 - My(g). Es sei v':n — ¥ definiert durch v'(i) := v(i +1),i = 0,...,n — 1.
Weiterhin sei zu jeder A-Berechnung o:n + 1 — S die A-Berechnung o’ iiber v' gegeben durch
o'(i):=o(i+1),0 < i< n. Dann ist offenbar

Pr{oc:n+2 — Slo(n+1) e F} = Pr{cin+1— S|o'(n) € F}
wobei die erste Wahrscheinlichkeit in B(A, v),
die zweite in B(A’,v') definiert ist

= 7 - HMu(i) - (nach Induktionsannahme)
=1

Beispiel 2.48  Der PEA A = (5, M, 7o, F) iiber dem Alphabet 3 = {0, 1} sei gegeben durch
S = {sg,s1} mit mo(sp) =1 und mo(s1) =0, F'={s;} und

- (3) e (1)

Wir méchten L(A) bestimmen. Wir beobachten hierzu, daf nach Definition der Matrizen Mg, M,
eine A-Berechnung, die einmal den Zustand s; erreicht, diesen nicht mehr verlassen kann:

Pr{o(j)=s1|Fi <jlo(t)=s1]} =1

Weiterhin gilt M (so, s1) = Mi(s1,51) = 1, somit also Pr{co(j) =s1|0o(j — 1) = so,v(j — 1) =
1} = 1. Wir erhalten L(A) = 0% 1(0+ 1)* U{0* | Pr(A akzepiert 0¥) > 1/2}. Wir bestimmen
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nun das minimale k, fiir das dieses gilt. Es gilt

k-1
Pr(A akzepiert 0F) = ZPr(A—Berechnung wechselt bei i-tem Symbol nach s)
=0
B z’“: N 1—27F
=2 2 1-271 2

und somit Pr(A akzepiert 0¥) > 1/2 genau dann, wenn k > 2 ist. Wir erhalten also

LA =0"1(04+1)* U{0*|k>2} = {0,1}"\ {A,0}.

2.4.2 Randomisierte Automaten

Definition 2.49 Ein PEA A = (5, M, 7, F) iiber dem endlichen Alphabet ¥ heifit rando-
misiert (REA), falls es ein ¢ > 0 gibt, so da$ fiir alle v € L(A) gilt: Pr(A akz. v) > 1/2+c.
Wir nennen A in diesem Fall auch Monte-Carlo EA.

Theorem 2.50 (6-Lemma fiir REA)

Es sei A = (S,M,7, F) ein REA iiber dem endlichen Alphabet Y. Zu je-
dem 6 > 0 gibt es einen REA A; iiber ¥ mit L(A) = L(As), so daB gilt:
Fiir alle v € L(A) ist Pr(A akzepiert v) > 1—6.

Bewegis:  Zu jedem k € N mit k£ ungerade definieren wir einen PEA A; =
(S(k)7 M), ﬂ(()k), F(k)) mit Zustandsmenge S = §% vermoge

o 78 (i1 50)) =TTy molsi,).

k
i MU(L )((Siu .- '7Sik)7 (Sju .- '7Sjk)) = Hf:l Ma(silvsjl)'

Es gelte Pr(A akzepiert v) > 1/2 4 ¢ fiir ein festes ¢ > 0 und alle v € L(A). Es sei nun
v € L(A), vin — X. Dann gilt also p, := Pr(A akzepiert v) > 1/2 + ¢. Wir mochten die
Wahrscheinlichkeit Pr(A(*) akzepiert v) nach unten abschitzen. Dazu definieren wir iiber dem
Wahrscheinlichkeitsraum aller A(k)—Berechnungen ocn+1— SF) iiber v die Zufallsvariable X
durch X (o) := [{i|]1 < i < k,o(n); € F. Mit X;(co) := 1, falls ¢(n); € F und X;(c) = 0 sonst
(1 <i<k)giltdann X (o) = 3%, X;(0). Wegen der Linearitiit des Erwartungswertes erhalten
wir B[ X] = Zle E[X;] =k - p,. Wir erhalten

k k
Pr(A akzeptiert v) = Pr (X > 5) =1-Pr (X < 5)

Lo Pr(X € B(X)  (k-po— £/2)
L= Pr(X — B2 k-po — h/2)

1 r
ey PR,

vl

v
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durch Anwenden der Tschebyscheff-Ungleichung. Wir wihlen r = 2. Es gilt

k
B(X?Y) :E(ZXZ»)Z) Z )+ > E )=k py+ (K — k) p).

(4,7):i#5

Somit erhalten wir

BE(X?) = B(X)? = kpy + (k* = k)p; — (kpo)? = k(p, — p}) = k- (1— (%-I—C) ) :

AlsogﬂtPr(Xz1)21—%21—5&%2%. O
Offenbar gibt es zu jedem EA A einen REA B mit L(A) = L(B). Das folgende Resultat besagt,
dafl die Umkehrung auch gilt.

Theorem 2.51  Es sei B = (5,7, M, F) ein REA. Dann gibt es einen EA A = (5, 50,6, F")
mit L(B) = L(A).

Wir bendtigen zum Beweis noch folgende Charakterisierung regulérer Sprachen.

Lemma 2.52 Es sei I C ¥* eine Sprache. Dann ist
Ry ={(z,y) e X" x X" Vze ¥ (az€ L yzel)}

eine Aquivalenzrelation iiber ¥*. Es gilt: L ist regulir genau dann, wenn Ry, nur endlich viele
verschiedene Aquivalenzklassen hat.

BEwEIs:  Direkt aus der Definition folgt, daB Ry Aquivalenzrelation ist. Sei L regulir, L =
L(A) fiir einen EA A = (5,0, so, I). Wir betrachten die Menge R4 aller Paare (z,y) € ¥* x X*,
so daf} die A-Berechnung iiber z im selben Zustand endet wie die iiber y. Offenbar ist R4 eine
Aquivalenzrelation mit héchstens |S| Aquivalenzklassen, und jede Aquivalenzklasse von Ry, ist
Vereinigung von Aquivalenzklassen von R4.

Habe nun umgekehrt R; die Aquivalenzklassen Ki,..., K;. Es seien 2 € K;;1 < i < Fk,
ohne Einschrinkung sei 27 = A. Wir konstruieren einen EA A = (5,6, s0, ") wie folgt:

= {s1,...,5}, der Startzustand sei s;, F = {s;|z; € L} und die Ubergangsfunktion &
sei definiert durch &(s;, a) = s; genau dann, wenn z'a € K;. Der Nachweis der Korrektheit der
Konstruktion (d.h. L(A) = L) bleibt zur Ubung iiberlassen. O

Beweis:  (von Theorem 2.51)
Es seien B = (S, 7w, M, F') ein REA mit S = {s1,...,8,} und L = L(B)i. Es sei ¢ > 0 so, daf§
Pr(B akzeptiert v) > 1/2 4 ¢ fiir alle # € L. Wir betrachten nur den Fall |F| = 1, F = {s,,},
der allgemeine Fall kann analog behandelt werden. Wir wollen zeigen, dafl Ry, nur endlich viele
Aquivalenzklassen hat. Es seien z1,...,2; € T* mit (z;,2;) € Rr,1 < 4,5 < k,i# j. Dann
gibt es Strings y;; mit x;y;; € L,2;y;; € L oder z;y;; € L s 2515 Wir definieren zu vin — X
M(v) == T2 M, Die erste Zeile von M (x;) sei & = (El, .o, &0) , die letzte Spalte von
M (y;;) sei (771,.. ,nm). Es gilt M(z,yi;) = M(x))M(yi;), M(z;y:5) = M(2;)M(y;;) und so-
mit Pr(B akzeptiert z;y;;) = & - n, Pr(B akzeptiert z;y;;) = & - . Wir betrachten den Fall
2y € Lyajy;; € L. Dann gilt £ > 1/2+¢,&n < 1/2 und somit 28 < (& — &) - 7 fiir § = ¢/2.
Dann gilt wegen 0 < 5; < 1,1 <7 < m auch

20 < |6 &+ | (i£4,1<i,j<k)
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Intuitiv ist nun schon klar, daB es nur endlich viele solche Aquivalenzklassen geben kann: Die
Vektoren &' haben Li-Norm &} +...4&;, <1 und Li-Abstand mindestens 26 voneinander. Wir
prézisieren dieses Argument nun. Dazu sei fiir 1 < <k

o= {(& G |G <G < <m, Y (6 - &) =0}
J

Jede dieser Mengen entsteht durch Translation des (m — 1)-dimensionalen Simplex
o={(&,....,&x)]§ >0,1 <5 < m,zj & = 6}. Das (m — 1)-dimensionale Volumen von o ist
Vino1(a) = b-6™~! fiir eine Konstante b, die nicht von § abhidngt. Wegen 3~ E; =lgiltfir& € o;
die Gleichheit ijj = 1446. Also gilt 0; C 7:= {(&,...,&0)] ijj =1406,§>0,1<j<m}.
Man rechnet leicht nach, daf fiir ¢ # j die Simplices o; und o; keine inneren Punkte gemeinsam
haben. Daher gilt

k b . 5m—1 = Vm—l(gl) —|— .. —|— Vm—l(gk) S Vm_l(T) = b (1 —|—(S)m_1.

Also gilt k < (1+1/8)™", d.h. Ry hat nur endlich viele Aquivalenzklassen, damit ist L regulir.
O



Kapitel 3

Maschinenmodelle, Berechenbarkeit
und Komplexitat

In diesem Kapitel werden wir uns mit abstrakten mathematischen Maschinenmodellen ausein-
andersetzen, die es uns ermdoglichen, den Begriff der Berechenbarkeit zu fassen. Wir werden uns
eingehend mit dem Modell der Turing-Maschine beschiftigen, das neben anderen mathemati-
schen Modellen als erstes dazu benutzt wurde, berechenbare Funktionen zu charakterisieren. Es
hat sich jedoch herausgestellt, daf} alle diese Modelle den gleichen Begriff von Berechenbarkeit
beschreiben.

Daher stellt CHURCH die sogenannte Church-Turing These auf:
Alles was intuitiv berechenbar ist, ist (Turing)-berechenbar.

Wir kénnen diese These sicherlich nicht beweisen, so lange wir nicht prizisieren, was unter
“intuitiv berechenbar” zu verstehen ist (ist dies tiberhaupt moglich?). Im weiteren Verlauf die-
ses Kapitels werden wir auch weitere Maschinenmodelle einfiihren, die als Mathematisierung
moderner Rechenanlagen verstanden werden kdnnen. Hier wird sich die Church-Turing These
bestdtigen, denn wir werden zeigen, dafl auch diese Modelle genau die Turing-berechenbaren
Funktionen berechnen kénnen.

3.1 Turing-Maschinen

In diesem Abschnitt werden wir die von A. M. TurING (“On Computable Numbers, with
an Application to the Entscheidungsproblem”, Proc. London Math. Soc. 42, 230-265, 1937)
eingefiihrte Turing-Maschine kennenlernen.

Operationell besteht eine Turing-Maschine aus einer endlichen Kontrolleinheit, die mittels eines
Schreib/Lesekopfes mit einem beidseitig unendlichlangen, in Felder unterteilten Arbeitsband
verbunden ist. Fin Schritt der Turing-Maschine besteht darin, in Abh&ngigkeit des Status in
der endlichen Kontrolleinheit und dem Symbol unter dem Lesekopf, eine Aktion der folgenden
Art auszufithren: ein (neues) Symbol auf das Arbeitsband unterhalb des Schreib/Lesekopfes zu
schreiben, den Schreib/Lesekopf um maximal ein Feld nach rechts oder links zu bewegen, und
den Zustand der endlichen Kontrolle zu dndern. Abbildung 3.1 zeigt eine solche Turing-Maschine.
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Arbeitsband

A
A

endliche Kontrolle

Abbildung 3.1: Einband Turing-Maschine

Wir haben schon den endlichen Automaten als endliche Kontrolleinheit kennengelernt. Das
Kernstiick der Turing-Maschine, die Kontrolleinheit, ist ein spezieller endlicher Automat mit
Ausgabe nach jedem Schritt. Diese Ausgabe besteht aus Befehlen an den Schreib/Lesekopf (zu
schreibendes Symbol und Kopfbewegung). Die Eingabe des endlichen Automaten ist das Symbol
auf dem Arbeitsband, das sich direkt unterhalb des Schreib/Lesekopfes befindet. Nun kénnen
wir eine formale mathematische Definition einer Turing-Maschine geben. Wir unterscheiden
auch hier, analog zu den endlichen Automaten, zwischen deterministischen und nichtdetermi-
nistischen Modellen. Wir werden zun&chst das allgemeinere Modell der nichtdeterministischen
Turing-Maschine definieren.

Definition 3.1 Eine nichtdeterministische Turing-Maschine (kurz: NTM) ist ein 5-Tupel
M = (S,1',4, S0, F) wobei

e S die Menge der Zustédnde der endlichen Kontrolle ist,

o I' = {a1,az,...,a,} U{#} das endliche Bandalphabet (dabei symbolisiert # das Leer-
zeichen),

So C S die Menge der Startzusténde ist,
e 7 C S die Menge der akzeptierenden Zustdnde ist,

e : SxI' — P(S xI'x {-1,0,1}) die Zustandsiibergangsfunktion von M ist. Dabei
assoziieren wir die Kopfbewegungen links mit —1, rechts mit 1 und stehenbleiben mit 0.

Da die Zustandsiibergangsfunktion nur einen endlichen Definitionsbereich hat, wird sie oft
als Tabelle angegeben. Diese Tabelle heifit auch Turing-Tafel. Sie enthidlt Eintrdge der Form
(sya,8,b,7) mit 7 € {—1,0,1} und &(s,a) = (s',b, 7).

Analog zur Automatentheorie kénnen wir eine deterministische Turing-Maschine wie folgt defi-
nieren.

Definition 3.2 Eine deterministische Turing-Maschine (kurz: DTM oder TM) ist eine
NTM M = (5,1, 8, So, F') mit den Einschrinkungen, daf |Sg| = 1 und fiir alle a € I' und s € S
|0(s,a)] <1 gelten.
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Wenn wir allgemein von Turing-Maschinen sprechen, meinen wir immer nichtdeterministische
Turing-Maschinen, da deterministische TMen nur ein Spezialfall sind.

Bei endlichen Automaten ergab sich eine vollstdndige Beschreibung des Systems durch Anga-
be des Zustands des endlichen Automaten. Bei Turing-Maschinen miissen wir den Inhalt des
Arbeitsbandes und die Position des Schreib/Lesekopfes zusdtzlich mit angeben.

Definition 3.3 Eine Zeichenfolge ¢ = (w, s, a,v) € ['" x S x I' x I'* ist die Zustandsbeschrei-
bung oder Konfiguration der TM M, in der wav die Bandinschrift und s der Zustand sind, und
der Schreib/Lesekopf sich iiber dem Zeichen @ befindet.

Definition 3.4 Die Konfiguration ¢z = (wgsgaqve) heilt Nachfolgekonfiguration von ¢ =
(w1s1aqv1), falls

i) wy; = waaz (oder wy = A = wsq, az = #), vg = bvy und (s2,b, —1) € §(s1, ay) sind, oder
il) wy; = wy, v1 = vy und (sg2,az,0) € §(s1,a1) sind, oder

iii) wy = wib, v1 = azvy (oder vy = A = vy, ag = #) und (s2,b,1) € §(sy,ay) sind.

Abbildung 3.2 dient zur Veranschaulichung obiger Definition.

4] C2
i) ay —_— as| b
L IA | L INA |
wy U1 wa V2
4] C2
ii) a1  — as
L IA | L IA
wy U1 wy V2
4] C2
iif) a1 — b | a2

[ IA | [ IA

Abbildung 3.2: Mégliche Konfigurationsiiberginge

Den Ubergang von einer Konfiguration ¢ in eine Nachfolgekonfiguration ¢/ bezeichnen wir auch
als einen Rechenschritt der TM M. Wir schreiben dann auch ¢+ ¢.

Eine Konfiguration ¢ heift Startkonfiguration, falls s € Sy und w = A sind. av bildet dann die
Eingabe der Turing-Maschine. ¢ heiit Haltekonfiguration, falls é(s,a) = @ und akzeptierende
Konfiguration, falls ¢ Haltekonfiguration mit s € F ist.

Definition 3.5  Sei M eine TM. Eine Berechnung von M (kurz: M-Berechnung) der Linge
k + 1 iiber v ist eine Funktion

prk+1l—>T"xSxI'xI™
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fiir die p(0) eine Startkonfiguration mit Eingabe v ist und fiir alle ¢ € k p(¢ 4 1) eine Nachfolge-
konfiguration von p(¢) ist.

Eine M-Berechnung der Linge k heifit haltend , falls p(k) eine Haltekonfiguration ist, und
akzeptierend, falls p(k) eine akzeptierende Konfiguration ist.

Wir kénnen nun die von M erkannte Sprache L(M) definieren als die Menge aller Zeichenketten
v € I'", fiir die es eine akzeptierende Berechnung gibt:

L(M)={v e I'" | 3 akzeptierende M-Berechnung iiber v}.

Wie bei den endlichen Automaten gilt der folgende Satz, den wir spéter beweisen werden (er ist
nicht selbstversténdlich!).

Satz 3.6  Sei M eine NTM. Dann gibt es eine DTM M’ mit L(M) = L(M'").

Analog zu Automaten kénnen wir auch w—Berechnungen von M definieren. Dann ist p eine
Funktion p : Ng — [ x 9 x I'x I'*, fiir die p(0) eine Startkonfiguration ist und die p(7) - p(i+1)
fiir alle = € Ny erfiillt.

Wir bezeichnen die Menge aller haltenden (endlichen) M-Berechnungen iiber 2 mit COMP (MM, z)
und die Menge aller w—Berechnungen von M mit COMP* (M, z). AKZ(M, z) sei die Menge aller

haltenden Berechnungen, falls @ ¢ L(M), und die Menge aller akzeptierenden Berechnungen,
falls 2 € L(M).

Falls M eine deterministische Turing-Maschine ist, so ist die Nachfolgekonfiguration jeweils
eindeutig bestimmt, und es gibt hochstens eine haltende Berechnung. Anders ausgedriickt ist
fiir alle z € ' |[COMP(M, z) U COMP¥(M, z)| = 1. Eine TM M heiit total, falls M fiir alle
@ € I'* hilt, d.h. COMP(M, z) #  fiir alle 2 € T™ gilt.

Wir kénnen nun den Begriff der Berechenbarkeit exakt fassen:

Definition 3.7 Eine Menge A C I'* heifit berechenbar oder auch rekursiv aufzihlbar, falls
es eine TM M mit A = L(M) gibt. A heifit entscheidbar oder auch rekursiv, falls es eine totale
TM M mit A = L(M) gibt.

Bisher haben wir die Bandinschrift einer haltenden Turing-Maschine aufler Acht gelassen. In-
terpretieren wir die Bandinschrift einer Haltekonfiguration als Ausgabe der TM, so berechnet
diese TM eine partielle Funktion f: 1™ — I'*.

Definition 3.8 Eine TM M berechnet eine Funktion f: R C I'" — ['* genau dann, wenn

i) fiir alle 2 € R COMP(M, z) #  gilt.

ii) fiir alle 2 € R und alle p € COMP(M, z) die Bandinschrift der Endkonfiguration von p
gleich f(z) ist.
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Sei DB(f) die Menge aller € I'*, die 1. und 2. erfiillen. Dann berechnet M die partielle
Funktion fp; : I'* — ' mit

Far = { f(z) falls x € DB(f)

undefiniert sonst

Eine partielle Funktion f:I'™ — I'* heifit berechenbar, falls es ein TM M mit f = fys gibt.

Man kann den Begriff der Turing-Maschine erweitern, indem man mehrere Binder oder auch
mehrere Képfe pro Band zuldfit. Ein wichtiges Modell einer mehrbindigen Turing-Maschine ist
die Off-line Turing-Maschine, die wir spdter bei der Betrachtung der Komplexitdt von Sprachen
einfithren werden.

In den nichsten Abschnitten werden wir die erste sich hier aufdringende Frage beantworten:
“Ist jede berechenbare Menge auch entscheidbar?”. Wie wir sehen werden, ist dies nicht der

Fall.

3.2 Unentscheidbarkeit

3.2.1 Das Halteproblem

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl nicht alle Sprachen berechenbar sind und vorallem,
daf nicht alle berechenbaren Sprachen entscheidbar sind, d.h. fiir alle I' mit |[['| > 1 gilt

{A CI™ | A entscheidbar} C {A CI"™ | A berechenbar} C B(I'")

Die zweite Ungleichung ist leicht einzusehen. Die Menge aller Sprachen A C I'* ist iiberabz&hlbar
(wieso?), die Menge aller Turing-Maschinen, und damit auch die Menge alle berechenbaren
Sprachen, ist dagegen nur abzdhlbar. Daher kénnen die Mengen nicht gleich sein. Man kann
leicht mittels eines Diagonalverfahrens eine nicht berechenbare Sprache L; konstruieren (siehe

[HoUI79, Chapter 8.3]).

Die erste Ungleichung wird schwerer zu zeigen sein. Wir werden fiir ein gewisses Problem, das
sogenannte Halteproblem, zeigen, dafl es zwar berechenbar aber nicht entscheidbar ist. Wir
werden die Unentscheidbarkeit dieses Problems mit Hilfe des Russellschen Paradoxon (siehe
Abschnitt 1.1.4) beweisen. Informell kénnen wir das Halteproblem folgendermafien definieren:

Probleminstanz: Turing-Maschine M mit Eingabe w € I'*
Frage: Ist COMP(M, w) # 0, d.h. hilt M bei Eingabe w?

Folgendes Problem tritt jetzt auf: Wir haben den Begriff der Berechenbarkeit und Entscheid-
barkeit nur fiir Mengen A C ['* eingefiihrt. Wir miissen also jedem Problem eine zugehérige
Sprache eindeutig zuordnen. Dazu kodieren wir jede Probleminstanz eineindeutig durch ein Wort
in I'* und bilden die Sprache aller Worter, die zu einer positiven Probleminstanz korrespondieren.
Wir wollen diese Kodierung nun anhand von Turing-Maschinen besprechen. Sei M die Menge
aller (0.B.d.A. deterministischen) Turing-Maschinen M = (S,I',6, So, F') und sei X ein festes
(aber beliebiges) Alphabet mit # ¢ X. Wir definieren die Kodierungsfunktion ¢ : M — (¥ U

{#})" wie folgt:
(M) = o(S ) dtbe(T) ddbhbc () At So) el ).
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Da alle Komponenten von M endlich sind, ist eine Beschreibung dieser Komponenten leicht
moglich. Z.B. kann S durch Auflistung der Kodierungen der einzelnen Zusténde, getrennt durch
ein # Zeichen geschehen, genau so kénnen I', Sy und F kodiert werden. ¢ wird kodiert, indem
alle Eintrige (s, a, s, b, 7) der Turing-Tafel durch s#a#s'#b#7 kodiert werden, wobei einzelne
Tupel durch ## getrennt werden.

Nun kénnen wir eine Probleminstanz M, w durch ¢(M,w) = c¢(M)####c(w) kodieren. Die
zugehorige Sprache ist nun

A= {c(M,w)| COMP (M, w) # 0}.
Lemma 3.9 A ist berechenbar.

BewEls:  Wir konstruieren eine Turing-Maschine M’ fiir A wie folgt. Zuerst iiberpriift M’; ob
die Eingabe eine korrekte Kodierung eines Paares (M, w) ist. Falls dies der Fall ist, simuliert
M'" M auf Eingabe w, sonst verwirft M’. Dies ist méglich, da M’ die volle Spezifikation von
M kennt. Falls M hilt, so akzeptiert M’. Falls M nicht hilt, so hilt M’ ebenfalls nicht, da die
Simulation nicht abbricht. Daher akzeptiert M’ in diesem Fall auch nicht. |

Man nennt die oben konstuierte Turing-Maschine auch universelle Turing-Maschine.
Satz 3.10 A ist nicht entscheidbar.

BeEwEls:  Angenommen A wéire entscheidbar, dann gibe es eine totale Turing-berechenbare
Funktion (d.h. eine Turing-entscheidbare Funktion)

1 M hilt iiber w
0 sonst.

fa - MxI™ ={0,1} (M,w)b—>{

Aus fg konstruieren wir die Funktion d : M — {0, 1} wie folgt:
A =1~ (M, (M),

Da f als entscheidbar angenommen wurde, so ist auch d entscheidbar. Nach Konstruktion von
d gilt:
d(M)=1 <= M hilt bei Eingabe ¢(M) nicht.

Wir wollen das Russellsche Paradoxon anwenden. Es sei erinnert, dafl es unter der Selbstanwen-
dung eines negierten Pridikates zustande kam. Die Negierung steckt bereits in der Definition von
d (1 — a = —a, falls wir {1,0} mit {W, F'} identifizieren). Die Selbstanwendung geschieht durch
die Betrachtung der Turing-Maschine My, die d berechnet, aber, anstatt nicht akzeptierend zu
halten, in eine Endlosschleife geht. Bei Eingabe ¢(M) hélt M, also genau dann, wenn M auf
Eingabe ¢(M) nicht hélt. Wahlen wir M = My so erhalten wir

My hélt bei Eingabe ¢(My) <= M, hilt bei Eingabe ¢(M;) nicht.

Dies ist sicherlich ein Widerspruch. Damit ist die Unentscheidbarkeit von A nachgewiesen. O
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3.2.2 Weitere unentscheidbare Probleme

In diesem Kapitel werden wir weitere unentscheidbare Probleme kennenlernen. Das erste ist das
sogenannte Selbstanwendungsproblem:

Probleminstanz: Turing-Maschine M
Frage: Hilt M bei Eingabe ¢(M)?
zugehdrige Sprache: {c(M) | M hélt bei Eingabe ¢(M)}.

Es ist leicht zu sehen, daff wir den Beweis des folgenden Satzes schon implizit gefiihrt haben:
Satz 3.11 Das Selbstanwendungsproblem ist unentscheidbar.

Wir wollen nun den Begriff der Reduzierbarkeit einfiihren, der sich als sehr niitzlich erweisen
wird.

Definition 3.12 Seien A, B C X* zwei Sprachen. A heifit reduzierbar auf B (in Zeichen
A < B), wenn es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — ¥* gibt, so daf§ fiir alle
x € ¥* o € A genau dann gilt, wenn f(z) € B ist.

Anschaulich ist also A bzw. das Bild von A in B eingebettet. Wenn A also unentscheidbar ist,
muf} dieses auch B sein. Genauer gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.13 Sei A < B. Dann gelten:
i) Wenn A unentscheidbar ist, so ist auch B unentscheidbar.
ii) Wenn B entscheidbar ist, so ist auch A entscheidbar.

BEwEIs: i) und ii) sind offensichtlich &quivalente Aussagen. Angenommen B sei entscheidbar,
und Mp eine TM, die B entscheidet und M/ eine Turing-Maschine, die die Reduktion berechnet.
Dann ist M4 = Mp(My) eine totale Turing-Maschine, die A entscheidet (M4 simuliert zunéchst
My und dann Mp auf der Ausgabe von My). O

Wir werden jetzt einen Katalog unentscheidbarer Probleme angeben.

e Halteproblem
Probleminstanz: Turing-Maschine M mit Eingabe w
Frage: Hilt M bei Eingabe w?
zugehorige Sprache: HP = {¢(M, w) | M hilt bei Eingabe w}.

e Selbstanwendungsproblem
Probleminstanz: Turing-Maschine M
Frage: Hilt M bei Eingabe ¢(M)?
zugehdrige Sprache: K = {c¢(M) | M halt bei Eingabe ¢(M)}.

e Halteproblem mit leerem Band
Probleminstanz: Turing-Maschine M
Frage: Hilt M bei leerer Eingabe?
zugehorige Sprache: Hy = {c¢(M) | M hélt bei leerer Eingabe}.
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e Postsches Korrespondenzproblem (PCP)
Probleminstanz: Endliche Folge von Wortpaaren (z;,y;), 1 < ¢ < k mit z;,y; € ['T.
Frage: Gibt es eine Folge von Indizes iy,...,4, € {1,...,k} mit z;, ...z, = yi, ... yi,,) 7
zugehorige Sprache: PCP = {((z1,y1), -+, (k, Yk)) | Fo1yeevsin t @iy o @iy, = Yiy -+ - Yir J-

e (-1 Postsches Korrespondenzproblem
Probleminstanz: wie oben mit I' = {0, 1}
Frage: wie oben
zugehdrige Sprache: 01PCP, sonst wie oben.

e Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
Probleminstanz: wie bei PCP
Frage: wie bei PCP mit 41 = 1.
zugehdrige Sprache: MPCP wie bei PCP mit ¢, = 1.

Satz 3.14 Die obigen Probleme HP, K, Hy, PCP, 01PCP und MPCP sind unentscheidbar.
Die dazugehorigen Sprachen sind nicht rekursiv.

BEwEls:  siehe [HoUI79, Chapter 8] (dort auch noch zahlreiche weitere unentscheidbare Pro-

bleme). Exemplarisch wollen wir die Reduktion HP < Hy zeigen, d.h. wir konstruieren eine
Funktion f, so daf§
VeeX™: ze€eHP < f(z)€ H,.

Wir ordnen jedem ¢(M,w) = x den Code derjenigen Turing-Maschine M’ zu, die zunichst w
auf das Band schreibt und sich dann wie M verhélt. Denjenigen x, die keine Kodierung ¢(M, w)
darstellen, ordnen wir irgendein festes y zu, das keine Kodierung einer TM ist. Offensichtlich ist
diese Funktion total und erfiillt die geforderten Bedingungen. O

3.3 Elementare Komplexititstheorie

Im vorigen Abschnitt haben wir die Begriffe der Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit kennen-
gelernt. Es ist nun eine interessante Frage, was die Komplezitdt einer entscheidbaren Menge ist.
Dazu muf} jedoch zuerst der Begriff Komplezitit definiert werden.

Wir starten mit der folgenden Definition.

Definition 3.15  Sei M eine totale TM und z € I'*. Dann ist der Zeitverbrauch von M bei
Eingabe z definiert als die Lange einer kiirzesten korrekten Berechnung:

Tas(2) i= min{|p| | p € AKZ(M,2)}.
Der Speicherverbrauch ist definiert als
Sar(z) = min max{|(w, a, v)| | p € AKZ(M, 2), (w, 5,0, 0) = p(i),0 < i < |o]}.
p i
Desweiteren seien
Ty (n) == max{Ty(z) | |z| = n}

und

Suy(n) == max{Sy(z) | |z| = n}

(wir verwenden die Funktionen Ths und Sjps doppeldeutig als Funktionen mit Definitionsbereich
I'* bzw. N).
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Es sei bemerkt, daf die Definitionen des Zeit- und Speicherverbrauches auch auf nichttotale
Turing-Maschinen M erweitert werden kénnen, indem nur Worter @ € L(M) betrachtet werden
(dies war die Definition aus der Vorlesung auch fiir totale Maschinen), d.h.

Ta(n) == max{Tn(z) |,z € L(M),|z| = n}.

Bei einer nichttotalen TM M gibt es 2 mit COMP (M, ) = . Fiir solche 2 sind der Zeitverbrauch
Tar(z) und der Speicherverbrauch Sys(z) nicht definiert.

Man nennt den Zeitverbrauch und den Speicherverbrauch auch Komplezititsmafe (der TM).
Wir werden spéter im Zusammenhang mit anderen Maschinenmodellen noch weiter Komplexi-
titsmafe kennenlernen.

Nun kénnen wir die Komplexitdt von Sprachen definieren. Seien 7,5 : N — N.

Definition 3.16 Eine Sprache A C I'* hat (deterministische/nichtdeterministische) Zeit-
komplexitét 7', falls es eine DTM/NTM M mit A = L(M) und Ty = O(T') gibt. Man sagt auch
M sei O(T') Zeit beschrénkt. Eine Sprache A C I'* hat (deterministische/nichtdeterministische)
Speicherkomplexitét 9, falls es eine DTM/NTM M mit A = L(M) und Sy = O(S) gibt. Analog
ist M O(S) Speicherplatz beschriankt.

Beispiel 3.17  Die Menge A = {waw | w € {0,1}*, 2 ¢ {0,1}} hat Zeitkomplexitit O(n?)
und Speicherkomplexitdt O(n).

Analog zu Sprachen kann man auch Komplexititen fiir Funktionen einfithren: Eine Funktion
f 1™ — I hat deterministische/nichtdeterministische Zeitkomplexitdt T (Speicherkomplexitét
S), falls es eine DTM/NTM M mit f = far und Ty = O(T) (Sy = O(9)) gibt.

Beispiel 3.18  Die bindre (oder auch dezimale) Addition hat eine deterministische Zeitkom-
plexitéit von O(n). Die bindre Multiplikation hat eine deterministische Zeitkomplexitit von O(n?)
(ob die bindre Multiplikation auch eine deterministische Zeitkomplexitdt von O(n) besitzt, ist
ungekldrt!).

Wir werden jetzt den Satz 3.6 zunéchst in einer “verschidrften” Version beweisen:

Satz 3.19  Sei M eine NTM mit Zeitverbrauch Tps = O(T'). Dann gibt es eine DTM M’ und
ein ¢ € Ny so dafl L(M) = L(M') und Thp1(n) = O(CT(H)),

BEwWEIS:  Sei @ € I'* der Linge n gegeben und definiere r := max{|d(s,a)| | s € S, a € T'} als
die maximale Anzahl von mdéglichen Nachfolgekonfigurationen einer Konfiguration von M. Da
M O(T)-Zeit beschrankt ist, endet jede mogliche Berechnung von M nach maximal O(7'(n))
Schritten in einer Haltekonfiguration. Da jede Konfiguration héchstens r Nachfolgekonfiguratio-

O(T(") yiele verschiedene Berechnungen. Wir konstruieren eine DTM
O(T(n))

nen hat, gibt es hochstens r
M’, so daB M’ jede der moglichen Berechnungen simuliert. Dies kann sie in Zeit O(T'(n))r
durchfiithren. Ist unter den simulierten Berechnungen eine akzeptierende Berechnung, so akzep-
tiert M'. Dies sichert L(M) = L(M'). Der Zeitverbrauch kann leicht zu O(¢T(") abgeschitat
werden. O
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Bewers:  (von Satz 3.6)

Sei # € I'*. Wir konstruieren die DTM M’ wie folgt. Fiir jedes ¢ = 1,2,... fiihrt M’ eine
Simulation von M analog zu obiger Simulation durch, nur daf fiir jedes & € I'* die Simulation
maximal ¢ Schritte lang durchgefiihrt wird und ggf. abgebrochen wird. M’ akzeptiert x, falls
eine der Simulationen von M akzeptierend endet. Wir miissen L(M) = L(M’) zeigen. Falls
@ € L(M), so gibt es eine endliche akzeptierende Berechnung und M’ wird diese Berechnung
nach endlich vielen (erfolglosen) Simulationen finden und daher akzeptieren. Falls z ¢ L(M),
so gibt es keine akzeptierende Berechnung und M’ wird die Simulation nicht beenden, sondern
endlos laufen. O

3.3.1 Off-line Turing-Maschine

Der Speicherverbrauch einer TM M ist stets mindestens so grofl wie die Lange der Eingabe, d.h.
Sam(n) = Q(n). Daher werden wir jetzt ein abgewandeltes Turing-Maschinenmodell einfiihren,
mit Hilfe dessen wir den Arbeitsspeicher vom FEin- und Ausgabespeicher trennen kénnen.

Definition 3.20  Eine Off-line Turing-Maschine ist eine dreibdndige Turing-Maschine. Jedes
Band besitzt einen Kopf. Band 1 ist das Eingabeband, von dem nur gelesen, Band 2 ist das
Arbeitsband, auf dem gelesen und geschrieben werden kann, und Band 3 ist das Ausgabeband,
auf das nur geschrieben werden darf. Weiterhin darf sich der Schreibkopf des Ausgabebandes
nicht nach links bewegen.

Das Verbot der Linksbewegung des Schreibkopfes des Ausgabebandes verhindert, dafi einmal
gemachte Ausgaben korrigiert werden kénnen, wenn der Kopf sich danach bewegt hat. Ein

Schaubild einer Off-line TM zeigt Abbildung 3.3.

Read Only Eingabe

A
A

— d Writ
endliche Kontrolle Rg?)ei(\;]}\l]; ‘

Write Only Ausgabe

Abbildung 3.3: Off-line Turing-Maschine
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Formal ist eine Off-line NTM M ein 5-Tupel M = (S, I, 9, Sy, F'). Dabei sind 9, I', Sp, I’ definiert
wie im Fall gew6hnlicher NTMs und ¢ wie folgt:

Arbeitsband
—_—
d:SxI'xI'=P(Sx {-1,0,-1} xI'x {-1,0,1}x ['x{0,1} ).
N———— N —’
Eingabeband Ausgabeband

Wir definieren eine Konfiguration ¢ von M durch eine Zeichenkette

(wisavy € we € bvg € v3) EMM X IX X" X {Z} x " x{Z} x I'x I x {¢} x (T U{#})7,

wobei ¢¢ (S UTI") ein Trennzeichen ist. wyavy ist die Bandinschrift des Arbeitsbandes, w3bv;
ist die Bandinschrift des Eingabebandes, vs ist die Bandinschrift des Ausgabebandes, s ist der
Zustand. Der Kopf des Arbeitsbandes befindet sich iiber dem Feld mit dem Symbol a, der Kopf
des Eingabebandes auf dem Feld mit dem Symbol b und der Kopf des Ausgabebandes auf dem
letzten Symbol von vs. Diese Symbol ist #, falls sich der Kopf hinter der eigentlichen Ausgabe
tiber einem Leerzeichen befindet. Dies ist die einzige Position in vz, die aus einem Leerzeichen
bestehen darf.

Analog zu den TMs definieren wir Off-line DTMs durch die Einschrinkungen [So| = 1 und
|0(s,a,b)] < 1 fiir alle s € S und a,b € I'. Ebenso definieren wir die Begriffe einer (w-) Be-
rechnung, einer haltenden und akzeptierenden Berechnung und der erkannten Sprache und den
Zeitverbrauch, anders jedoch den Berechnungsbegriff fiir Funktionen und den Speicherverbrauch.

Eine Off-line TM berechnet eine Funktion f : I'" — I'*, wenn fiir alle haltenden Berechnungen bei
Eingabe z auf dem Eingabeband, der Bandinhalt des Ausgabebandes in der Haltekonfiguration

f(z) ist.
Den Speicherverbrauch definieren wir durch

Sar(e) = min max{|(wy, a,v)| | p € AKZ(M, @), (w1, 5,0, v1,...) = p(i),0 < i < |o]}
P 7

und

Su(n) = max{Sa(2) | |z] = n}.

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionen sind die sogenannten Speicherschrittfunktionen.
Eine Funktion f: N — N heifit speicherkonstruierbar, falls es eine TM M gibt, so daf} fiir jedes
n € N stets f(n) = Sy(n) gilt. f heifit voll speicherkonstruierbar, falls f(n) = Sps(z) fiir alle
x der Linge n gilt. Speicherschrittfunktionen sind voll speicherkonstruierbare Funktionen und
kénnen z.B. dazu benutzt werden, den Speicher, den eine Turing-Maschine verbrauchen darf, zu
markieren. Somit erzwingt man, dafl die Berechnung héchstens f(n) Speicher benétigt. Diese
Konstruktion wird bei der Untersuchung von Komplexitdtsklassen oft angewandt. Die folgenden
Funktionen sind Beispiele von Speicherschrittfunktionen: n, n%, 27, n!, [\/n] und log n.

3.3.2 Komplexitatsklassen
Die Menge aller Sprachen einer bestimmten Komplexitdt bilden eine sogenannte Komplexi-
tatsklasse. Wir fiihren die folgenden Komplexitdtsklassen ein:

e DTIME(T) und NTIME(T) sind die Menge aller Sprachen mit deterministischer / nicht-
deterministischer Zeitkomplexitdt O(T').
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e DSPACE(S) und NSPACE(S) sind die Menge aller Sprachen mit deterministischer / nicht-
deterministischer Speicherkomplexitidt O(S) bzgl. einer Off-line-TM.
o P =;cnDTIME(n").
o NP =J;cyNTIME(n').

o EXP = |J, .y DTIME(2(").

In dieser Notation kann Satz 3.19 auch geschrieben werden als

NTIME(T) C | ] DTIME(c").
ceN

Die Beziehungen dieser und anderer Komplexititsklassen sind in der Literatur ausgiebig unter-
sucht worden. Die folgende Inklusionskette ist aus obigen klar:

P C NP C EXP

Wir werden hier die Beziehung zwischen P und NP genauer studieren, d.h. die Frage angehen
ob P gleich /P ist. Ahnlich wie beim Beweis der Unentscheidbarkeit von Problemen werden
wir hier einen geeigneten Reduzierbarkeitsbegriff einfiihren.

Definition 3.21 Seien X und I' zwei endliche Alphabete. Eine Sprache A C 3* heifit Poly-
nomialzeit reduzierbar auf eine Sprache B C I'*, falls es eine totale Funktion f :3* — '™ mit
polynomieller (det.) Zeitkomplexitit gibt, so daf fiir alle « € ¥* a € A dquivalent mit f(a) € B
ist.

Falls A Polynomialzeit reduzierbar auf B ist, so schreiben wir auch A <p B. Offensichtlich ist
<p eine transitive Relation, d.h. aus A <p B und B <p C folgt A <p C. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dafl wir es im folgenden nur noch mit dem Alphabet ¥ zu tun haben.

Mit Hilfe der Polynomialzeit Reduzierbarkeit kdnnen wir eine Teilmenge hartndckiger Sprachen

von NP charakterisieren.

Definition 3.22 Eine Sprache A C 3* heifit

o N'P-einfach (leicht), falls A € N'P,.
o NP-schwer (hart), falls fiir alle B € NP gilt B <p A,

o N'P-vollstindig, falls A sowohl N'P-einfach als auch N'P-schwer ist.

Der niichste Satz zeigt, da§ wir die Frage “P = N'P?” auf die Frage “A € P?” fiir gewisse A
reduziert haben.

Satz 3.23 Sei A N'P-vollstindig. Dann ist P = NP genau dann, wenn A € P.
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BeEwEels:  Falls P = AP ist, so folgt sofort A € P. Fiir die Umkehrung sei A € P angenommen
und M eine DTM fiir A mit Zeitverbrauch p, wobei p ein geeignet gewidhltes Polynom ist.
Sei B eine beliebige Sprache aus N'P. Da A N'P-vollstindig ist, gibt es eine Polynomialzeit
berechenbare Funktion f, so daf fiir alle z € ¥* 2 € B genau dann gilt, wenn f(z) € A
(hier sind A und B umgekehrt zur Definition gebraucht). Sei f durch die DTM M’ in Zeit ¢
berechenbar, wobei ¢ ein geeignet gewihltes Polynom ist. Wir konstruieren aus M und M’ jetzt
eine DTM M"| die B erkennt. Bei Eingabe 2 berechnet M” durch Simulation von M’ zunichst
f(2). Danach interpretiert M” f(z) als Eingabe von M und simuliert diese, nachdem M" den
Schreib/Lesekopf auf das erste Symbol von f(z) gefahren hat. M" akzeptiert genau dann, wenn
M akzeptiert.

Nach Konstruktion ist L(M") = B. Nun miissen wir den Zeitverbrauch von M" abschétzen. Sei
n = |z|. Die Simulation von M’ benétigt maximal ¢(n) Schritte. Da pro Schritt hochstens ein
Feld beschrieben werden kann, ist die Lange von f(z) durch n4¢(n) beschrénkt. Dies beschrankt
auch die Anzahl der Schritte, um den Anfang von f(z) zu erreichen. Die Simulation von M bei
Eingabe f(z) benttigt daher hochstens p(n 4 ¢(n)) viele Schritte. Insgesamt hat A" also einen
Zeitverbrauch von héchstens ¢(n) 4+ (n+ q(n)) + p(n + q(n)), dies ist jedoch polynomiell. Daher
liegt B € P. Da die Konstruktion fiir alle B € NP giiltig war, folgt P = N'P. O

Aufgrund der Transitivitit von <p gilt das folgende Korollar.

Korollar 3.24  Sei A NP-vollstindig und B € NP mit A <p B. Dann ist B auch NP-
vollstdndig.

BEwEls:  Da A ANP-vollstindig ist, gilt fiir alle C' € NP, dal C' <p A. Da <p transitiv ist,
folgt aus A <p B, dal C' <p B. Daher ist B N'P-schwer und folglich auch N"P-vollstindig. O

Wir werden die Menge aller NP vollstindigen Sprachen mit N"PC bezeichnen. Im folgenden
werden wir einige Beispiele von Sprachen in N'PC angeben. Wir werden dies in der Notation von
Entscheidungsproblemen tun. Ein Entscheidungsproblem korrespondiert in kanonischer Weise zu
einer Sprache, ndmlich zu derjenigen Sprache, die die Kodierungen von Probleminstanzen mit
positiver Entscheidung enthalten. Da eine solche Kodierung nicht eindeutig ist, gibt es zu einem
Entscheidungsproblem in der Regel eine Menge zugehériger Sprachen.

Beispiel 3.25 Erfiillbarkeitsproblem Boolescher Formeln

Probleminstanz: n-stellige Boolesche Formel f in KNF.
Frage: Gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen mit @ € {0,1}", d.h. ist f(a) = 1.
zugehorige Sprache: SAT = {f | f ist erfiillbare KNF}.

Das obige Problem heifit auch SAT-Problem (satisfiablility). Die A"P-Vollstindigkeit dieses Pro-
blems wurde zuerst von Cook [Coo71] nachgewiesen.

Satz 3.26 Das Erfiillbarkeitsproblem Boolescher Formeln ist A"P-vollstindig.

BEwEIs:  Ein Beweis kann z.B. in [HoUI79, Chapter 13.2] nachgelesen werden. O

Der Nachweis der N"P-Vollstindigkeit anderer Probleme B € NP kann jetzt durch Nachweis
der Relation SAT <p B durchgefiihrt werden.

Die folgenden Probleme sind auch NP-vollstindig:
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o Erfiillbarkeitsproblem fiir 3-KNF Formeln
Probleminstanz: n-stellige Boolesche Formel f in 3-KNF, d.h. jede Klausel von f enthilt
héchstens 3 Literale.
Frage: Gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen mit @ € {0,1}", d.h. ist f(a) = 17
zugehorige Sprache: 3-SAT = {f | f ist erfiillbare 3-KNF}.

e Cliquenproblem.
Probleminstanz: ungerichteter Graph G, Parameter k& € N.
Frage: Gibt es eine Clique in G, die mindestens & Knoten enth&lt?
zugehorige Sprache: CLIQUE = {(G, k) | G enthilt eine Clique mit > k Knoten}.

e Problem des Hamiltonschen Kreises
Probleminstanz: ungerichteter Graph G
Frage: Gibt es einen Kreis in (7, der jeden Knoten von G genau einmal enthélt (ein solcher
Kreis heifit hamiltonsch)?
zugehorige Sprache: HK = {G' | G enthilt einen hamiltonschen Kreis}.

e Problem des Handlungsreisenden
Probleminstanz: ungerichteter, kantengewichteter Graph G, Parameter k.
Frage: Gibt es einen hamiltonschen Kreis K in G, dessen Gesamtgewicht (Summe der
Gewichte der Kanten in K) hochstens k ist?
zugehorige Sprache: HR = {(G, k) | G enthélt einen hamilt. Kreis vom Gewicht < k}.

Man kann die Knoten von G mit Stédten identifizieren und die Gewichte w(¢, j) der Kan-
ten (¢, ) als die Distanz dist(?,j) = w(¢, j) zwischen den Stédten ¢ und j auffassen (die
Gewichte der Kanten miissen dann einer Dreiecksungleichung w(, j) +w(j,{) > w(¢, ) fiir
alle 7, j, [ gehorchen). Gefragt wird jetzt, ob es eine Rundreise mit einer Gesamtlinge < k
gibt, in der alle Stddte besucht werden.

Satz 3.27 Die Probleme 3-SAT, CLIQUE, HK und HR sind A'P-vollstindig.

BEwEIs:  Trivialerweise liegen die obigen Problem in N'P. Aulerdem gilt

SAT <p 3-SAT <p CLIQUE <p HK <p HR.

3.4 Random Access Maschinen

Nun wollen wir die grundlegenden traditionellen Rechnermodelle verlassen und uns den mo-
dernen Berechnungsmodellen zuwenden. Das grundlegende Modell ist das der Random Access
Maschine, das in [ShSt63] eingefiihrt wurde. Es ist stark an das J. v. NEUMANNSCHE Rechner-
modell angelehnt.

Das Modell von vON NEUMANN besteht aus einer Rechen- und Steuereinheit, einem Hauptspei-
cher, der sowohl die Instruktionen als auch die Daten beinhaltet, zusdtzlich Ein- und Ausgabe-
einheiten und einem Hintergrundspeicher. Die Steuereinheit kann wahlfrei auf die Speicherzellen
im Hauptspeicher zugreifen, diese Daten manipulieren und wieder speichern. Dabei wird die Zeit
fiir eine elementare Operation durch die Zeit, die fiir die Kommunikation zwischen Speicher und
Steuereinheit notwendig ist, majorisiert. Das v. NEUMANNsche Rechnermodell ist in fast allen
gangigen sequentiell arbeitenden Computern verwirklicht.
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Definition 3.28 Random Access Maschine

Eine Random Access Maschine , kurz auch RAM genannt, ist ein theoretisches Rechnermodell.
Eine RAM besteht aus einem Akkumulator oo und einer beschrinkten Anzahl von Indezregistern
1,72 - - -5 Vg, €iner abzdhlbaren Menge von Speicherzellen p;, 1 € N, auf die wahlfrei zugegriffen
werden kann, und einem endlichen Programm mit einem Programmz&hler LC. Der Inhalt der
Speicherzellen, der Register und des Programmz&hlers sind beliebig grofle ganze Zahlen. Somit
kann der Speicher auch als eine Funktion p : Ny — Z aufgefafit werden. Die Abbildung 3.4 zeigt
ein Schaubild der RAM.

Wir wollen uns im weiteren auf ¢ = 3 Indexregister beschranken. Dies stellt jedoch keine generelle
Einschriankung dar.

LC / Programm

Programmzihler

:, ___________________________________ Po

! Akkumulator o

1 P1

| 71 P2 S
I . p
! Register : P
| Vg i
1 C
| h
! e
, r

____________________________________

Abbildung 3.4: Random Access Maschine

Eine Random Access Maschine kann als eine Art ‘springende’ TM angesehen werden, da der
wahlweise Zugriff auf den Speicher einem Sprung des Lese/Schreibkopfes an die entspechende
Bandzelle entspricht (anstatt durch eine entsprechende Folge von Kopfbewegungen).

Nun wollen wir eine genaue Beschreibung des Maschinenmodells RAM geben. Um die syntakti-
sche Definition zu geben, benutzen wir die Backus Naur Form.

Zunidchst definieren wir die syntaktischen Kategorien:

Definition 3.29
o <REG>u=aly;,,1<;j<3
e < LOP >:=p; |[< REG >
e <OP>:=1i]|p;|<REG>
o <MOP >i=p;p,, miti€Nund 1 <j5<3
o <IND >u=9;mit1<7<3

e <AC>u=ua«
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e <NUM>u=0]|1]2]...

Dabei bedeutet p; den Inhalt der Speicherzelle mit der Nummer ¢ (statt p; schreiben wir auch
p(7)). Wie oben gesagt, kann p auch als Funktion p : Ny — Z D N interpretiert werden. Eine
Adressenrechnung wird durch die Verwendung der indirekten Adressierung moglich. Sie erfolgt
iiber die Benutzung modifizierter Operanden < MOP >.

Wir kénnen die Befehle der RAM in vier verschiedene Kategorien einteilen:
e Transportbefehle,
e Sprungbefehle,

e arithmetische Befehle und

e Indexbefehle.
Die Transportbefehle dienen zum Laden und Speichern des Akkumulatorinhaltes und der Re-
gisterinhalte von bzw. in die Speicherzellen. Fiir diese Aufgabe stehen 4 Befehle zur Verfiigung:

<TIB> 1= <REG>+<OP >|<AC >¢+< MOP >|< LOP >+< REG >|
< MOP >+< AC > .

Die Sprungbefehle ermdglichen die Steuerung des Programmflusses:

< SB >:=GOTO < NUM >|IF < REG >< REL >0 THEN GOTO < NUM >

wobei < REL > die Menge der Vergleichsoperatoren darstellt: < REL >:==|#|<|<|>]>.

Die arithmetischen Befehle erméglichen der RAM das Ausfiihren elementarer Rechenoperatio-
nen:

<AB >i=< AC >+<AC>< A0 > < OP >|< AC >+< AC >< AO > < MOP >
mit den elementaren arithmetische Operationen < AO >u:=+ | — | x | DIV | MOD.
Zur Modifizierung der Indexregister stehen noch Indexbefehle zur Verfligung;:

< IB >u=< IND >«< IND > 4+ < NUM >|< IND >+< IND > —-NTNUM.

Damit sind alle Klassen von Befehlen definiert. Ein RAM-Programm ist nun eine (numerierte)
Folge von RAM-Befehlen. Genauer:

Definition 3.30 Sei < B >:=< TB >|< SB >|< AB >|< IB > die Menge aller RAM-
Befehle. Dann ist die Kategorie der RAM-Programme als Menge von numerierten RAM-Befehlen
durch < RP >::= {< NUM > < B >} definiert.

Als Konvention nehmen wir an, daf§ die Befehle eines RAM-Programms fortlaufend von 0 an
numeriert sind. Zum Start eines RAM-Programmes nehmen wir zusitzlich an, daf alle Speicher-
zellen mit 0 initialisiert sind und nur die Speicherzelle pg die Eingabe enthidlt. Nach Beendigung
des RAM-Programms wird die Ausgabe in der Speicherzelle p; zur Verfligung gestellt.

Unsere Definition der RAM 148t folgende Vergleiche mit der Turing-Maschine zu:
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e Bei der RAM ist ein wahlfreier Zugriff auf den Speicherraum moglich.

e Bei RAM und Turing-Maschine ist das Programm fest vorgegeben und getrennt von den
zu verarbeitenden Daten.

e Die RAM kann im Gegensatz zur Turing-Maschine in einer Speicherzelle beliebig grofie
Zahlen (und damit beliebig viel Information) speichern.

e Der Speicherraum von RAM und Turing-Maschine ist abz&hlbar unendlich.

3.4.1 Semantik von RAM-Programmen

Den Zustand einer Berechnung einer Turing-Maschine haben wir durch die Konfiguration der
Turing-Maschine beschrieben. Dabei beinhaltet eine Konfiguration einer Turing-Maschine die
vollen Information iiber den Zustand des eigentlichen Programmes (bei der Turing-Maschine ist
dies der Zustand der endlichen Kontrolle) und den Zustand der Speichermedien (Bandinschriften
und Kopfpositionen). Um eine Zustandsbeschreibung eines RAM-Programmes P angeben zu
kénnen, miissen wir also vorher eine geeignete Notation zur Beschreibung des Zustandes des
Speichers und der Register einfiihren.

Formal ordnen wir jedem Register und jeder Speicherzelle einen Identifier zu, dies bildet die
Kategorie < RAM-IDE >:

< RAM-IDE >:=a | g1 |92 | 93 | e NUM>-

Dabei ordnen wir o den Identifier a, v; den Identifier g; und p; den Identifier r; und umgekehrt
zu. Dies liefert uns die semantische Speicherfunktion

C: RAM-IDE — NUM.

Aus Griinden der Einfachheit nehmen wir an, dafl alle Speicherzellen aufier den Eingabezellen
mit 0 initialisiert sind (dann ist es nicht nétig den Wert unbound in den Wertebereich von C
aufzunehmen).

Der Zustand der endlichen Kontrolle einer Turing-Maschine entspricht bei der RAM der Wert
des Programmzdhlers LC'. Damit haben wir eine vollstdndige Zustandsbeschreibung einer RAM
mit RAM Programm P.

Definition 3.31 Eine RAM Konfiguration ist ein Paar C' = (p,C), wobei p € NUM der
Wert des Programmzéhlers und C: RAM-IDE — NUM die semantische Speicherfunktion ist.

Ein Berechnungschritt eines RAM-Programms P ist analog zu den Turing-Maschinen als ei-
1
ne Konfigurationsdnderung in einem Schritt definiert. Wir schreiben dafiir auch C' ? C'. Die

Konfigurationsdnderung bei der Turing-Maschine ist durch die Zustandsiibergangsfunktion ein-
deutig bestimmt; eine solche Zustandsiibergangsfunktion entspricht der Angabe der Semantik
von RAM-Befehlen und RAM-Programmen. Eine Zustandsiibergangsfunktion gibt also die se-
mantische Interpretation der syntaktischen Befehle.

Jede Befehlskategorie definiert eine Menge von Befehlen. So definiert z.B. die Kategorie

<TB >:=< AC >+< MOP >
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Befehle A der Art a <= p(y; +4) mit 1 < j < 3 und ¢ € Ny. Wir nennen solche Befehle auch
semantische Klauseln.

In Abhidngigkeit der semantischen Klauseln werden wir nun einen Berechnungsschritt eines
RAM-Programmes P definieren.

Definition 3.32 Sei P ein RAM-Programm und C' = (p, C) eine Konfiguration, d.h. p die
Nummer eines RAM-Befehles A des RAM-Programms und C eine Speicherfunktion. Bezeichne
pt die Nummer des nachfolgenden Befehls und sei 7 € RAM-IDE. Dann gilt

1
(»,C) 7 ., C)
genau dann, wenn
i) fir A =1, « p(i) gelten: p’ = p* und
1o | C(r) falls I =g;
Cn)= { C(I) sonst.
ii) fir A =a <+ p(i+7;) gelten: p’ = pT und
rim | C(rigr) falls I =aund C(g;) =k
Cn)= { C(I) sonst.
iii) fiir A = p(i) < v, gelten: p’ = pT und
i | Clg;) falls I =y
Cn= { C(I) sonst.
iv) fir A= p(y; +1) < a gelten: p’ = p* und
i | Cla) falls I =rp4; und k= C(g;)
Cn)= { C(I) sonst.
v) fiir A = GOTO k gelten: p’ = k und C' = C.

vi) fir A =1F v; =0 THEN GOTO k gelten: C' = C und

;| k falls C(g;) =0
p= pt  sonst.

viil) fiir A= a ¢+ a+ p(y; + i) gelten: p’ = p* und
C(l) = C(a) + C(rpyi) falls I = a und k = C(yg;)
N C(I) sonst.
viii) fiir A =, « & £ n gelten: p’ = p und

v | Clgr) £n falls I =g;
cn = { C(I) sonst.
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Um die Berechnung eines RAM-Programmes zu definieren, miissen wir noch Endkonfigurationen
kennzeichnen. Dafiir fiilhren wir eine neue Befehlskategorie ein:

< QUT >::=PRINT < OP > .

Der PRINT-Befehl gibt den Wert einer Speicherzelle oder eines Registers aus. Jede Konfigu-
ration C' = (m, C), wobei der RAM-Befehl mit der Nummer m ein PRINT-Befehl ist, ist eine
FEndkonfiguration. Ohne Einschrankung sei p(1) die einzige Speicherzelle, die ausgegeben werden
darf.

Wir schreiben:

k 0
i) C i ', wenn C' in k Schritten in C" iibergeht. Induktiv gilt C - (' genau dann, wenn
k k—1
C =C"und C - C" genau dann, wenn es eine Konfiguration C" mit C - C" und

" — ' gibt.

k
ii) C ? ', falls es ein k mit C ? C" gibt, d.h. ? ist die transitive und reflexive Hiille

1
von — .
P

iii) C' % ', falls ¢ - C” und C” Endkonfiguration ist.

iv) €' 3 00, falls es kein C’ mit C % C’ gibt.

Eine Anfangskonfiguration C' mit Eingabe zg, ...,z schreiben wir als C'(zg,...,zr) = (0,C)
mit
x; falls I =r;, 0< e <k

C(I):{ 0 sonst

Nun kénnen wir den Berechenbarkeitsbegriff fiir RAMs definieren.

Definition 3.33 Ein RAM-Programm P berechnet die Funktion fp : NUM**!' — NUM,
falls es fiir alle g, ...,z eine Endkonfiguration C’ = (m, C') mit C'(xo, ..., zx) % (m,C') und

Ifp(zo,...,xx) = C'(r1) gibt.

Eine Funktion f : Ng"'l — Np heilit RAM-programmierbar, falls es ein RAM-Programm P
mit fp = f gibt (dabei seien Ny und NUM unter Anwendung der semantischen Funktion ¢
miteinander identifiziert).

Zum Erkennen von Sprachen, kénnen wir auch die charakteristische Funktion
(a) = 1 z€A
MW= 0 2 ¢ A

der Sprache A betrachten. Dann kénnen wir auch abgeschwicht fordern, daf§ eine Endkonfigu-
ration nur fiir € A erreicht werden mufl (dabei kodieren wir z € A in geeigneter Weise als
Element von NUM).
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3.4.2 Komplexititsmafle der RAM

Da eine RAM in jeder Speicherzelle beliebig grofle Zahlen speichern kann, und damit in einer
Operation auch Daten beliebiger Grofie verarbeiten kann, bendtigen wir ein geeignetes Kom-
plexitdtsmafl, welches die Groflie der Operanden beriicksichtigt. Diese Notwendigkeit tritt bei
den Turing-Maschinen nicht auf, da in einer Zeiteinheit nur eine Bandzelle pro Band bearbeitet
werden kann, deren Grofle nur von der (festen) Kardinalitdt des Bandalphabetes abhéngt. Daher
definieren wir nun fiir die RAM zwei Kostenmafle.

o Finheitskostenmaf, d.h. jeder Speicherzugriff und jeder Befehl kostet eine Zeiteinheit

e Logarithmisches Kostenmafl (auch Bit-Kostenmafl genannt), d.h. die Kosten jedes Spei-
cherzugriffs und jedes Befehls sind proportional zur Lénge der Operanden (in Bindrdar-
stellung).

Wir wollen diese Definition noch ein wenig konkretisieren. Sei L(z) die Linge der Dualdarstellung

von z € N, d.h.
1 falls 2 =0
L) = { |logz] +1 sonst.

Die folgenden Tabellen zeigen die Kosten fiir die Bereitstellung von Operanden,

Operand ‘ Einheitskostenmafl ‘ Log. Kostenmaf

1 0 0
REG 0 0

pi 1 L(z)
ity I L(i) + L(3)

und fiir die Kosten der Befehle

Befehlsart ‘ Einheitskostenmafl ‘ Log. Kostenmaf
Transportbefehl 1 1+ L(m)
Sprungbefehl 1 14+ L(k)
Arithm. Befehl 1 14+ L(mq) + L(mz)
Indexbefehl 1 14 L(2) + L(v;)

wobei m, my und mo Operanden und k der Sprunglabel sind.

Mit Hilfe dieser verschiedenen Kostenmafle konnen wir einem RAM-Programm auch verschie-
dene Komplexititen zuordnen.

Definition 3.34 Gegeben sei ein RAM-Programm P. Dann ist die Finheitszeitkomplexitit
von P

Tp(n) := max {Anzahl der ausgefiihrten Operationen bei Eingabe z mit |z| = n}

xr

und die Finheitsspeicherkomplezitit von P

Sp(n) := max { maximale Anzahl der benutzten Register und Zellen
* wihrend der Berechnung bei Eingabe 2 mit |z| = n}.
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Definition 3.35 Gegeben sei ein RAM-Programm P. Dann ist die logarithmische Zeitkom-
plexitdt von P

Tp(n) := max { Summe der logarithmischen Kosten der Operationen
* wihrend der Berechnung bei Eingabe 2 mit |z| = n}

und die logarithmische Speicherkomplexitit von P

Sp(n) := max { maximale Summe der Lingen der Bindrdarstellungen der
Zelleninhalte, Adressen und Register wihrend der Berechnung
bei Eingabe z mit |z| = n}.

Zur Erlduterung dieser Definition sei ein kleines Beispielprogramm zur Berechnung von 2" ge-
dacht. Dabei steht die Eingabe in unirer Darstellung in der Speicherzelle pg.

a+—1

Y1 < Po

IF v =0 THEN GOTO 6
o ok 2

17— 1

GOTO 2

P

O Tk W N — O

Eine kleine Analyse zeigt, daB dieses Programm eine Einheitszeitkomplexitst von Tp(n) = O(n)
jedoch eine logarithmische Zeitkomplexitidt von Tp(n) = O(n?) besitzt. Die Einheitsspeicher-
komplexitét ist 4, wihrend die logarithmische Speicherkomplexitidt O(n) betrigt.

Es sei bemerkt, dal die Verwendung der Square and Multiply Technik zu einem Algorithmus
zur Berechnung von 27 fiihrt, der eine Einheitszeitkomplexitdt von Tp(n) = O(logn) und eine
logarithmische Zeitkomplexitét von Tp(n) = O(nlogn) besitzt.

Nun fiithren wir Klassen von Funktionen ein, die durch RAM-Programme definiert werden.

Definition 3.36 Sei T': N — N. Dann gilt:
RAM-TIME(T) :={¢g : No = No | 3P mit Tp = O(T") und fp = g}.
Sei §: N — N. Dann gilt:

RAM-SPACE(S) :={g: Ng = Ng | 3P mit Sp = O(5) und fp = g}.

3.4.3 Vergleich zwischen TM und RAM

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl das Modell der deterministischen Turing-Maschine
polynomiell zum Modell der RAM verkniipft ist, d.h. daf§
RAM-TIME(n®™M)) = DTIME(n®M)

und

RAM-SPACE(n°()) = DSPACE(n®M).
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Dabei modifizieren wir die Definitionen von DTIME und DSPACE wie folgt, damit sie mit den
Klassen RAM-TIME und RAM-SPACE vergleichbar sind. Dazu miissen wir fiir ein Alphabet
I'={ay,...,a;} eine geeignete Kodierung von Elementen aus I'* durch natiirliche Zahlen finden.
Es ist leicht zu iiberpriifen, daff die Abbildung ¢x : I'* — Ng mit ¢x(A) = 0 und ¢x(a;,, ..., a;,) =
> i i;k"~7 bijektiv ist. Daher definieren wir

DTIME,(T) := {g : Ng = Np | JOffl-TM M mit ¢x(fa(c; ' (n))) = g(n) und Tay = O(T)}

und

DSPACE,(S) := {g : Ng = No | ZOfl.-TM M mit ¢ (far(c;'(n))) = g(n) und Spr = O(S)}

Jetzt lassen sich die Komplexitdtsklassen vergleichen. Es gilt der folgende Satz iiber die Simu-
lation von RAMs und TMs.

Satz 3.37 Sei P ein RAM-Programm mit logarithmischer Zeitkomplexitdt 7p(n) und lo-
garithmischer Speicherplatzkomplexitdt Sp(n). Dann existiert eine TM M mit Zeitkomplexitit
O(Tp(n)Sp(n)?) = O(T2(n)) und Speicherkomplexitit O(Sp(n)).

BewEgis:  Sei # ¢ ' ein Trennzeichen. Wir konstruieren eine 7-spurige TM M, d.h. eine
TM M iiber dem Alphabet (I' U {#})7 (die Zelleninhalte sind dann 7-Tupel). Spur 1, d.h.
jeweils die erste Komponente der Tupel, simuliert den Speicher der RAM wie folgt. Es werden
alle benutzten Adressen, kodiert mittels der Codefunktion ¢, aufgeschrieben, gefolgt von dem

aktuellen Zelleninhalt. Dabei trennen wir Adresse und Zelleninhalt durch ein #-Zeichen und
AdreB-Inhalt Paare durch zwei #-Zeichen, d.h. Spur 1 hat folgendes Aussehen:

#H# Adresse#Inhalt## Adresse#Inhalt## - - -.

Spur 2 enthélt die Kodierungen des Inhalts des Akkumulators und Spuren 3-5 die Kodierungen
der Inhalte der Register. Wir werden die Spuren 6 und 7 fiir Neben- und Adrefirechnungen
verwenden. Um die oben genannte Behauptung zu beweisen, werden wir zeigen, daf jeder RAM-

Befehl in O(Sp(n)?) Zeit ausfiihrbar ist.

Als erstes beobachten wir, dafi auf Spur 1 nie mehr Speicherzellen benutzt werden, als die
Gesamtléange aller Adressen und Zelleninhalte, die wihrend der Berechnung von P verwendet
werden. Da die anderen Spuren auch nur Inhalte von Registern speichern, ist die Linge jeder
Spur und damit auch der Speicherverbrauch von M durch O(Sp(n)) beschrankt. Ein RAM-
Befehl besteht nun aus:

i) dem Lesen einer Speicherzelle
ii) dem Ausfiihren einer arithmetischen Operation

iii) dem Schreiben in eine Speicherzelle.
Um den ersten und dritten Punkt zu bewerkstelligen, muf3

a) die Adresse auf Spur 1 gesucht werden,

b) der Inhalt auf eine Hilfsspur kopiert, bzw. von einer Hilfsspur auf Spur 1 kopiert werden.
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Schritt a) kann in Zeitaufwand O(S3(n)) bewerkstelligt werden (der Kopf der Maschine fihrt
immer hin und zuriick und vergleicht dabei Zelle fiir Zelle). Da die Lénge des Inhaltes einer Spei-
cherzelle durch O(Sp(n)) beschrinkt ist, kann das Kopieren in Schritt b) ebenfalls in O(S%(n))
Zeit geschehen (nach dem gleichen Schema). Falls auf Spur 1 kopiert wird, mufl entweder eine
neue Adresse mit Inhalt angelegt werden (falls diese noch nicht vorhanden), oder der alte Inhalt
mufl iiberschrieben werden. Da die Lingen des alten und des neuen Inhaltes nicht iibereinstim-
men miissen, kann es erforderlich sein, eine Justierung vorzunehmen. Dies geschieht dadurch, daf
der ganze Inhalt rechts von den abgrenzenden ## Zeichen der Spur 1 um Linge(neuer Inhalt)
- Lange(alter Inhalt) nach rechts verschoben wird. Jetzt ist der zur Verfiigung stehende Platz
gerade von der Lange des neuen Inhaltes (es wird nichts {iberschrieben und auch kein Speicher
verschwendet). Da aber hochstens O(Sp(n)) viele Zelleninhalte um nicht mehr als O(Sp(n))
viele Felder bewegt werden miissen, ist auch dies in O(S%(n)) Zeit moglich.

Aufgabe 2., d.h. arithmetische Operationen wie Addition, Multiplikation und Division mit Ope-
randen der Linge m konnen in Zeit O(m?) ausgefiihrt werden. Da m = O(Sp(n)) gilt, hat auch
dieser Schritt eine Zeitkomplexitit von O(S%(n)).

Insgesamt ergibt sich also, daB jeder RAM-Befehl mit O(S%(n)) vielen TM Schritten simulierbar
ist. Da P hochstens O(Tp(n)) viele Schritte ausfiihrt, ergibt sich die Behauptung. O

Die andere Richtung gilt auch:

Lemma 3.38 Sei M eine deterministische Turing-Maschine mit Zeitkomplexitét Ths(n) =
O(T'(n)) und Speicherkomplexitdt Sys(n) = O(S(n)) mit S(n) > n. Dann gibt es ein RAM-
Progamm P mit logarithmischer Zeitkomplexitdt O(7 log.S) und logarithmischer Speicherkom-
plexitdt von O(Slog.S).

Bewegis:  Der Beweis ergibt sich durch die direkte Simulation, in dem jede Speicherzelle der
RAM einer Speicherzelle der TM entspricht. Da alle GroBen bis auf die Adressen von konstanter
Lange sind, und die Linge der Adressen durch O(log.S(n)) abgeschidtzt werden konnen, ergibt
sich sofort die Behauptung. |



Kapitel 4

Parallele und Randomisierte
Maschinenmodelle

In diesem Kapitel werden wir parallele und randomisierte Berechnungsmodelle kennenlernen.
Dabei werden wir Probleme kennenlernen, die nur mit Hilfe von Randomisierung effizient geldst
werden kénnen. Zwar erweitern die hier eingefiihrten Berechnungsmodelle die Menge der bere-
chenbaren Funktionen nicht, aber wir erreichen schnellere Algorithmen.

In Hinblick auf den Fortschritt in der Herstellung von Rechenanlagen werden wir zwei parallele
Berechnungsmodelle kennenlernen, die sich spéter als anndhernd identisch herausstellen. Dies
sind als erstes die Parallele Random Access Maschine, die auf einer theoretischen Ebene moderne
Supercomputer mit einer Vielzahl von Recheneinheiten widerspiegelt, und zweitens Schaltkreise,
die als Elementarbausteine von Computern verstanden werden kdnnen.

4.1 Parallele Random Access Maschine

Zunéchst werden wir unser Modell der RAM erweitern. Dies fiihrt zum parallelen Berechnungs-

modell der Parallelen RAM.

Definition 4.1 Eine Folge von Tupeln Ry, Ry, ... mit R; = (oej,'yf,'yg,'yé,LCj) und eine
Menge von Speicherzellen p;, ¢ € Ny, heifit Parallele Random Access Maschine (kurz: PRAM),
falls

e jedes Tupel (oej,'yf,'yg,'yé,LCj) mit der Menge der Speicherzellen eine RAM bildet; (es
gelten die im vorigen Kapitel definierten Befehle.)

e die Menge der Speicherzellen fiir alle RAMs dieselbe ist, d.h. die RAMs keinen lokalen
Speicher besitzen;

e jede RAM durch eine fiir sie spezifische RAM-Nummer RNUM ausgezeichnet ist (diese
Nummer ist fest und fiir jede RAM unterschiedlich);

e alle RAMs dasselbe RAM-Programm bearbeiten.

e die RAMSs synchronisiert sind, d. h. alle RAMs beginnen ihre Anweisung zeitgleich. Die
nichste Anweisung wird erst gemeinsam von allen RAMs begonnen, nachdem alle aktiven
RAMSs die vorherige Anweisung ausgefiihrt haben.
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Eine RAM als Teil einer PRAM unterscheidet sich also grundsétzlich von einer normalen RAM
dadurch, daf sie keinen unendlich groflen privaten Speicher hat. Daher kénnen wir eine RAM,
die Bestandteil einer PRAM ist, auch als Prozessor, also als reines Rechen- und Steuerwerk
ansehen.

Der Verzicht auf einen lokalen Speicher ist jedoch keine Einschrinkung. Der globale Speicher
kann mittels einer geeigneten Adrefirechnung so aufgeteilt werden, dafl er in unendlich grofie
lokale Speicher fiir jede RAM und einem unendlich grofien gemeinsamen Speicher zerféllt. Diese
Speicheraufteilung kann z.B. mittels Methoden dhnlich zum CANTORschen Diagonalverfahren
konstruiert werden.

Um den Programmflufl zu steuern, so dafl nicht jede RAM dasselbe berechnet, werden wir
unseren Befehlssatz erweitern.

Zu den Sprungbefehlen wird der folgende Befehl hinzugefiigt:

< SB >u=1F RNUM < REL >< NUM > THEN GOTO < NUM > .

Auflerdem wird eine weitere Klasse von Befehlen definiert, die fiir die Parallelitdt sorgt:

< PB >:=FORK.

Wir beschreiben kurz informal die Semantik der neuen Befehle:

e [rreicht eine RAM wihrend der Programmausfiihrung einen bedingten Sprung, der in
Abhingigkeit von seiner Nummer steht, so verzweigt er in Abhingigkeit seiner (festen)
Nummer. Dadurch kann der Kontrollflul so beeinflufit werden, daf§ nicht alle RAMs das
gleiche berechnen.

e Erreicht eine RAM einen FORK Befehl, so wird eine neue RAM (diejenige mit der kleinsten
Nummer unter allen bisher inaktiven RAMs) aktiviert. Dabei wird der lokale Inhalt der
RAM (a,71,...,74, LC) in die neu aktivierte RAM kopiert.

Es treten aber noch mehr Probleme auf. Zunichst mufl definiert werden, wie eine Berechnung
gestartet wird und wann eine Berechnung beendet ist.

Definition 4.2  Die Berechnung einer PRAM wird dadurch gestartet, daf§ die RAM mit der
Nummer 0 die Berechnung beginnt. Die Berechnung einer PRAM ist beendet, wenn die RAM
mit der Nummer 0 stoppt. Man kann also die RAM Ry als eine Master—RAM ansehen.

Definition 4.3 Die Laufzeit T Pp eines PRAM Programmes P ist die Laufzeit von Ry im
logarithmischen Kostenmalf.
S Pp bezeichne die maximale Anzahl von RAMs, die w&hrend der Berechnung aktiviert werden.

Bei der Definition der Laufzeit ist zu beachten, dafi die RAMs synchronisiert sind, das heifit die
Laufzeit pro Schritt ist die maximale Laufzeit die eine RAM benétigt hat, da alle anderen auf
diese RAM warten miissen.

Die Semantik eines PRAM-Programmes 148t sich unmittelbar aus der Semantik von RAM-
Programmen mittels einer (etwas modifizierten) Speicherfunktion C ausdriicken. Analog zu den
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RAMs sagen wir, daf} eine Funktion fp : N’S — Ny PRAM programmierbar ist, wenn es ein
PRAM-Programm P gibt, welches fp berechnet.

Wir kénnen nun Komplexitdtsklassen einfiihren, indem wir wieder die Resourcen beschrianken.

Definition 4.4 Sei T : N — N. Dann gilt:

PRAM-TIME(T (n)) := {9 : No = No | FPRAM-Prog. P mit TPp = O(T') und fp =g}
Sei S : N — N. Dann gilt:

PRAM-SIZE(S(n)) :={g : No = Ny | FPRAM-Prog. P mit SPp = O(S) und fp =g}

Desweiteren betrachten wir die Klasse der simultan beschrankt berechenbaren Funktionen.

PRAM-TIME-SIZE(T(n), S(n)) := {g: No — No | 3PRAM-Prog. P mit TPp = O(T),
SPp=0(5) und fp =g}

Statt PRAM-TIME-SIZE(T', S) schreiben wir der Kiirze halber auch einfach PRAM(T, 5).

Die Tatsache, dafl viele RAMs gleichzeitig auf einen gemeinsamen Speicher zugreifen diirfen,
kann zu Konflikten fiithren.

1. Zwei RAMs wollen gleichzeitig aus einer Zelle lesen.
2. Zwei RAMs wollen in die gleiche Zelle schreiben.

3. Eine RAM will aus einer Zelle lesen, in die ein andere RAM schreiben will.

Der Fall 3. kann leicht mit Hilfe der durch die Unterteilung eines Rechenschrittes in drei zeitlich
getrennte Phasen gelst werden.

1. Lesephase: Jede RAM liest die Daten, die fiir den nédchsten elementaren Befehl nétig sind,
aus dem gemeinsamen Speicher.

2. Berechnungsphase: Jede RAM fiihrt eine Operation aus, die nur von den lokalen und gerade
gelesenen Daten abhdngig ist.

3. Schreibphase: Jede RAM schreibt das Ergebnis seiner Berechnung in den gemeinsamen
Speicher.

Somit findet der Lese- und der Schreibvorgang zu verschiedenen Zeiten statt; dadurch sind Lese-
und Schreibkonflikte ausgeschlossen. Die anderen beiden Félle lassen sich nicht allgemein 16sen.
Daher definieren wir je nach Lésung dieses Problems geeignete Modelle.

Definition 4.5 Wir unterscheiden die folgenden Modelle von PRAMs.

e EREW-PRAM (Exclusive Read Exclusive Write): gemeinsames Lesen und Schreiben sind
verboten.

e CREW-PRAM (Concurrent Read Exclusive Write): nur gemeinsames Lesen ist erlaubt,
Schreibzugriffe auf dieselbe Speicherzelle sind verboten.
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e CRCW-PRAM (Concurrent Read Concurrent Write): sowohl gemeinsames Lesen als auch
gemeinsames Schreiben ist erlaubt.

Im Falle der CRCW-PRAM miissen wir noch folgende Fille betrachten:

e Common CRCW-PRAM: gemeinsames Schreiben ist nur erlaubt, falls alle RAMs, die in
eine Speicherzelle schreiben wollen, den gleichen Wert schreiben.

e Arbitrary CRCW-PRAM: beim gemeinsamen Schreiben setzt sich einer der RAMs
willkiirlich durch.

e Priority CRCW-PRAM: beim gemeinsamen Schreiben setzt sich die RAM mit der klein-
sten Nummer durch.

Das Modell der PRAM erweitert die Menge der berechenbaren Funktionen nicht, da PRAMs
leicht durch RAMs simuliert werden konnen. Dabei simuliert die RAM in SP(n) Schritten je
einen Schritt der SP(n) aktiven RAMs der PRAM. Dadurch erhalten wir ein RAM-Programm
mit Laufzeit SP(n)-TP(n).

Ein PRAM-Programm P ist somit optimal, wenn das “Prozessor-Zeit-Produkt” SP(n) - T P(n)
in der gleichen Groflenordnung wie die Zeit des besten sequentiellen RAM-Programms P’ liegt,
das dieselbe Funktion berechnet (fp = fp/).

Satz 4.6 Zwischen den durch die verschiedenen Typen von PRAMSs definierten Sprachklas-
sen gelten die folgenden Beziehungen im Einheitskostenmaf:

1. Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n)) C EREW-PRAM(T'(n) - log S(n), S(n))
2. Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n)) C Common-CRCW-PRAM(T (n), S(n)?)

3. EREW-PRAM(T'(n), S(n)) C Common-CRCW-PRAM(T'(n), S(n))
C Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n))

BEWEIS:

zu 1 Wir wollen ein Priority-CRCW-PRAM Programm durch ein EREW-PRAM Programm
simulieren. Dabei kann es sowohl beim Schreiben als auch beim Lesen zu Schwierigkeiten
kommen.

e Schreiben: Wir nehmen an, dafl die RAMs Ry, ..., R in die Speicherzellen pq,..., p,
schreiben wollen. Jeder RAM R; ordnen wir ein Tupel (j;, 1, ;) zu, wobei z; der Wert
ist, den die RAM R; in die Speicherzelle p;, schreiben méchte. Nun sortieren wir die
Folge der Tupel {(j;, 7, i) }1<i<k nach der lexikographischen Ordnung. Verwenden wir
hierzu den parallelen Mergesort von CoLE ([Col86] und [GiRy88]), so bendtigen wir
hierzu nur £ RAMs und O(log k) parallele Zeit. Mit Hilfe der sortierten Folge kénnen
wir jetzt leicht festlegen, welche RAM schreiben darf. Fiir alle Elemente der Folge
gilt: Schreibe z; nach p;,,

— falls das Tupel (j;, 4, @;) das erste Tupel in der sortierten Folge ist oder
— falls fiir den Vorgénger (ji,{, z;) des Tupels (j;,4,2;) Ji < j; gilt,

da in diesem Fall 7 die kleinste Nummer einer RAM ist, die nach p;, schreiben mochte.
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o Lesen: Sei S := {(j;,7) | R;liest aus p;,}. Sortiere S aufsteigend nach der lexi-
kographischen Ordnung mit |S| RAMs und in O(log|S|) paralleler Zeit. Bezeich-
ne S = {si,...,s;} jetzt die sortierte Folge. Falls fiir ein ¢ s; = (j;,7) und
Sip1 = (Jix1, 0+ 1) mit j; # jiq gilt, so setze

max (j;) = ¢ und min (ji41) =i+ 1.

Fiir jedes j fertige max(j) — min (j) Kopien von M; an und verteile diese an die
entsprechenden RAMs.

Damit ist eine Simulation innerhalb der behaupteten Schranken erreicht, da maximal S(n)
RAMs parallel lesen und schreiben. O

zu 2 Wir wollen nun eine Priority-CRCW-PRAM durch eine Common-CRCW-PRAM simu-
lieren. Dazu miissen wir unser Programm so abdndern, daf sichergestellt ist, dafl beim
parallelen Schreiben in eine Speicherzelle nur die gleichen Werte geschrieben werden. Dazu
nehmen wir an, daf§ die RAMs Ry ... Ry in die Speicherzellen p;...p, schreiben wollen.
Jeder RAM R; ordnen wir jetzt ein Tupel (j;,¢) zu, wobei p;, die Speicherzelle ist, in die
R; schreiben will. V; seien Hilfsspeicherzellen, die mit 0 initialisiert werden. Nun fiihre mit
den HilfsRAMs Ry ; 1 <4 < i<k folgende Zuweisung parallel aus:

N;:=1 falls 5, = ;s .

Damit enthdlt N; genau dann eine 1, falls R; nicht schreiben darf. Dies ist genau dann
der Fall, wenn es eine RAM mit kleinerer Nummer gibt, die auf die gleiche Zelle schreiben
will. Da immer nur der Wert 1 geschrieben wird, ist dies ein Common-CRCW Algorith-
mus. Nun iiberpriift jede RAM mit Hilfe von N;, ob er schreibberechtigt ist und schreibt
gegebenenfalls. |

zu 3 Die verschiedenen Berechnungsmodelle sind Verallgemeinerungen bzw. Spezialfille von-
einander. Daher ist die Inklusionskette klar. O

Der folgende wichtige Satz ermoglicht eine Trade-Off zwischen PRAM-TIME und PRAM-SIZE.
Er stammt von BRENT.

Satz 4.7 Sei P ein PRAM-Programm mit paralleler Laufzeit ¢, das insgesamt m RAM-
Operationen ben6tigt. Dann kann P so implementiert werden, dafl es mit p parallel arbeitenden
RAMs O(t 4+ m/p) parallele Zeit benétigt.

BEwEIs:  Bezeiche m(i) die Anzahl der parallel ausgefiihrten Operationen zum Zeitpunkt

1 <7 <t. Diese konnen mit p RAMs in L% + 1| Zeit ausgefiithrt werden. Wenn wir nun noch
iiber t summieren erhalten wir fiir die Gesamtzeit

7o) = 3 (1 1)) <t

=1

4.2 Schaltkreise

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Berechnungsmodell des Schaltkreises. Wir hatten in
Abschnitt 1.3.1 logische Schaltungen kennengelernt. Die Bezeichung Schaltkreis ist einfach ein
anderer Name fiir “logische Schaltung”.
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Zwischen Schaltkreisen und den bisher betrachteten Berechnungsmodellen tritt nun ein wesent-
licher Unterschied auf. Wihrend sowohl die Turing-Maschine als auch die RAM eine Funktion
f :B* — B berechnen (dabei interpretieren wir ein z € N als die zugehorige Bindrdarstellung),
so berechnet ein Schaltkreis eine Funktion g : B® — B fiir ein festes, durch den Schaltkreis
definiertes n. Ein Schaltkreis ist ein fester Hardware Chip und berechnet somit genau eine
Boolesche Funktion und nicht eine Familie von Booleschen Funktionen wie die RAM oder die
Turing-Maschine. Wenn wir also Schaltkreise mit den anderen Berechnungsmodellen vergleichen
wollen, so miissen wir Familien von Schaltkreisen betrachten. Dabei ist fiir jede Eingabegréfie
ein Schaltkreis in der Schaltkreisfamilie.

Definition 4.8  Sei {¢,}, . eine Familie von Schaltkreisen. {c,} berechnet eine Funktion
f:{0,1}7 — {0,1} genau dann, wenn fiir jedes n € N der Schaltkreis ¢, die Funktion f. :
{0,1}" — {0, 1} mit f., = fj{0,1» berechnet.

Eine Schaltkreisfamilie {¢, } hat beschrinkten Eingangsgrad (Fan-In), falls es eine Konstante k&
gibt, so dafi fiir alle Schaltkreise ¢, der Eingangsgrad aller Gatter in ¢, durch k beschrankt ist;
sonst hat die Familie einen unbeschrdnkten Eingangsgrad. Analog kénnen wir auch von Familien
mit beschrdnkten und unbeschrinkten Ausgangsgrad (Fan-Out) reden. Falls wir es mit Schalt-
kreisfamilien mit beschrinktem Eingangsgrad zu tun haben, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dafl der Eingangsgrad durch 2 beschrinkt ist.

Es gilt der folgende Satz, der die Méchtigkeit des Berechnungsmodells des Schaltkreises darlegt.

Satz 4.9

1. Jede Funktion ¢ : {0,1}* — {0,1} ist durch eine Schaltkreisfamilie mit unbeschrinktem
Eingangsgrad in Tiefe 3 berechenbar.

2. Jede Funktion g : {0,1}7 — {0,1} ist durch eine Schaltkreisfamilie mit beschrinktem
Eingangsgrad in Tiefe n 4 [logy n] + 1 berechenbar.

3. Jede Funktion ¢ : {0,1}* — {0,1} ist durch eine Schaltkreisfamilie mit Gréfie O(2"/n)
berechenbar.

BEWEIS:

1. Der Beweis von 1. folgt aus der Darstellung von Booleschen Funktionen in kanonischer Dis-
junktiver Normalform (siehe Abschnitt 1.3). Der Schaltkreis ¢, der f = g|(0,1}» berechnet,
wird wie folgt aus der Darstellung

r= N N«
(1) i

acf-1(1

gewonnen. Der Ausgabeknoten ist ein V—Gatter mit maximal 2™ vielen Eingdngen. Diese
Eingénge sind mit den Ausgdngen von A Gatter verbunden, deren Eingangsgrad wiederrum
durch n beschrénkt ist. Die Eingénge dieser A-Gatter sind die Literale z*, also entweder
Variablen oder negierte Variablen. Die Negation von Variablen wird mit einem ——Gatter
erreicht. Insgesamt hat der Schaltkreis also eine Tiefe von maximal 3.

2. Wir simulieren die in 1. gewonnene Schaltkreisfamilie durch eine Schaltkreisfamilie mit
Eingangsgrad 2. Jedes Gatter mit einem Eingangsgrad & > 2 wird durch einen balancierten
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bindren Baum simuliert, dessen Knoten Gatter mit Fingangsgrad 2 vom selben Typ sind.
Dieser Baum hat dann héchstens die Tiefe [log, k]. Hieraus ergibt sich eine Schaltkreisfa-
milie, in der die Tiefe des n-ten Schaltkreises durch n + [logy n] + 1 beschréankt ist.

3. Dieses Resultat stammt von LuPANOV aus dem Jahre 1959. Auf einen Beweis werden wir
hier verzichten. O

Wir sehen, dafl uneingeschrankte Schaltkreisfamilien in ihrer Berechnungskraft viel zu méchtig
sind, da sie alle Funktion “berechnen” kénnen. Insbesondere gibt es also auch Schaltkreisfamilien,
die nicht Turing-berechenbare Funktionen berechnen kdnnen. Dies macht einen Vergleich von
Schaltkreisfamilien mit den anderen Berechnungsmodellen sehr schwierig. Wir werden daher im
folgenden nur eine Unterklasse von Schaltkreisfamilien betrachten.

4.2.1 Uniforme Schaltkreisfamilien

Wie wir oben gesehen haben, ist die Berechnungskraft allgemeiner Schaltkreisfamilien zu stark.
Daher werden wir sogenannte uniforme Schaltkreisfamilien definieren.

Definition 4.10 Eine Schaltkreisfamilie {c,}, .y heifit uniform, falls es eine TM gibt, die
die Abbildung (Compiler Funktion)
c: 1" = ¢,

berechnet. Dabei ist ¢, eine Beschreibung des Schaltkreises ¢, (etwa die Adjazenzmatrix des
Graphen von ¢,). Eine uniforme Schaltkreisfamilie heifit auch UC-Algorithmus. Eine Schaltkreis-
familie heifit log-space-uniform, falls die Abbildung ¢ : 1™ — ¢,, mit logarithmisch beschrinkten
Speicher (auf einer Offline TM) berechenbar ist (¢ € DSPACE(logn)).

Es ist offensichtlich, dafi UC-Algorithmen nur Turing-berechenbare Funktionen berechnen
kénnen: eine Turing-Maschine, die f4 berechnet, errechnet bei einer n-stelligen Eingabe zuerst
den Schaltplan ¢, des n-ten Schaltkreises und simuliert diesen dann. Im folgenden verwenden
wir die Begriffe uniform und UC-Algorithmus nur im Zusammenhang mit log-space Uniformitét.
Die von einem UC-Algorithmus A berechnete Funktion bezeichnen wir mit f4.

Durch UC-Algorithmen sind wieder Komplexititsklassen gegeben.

Definition 4.11 Seien S, : N — N und haben alle UC-Algorithmen einen beschrinkten
Eingangsgrad. Dann sind

SIZE(S) = {g : {0, 1}t — {0,1} | JUC-Alg. A = {¢,} mit g = f4
und Size(c,) = O(S(n))}
DEPTH(T) = {g : {0,1}" — {0,1} | FUC-Alg. A = {c,,} mit g = fa
und Depth(c,) = O(T'(n))}
DEPTH-SIZE(T, S) = {g : {0,1}* — {0,1} | JUC-Alg. A = {¢,,} mit g = f4,
Depth(c,) = O(T'(n)) und Size(c,) = O(S(n))}.

Die Klasse NC enthilt die Funktionen, die “superschnelle und hardware-effiziente” Schalt-
kreisimplementationen besitzen. Sie ist nach dem amerikanischen Mathematiker NicK PIPPEN-
GER benannt (Nick’s Class).
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Definition 4.12 Sei k € Ny. Dann ist

NCF = | | DEPTH-SIZE(log" (n), n')
1eN

die Klasse aller Funktionen, die durch uniforme Schaltkreisfamilien mit beschrénktem Eingangs-
grad in polynomieller Gréfie und logk Tiefe berechnet werden kénnen, und

Ne=|J vet
keNg

die Klasse aller Funktionen, die durch uniforme Schaltkreisfamilien mit beschrénktem Eingangs-
grad in polynomieller Gréfle und polylogarithmischer Tiefe berechnet werden kénnen.

Es gelten analoge Definitionen fiir AC* und AC, wenn statt uniformer Schaltkreisfamilien mit
beschrinktem Eingangsgrad auch uniforme Schaltkreisfamile mit unbeschranktem Eingangsgrad
betrachtet werden.

Nun wollen wir diese Komplexitidtsklassen mit anderen Komplexitdtsklassen vergleichen. Wir
werden die folgenden Sdtze nur angeben und die Beweise weglassen.

Satz 4.13  Mit den Abkiirzungen X-PRAMP fiir X-PRAM (log" n, n®(1) gilt:
CRCW-PRAM(T, S) C DEPTH-SIZE(T log S, $°)
und auch

NCF C EREW-PRAM* C CREW-PRAM* C CRCW-PRAMF = AC* C NCHH.

Korollar 4.14
NC = | J CRCW-PRAM(log* n, n®(M).
keN

Wir kénnen die parallelen Komplexitdtsklassen auch mit den sequentiellen Komplexititsklassen
vergleichen. Der folgende Satz ist eine Folgerung aus einer Arbeit von BoroDIN ([Bor77]).

Satz 4.15 Sei S : N — N, so daf log S eine Speicherschrittfunktion ist. Dann ist
SIZE(SCW) = DTIME(S°M)yn {g | ¢: {0, 1}t = {0,1}}
Sei T : N — N eine Speicherschrittfunktion. Dann ist
DEPTH(T°M) = SPACE(T°MYyn{g ] g:{0,1}T — {0,1}}

Damit gilt

Korollar 4.16

e Die Tiefe von Schaltkreisfamilien, die parallele Zeit von PRAMs und der Speicherverbrauch
von TMs sind polynomiell miteinander verkniipt.

o Die Grofie von Schaltkreisfamilien, die Anzahl der parallel arbeitenden RAMs einer PRAM
und der Zeitverbrauch von TMs sind polynomiell miteinander verkniipt.
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4.3 Randomisierte Schaltkreise

In diesem Abschnitt betrachten wir probabilistische Schaltkreise. Probabilistische Schaltkreise
Cn,m sind Schaltkreise, die zu den n Eingéngen z4,..., 2, noch zusétzlich m = m(n) Eingédnge
P1y- -5 Pm besitzen. Diese Eingdnge werden mit Zufallswerten aus {0, 1} belegt. Wir ordnen dem
Schaltkreis ¢, ,, den Schaltkreis ¢4, zu, der dadurch entsteht, daf§ wir die Zufallseingénge als
normale Eingdnge interpretieren. Damit berechnet der Schaltkreis ¢,,4,, eine Funktion von n4+m
Booleschen Variablen.

Durch die Interpretation der Eingénge pi, ..., pn, als Zufallswerte wird der Wert y = f. ()
des Ausgabeknotens bei Eingabe z = (21,...,2,) zu einer Zufallsvariablen iiber {0,1}". Fiir
a € {0,1} gilt

_ Hel fenin (@, p) = a}]

P({er.n (2) = 0)) =

Damit berechnet ein probabilistischer Schaltkreis die partielle Funktion

@Cn,m : {07 1}77‘ - {07 1}

1 falls P({ /... (2)
. 0 falls P({ /., . (2)

undefiniert sonst

1})>1/2
0})>1/2

Wir nennen einen probabilistischen Schaltkreis ¢, ., randomisiert oder Monte-Carlo Schaltkreis,
falls ¢, ,, iiberall definiert ist, und fiir alle = € {0,1}"

P(forn (2 = 1) ¢ (5 3)

gilt.

Hieraus folgt, daf fiir € {0,1}” entweder P(f., . (2) =1) > 3/4 oder P(f.,,,(z) =0) > 3/4
gilt.

Fiir Funktionen, die durch randomisierte Schaltkreise berechnet werden koénnen, gilt eine Art
Komplementeigenschaft.

Lemma 4.17 Sei ¢, ein randomisierter Schaltkreis. Dann gibt es einen randomisierten
Schaltkreis ¢}, ,, mit

Socéz,m = _‘S‘ocn,mm
Size(c;, ) = Size(cn,m) + 1 und Depth(c;, ,,) = Depth(c,m) + 1.

BewEls:  Der Schaltkreis ¢, ,, entsteht durch Negation des Ausgabegatters y von ¢, ,,. Dann
gilt ndmlich P(f, (z)=1)=1-P(f., . (v)=1) € (1/4,3/4). O

Wir konnen randomisierte Schaltkreise auch durch deterministische Schaltkreise simulieren. Je-
doch ist diese Simulation nichtuniform.

Lemma 4.18 Sei ¢y, ein randomisierter Schaltkreis mit P(f., . (z)=1) ¢ 27711 -
277!, Dann gibt es einen deterministischen Schaltkreis ¢, mit f.,,, = f, mit Size(c,) <
Size(¢y,m) + 3 und Depth(c,) < Depth(e, ) + 2.
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BewEls:  Wir zeigen, daf es ein festes a € {0, 1} gibt, so da8 f.,,, (z,a) = ¢, ,, (z) fiir alle
x € {0, 1}" ist. Wenn wir dies gezeigt haben, folgt die Behauptung, da die Konstanten 0 und 1 in
Tiefe 2 mit 3 Gattern konstruiert werden kénnen (0 = 21 A—zy, 1 = 21 V-zq). Dafiir 2 € {0, 1}"
nach Voraussetzung P(fe, () =1) ¢ 27", 1 —27""!] ist, ist die Anzahl der p € {0, 1} mit
Genm () # fenym (2, p) Kleiner als 2777, Wenn wir dies iiber alle z € {0, 1} summieren, erhalten
wir, daB§ die Anzahl der p € {0,1}", fiir die ein € {0, 1}" mit @, () # fe,im (2, p) existiert,
kleiner als 272™~" = 2™ igt. Daher muf} es mindestens ein a € {0, 1} geben, fiir das

Vo e {0, 1}n Pen,m ($) = an+m (ac,a)

gilt. Dieses a ist gerade unser gesuchtes a. |

Zu dem obigen Lemma muf} jedoch gesagt werden, dafl kein effizientes Verfahren existiert, ein
solches a zu konstruieren (wir haben oben nur die Existenz nachgewiesen).

Analog zu den nicht randomisierten Schaltkreisen kénnen wir auch hier uniforme Schaltkreise
einfithren. Die Definitionen gehen aus den entsprechenden Definitionen fiir nicht randomisierte
Schaltkreise durch Hinzufiigen des Zusatzes “randomisiert” hervor. Dadurch erhalten wir den
Begriff des randomisierten UC-Algorithmus (RUC-Algorithmus) und die Komplexitétsklassen
RSIZE(S) und RDEPTH(T). Entsprechend definieren sich auch die Klassen RAC* und RNC.

Die Beziehung randomisierter Komplexititsklassen untereinander oder zu anderen Komplexi-
titsklassen ist bisher weitgehend unbekannt. Neben der Frage “N'C = P?” treten nun die Frage
“RNC = NC?” und die Beziehung zwischen RNC und P in den Vordergrund (“P C RNC?”,
P DO RNC?).

4.4 Randomisierte Testalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir einige Testalgorithmen vorstellen, mit deren Hilfe algebraische
Gleichheiten {iberpriift werden kénnen. Diese Algorithmen sind randomisiert und haben den
gleichen einfachen Aufbau: Falls eine algebraische Gleichung nicht allgemeingiiltig erfiillt ist, so
gibt es nur relativ wenige Belegungen der Variablen, die diese Gleichung zufillig erfiillen. Ist
diese algebraische Gleichung z.B. eine Polynomgleichung, so sind diese ungiinstigen Belegungen
der Variablen gerade die Nullstellen des Polynoms.

Wir miissen zunichst ein geeignetes Berechnungsmodell definieren.

Definition 4.19  Ein (randomisierter) Black Box Schaltkreis (Orakelschaltkreis) ist ein (ran-
domisierter) Schaltkreis, der aufler den logischen Gattern noch Orakelknoten (mit beliebigen
Eingangsgraden) enthalten darf. Bei der Berechnung der Grofie bzw. Tiefe des Schaltkreises
geht ein Orakelknoten mit k& Fingdngen mit k£ in die Grofle und log & in die Tiefe ein.

Analog zu den Klassen NC* und NC definieren wir die Klassen BMAC*, BRNC* MNC und
BRNC.

4.4.1 Nulltest fiir multivariate Polynome

Unsere erste Anwendung ist ein Nulltest fiir multivariate Polynome. Die Schaltkreise enthalten
also Orakelknoten (Black Box), die ein (festes) n-variates Polynom P mit ganzzahligen Koeffi-
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zienten vom Grad D auswerten. Ziel ist es, zu bestimmen, ob dieses Polynom P identisch dem
Nullpolynom ist. Wir bezeichnen dieses Problem im folgenden mit NTMP.

Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.20
NTMP ¢ BNC (¢ @P)

Bewegrs:  Wir wollen den Beweis nur kurz anreifien. Die Koeflizienten eines multivariaten Po-
lynoms P =Y ¢;ay ...2!» sind durch ein lineares Gleichungssystem mit den Auswertungen von

P an den Stellen a', ... a™ gekoppelt (die dazugehdrige m x (D + 1) Matrix hingt natiirlich

von a',... @™ ab). Da ein n-variates Polynom p mit deg, p = D bis zu (D + 1)" viele Koef-

fizienten ¢; # 0 hat, finden wir fiir jede Wahl von m < (D + 1)™ vielen Auswertungsstellen ein
Polynom ¢ # 0 (und dazu den Vektor von Koeffizienten), so daf§ ¢ an allen Auswertungsstellen
0 ergibt. Daher sind wenigstens (D + 1)” Auswertungen notig und die Grofle eines Black Box
Schaltkreises fiir NTMP ist nicht polynomiell. O

Erstaunlicherweise gilt jedoch der

Satz 4.21
NTMP € BRNC

Bevor wir einen Algorithmus angeben, werden wir ein Lemma beweisen, das Auskunft iiber die
Anzahl von Nullstellen multivariater Polynome gibt. Es ist von SCHWARTZ in [Sch80] bewiesen
worden.

Lemma 4.22 Sei P = Pi(z1,...,2,) € Z[x1,...,2,] und P Z 0. Sei d; der Grad von z; in
P und P, das Koeflizientenpolynom von x;ll:

Pi(z1,...,2,) = xill cPa(xay . xn) F (e, 2).

Seien P; und d; fiir 2 < ¢ < n entsprechend induktiv definiert. Dann hat P h6chstens

dq d,,
A 1]

Nullstellen in Iy X --- X I,,.

BEwEIls:  Wir fiihren den Beweis iiber Induktion nach der Anzahl der Variablen.

e I'iir den Fall eines univariaten Polynoms P gilt, dafl die Anzahl der Nullstellen beschridnkt

ist durch
dy

deg(P) = dy = |Il|m-

e Induktionsschritt:
P, hat die Darstellung

Pi(z1,...,2,) = xill cPa(xay . xn) F (e, .. 2).

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
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1. (z2,...,2,) ist Nullstelle von P;. Dann kann eventuell P(zy,22,...,2,) = 0 fiir alle
x1 € I gelten. Da die Anzahl der Nullstellen von P, nach Induktionsannahme durch
d2 dn
[ 1o X -+ - X 1] <—+...+—>
| 12| 1]
beschrankt ist, kann die Anzahl der Nullstellen von P fiir diesen Fall durch
ds d,
[Iy] - |Ig X -+« X 1] (——I—...—I——)
| 12| 1]
abgeschitzt werden.
2. (#2,...,2,) ist keine Nullstelle von P,. Dann ist P(z1, 22, ..., z,) ein nicht verschwin-
dendes Polynom in z; vom Grade d;. Eine Schranke von
dy - |Ig x -+ x 1]
fiir die Anzahl der Nullstellen von P in diesem Fall ergibt sich daher aus dem In-
duktionsanfang und der Tatsache, daf es hochstens |[z X --- X I,,| viele (zg,...,2,)
Vektoren gibt.
Damit kann die Gesamtanzahl von Nullstellen von P durch
d d,
\Iy| - [T X -+ % Iy <—2+...+—> +di|Iy X - X Iy
| 12| 1]
dy d,
=\l x---x1I,] <—+...+—>
|11 1]
beschrinkt werden. O
Korollar 4.23 Sei P = P(xy,...,2,) € Zlxy,...,2,), P Z0und [ =1, = --- = [, mit

|I| > ¢-deg(P). Dann ist die Anzahl der Nullstellen in I durch |I|*/¢ beschriankt.

BeEwris:  Wir wenden das Lemma 4.22 an. In diesem Fall gilt

11" dj/ ] 111" (> dy)
7=1 7=1

< [P deg(P) <[]/ e,

und somit ist die Anzahl der Nullstellen durch |7]|™/c¢ beschrinkt. O

Nun kénnen wir den folgenden Algorithmus angeben:

Eingabe: Eine Black-Box fiir ein Polynom P(z1,...,2,) {iber Z und eine
Schranke D fiir den Grad des Polynoms.

Schritt 1:  Konstruiere die Menge F = {1,2,...,4D}
Schritt 2: Wihle zufilliges z = (24,...,2,) € E"

P=0 falls P(z)=0
P #0 sonst

Ausgabe: {
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Satz 4.24 Obiger Algorithmus ist ein korrekter Monte-Carlo Algorithmus.

Bewegrs:  Mit Hilfe von Lemma 4.23 gilt, dal die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P durch
|E|" /4 beschrankt ist. Fiir einen zufillig gewdhlten Vektor z aus E™ und P # 0 gilt damit

|E]"/4
| E]"

P{P(z) =0} < =1/4.

Damit ist die Ausgabe P = 0 mit Wahrscheinlichkeit > 3/4 korrekt. Die Ausgabe P # 0 ist
immer korrekt, da fiir P = 0 kein Z mit P(Z) # 0 existiert. O

Eine direkte Ubersetzung dieses Algorithmus in einen randomisierter Black Box UC-Algorithmus
liefert Schaltkreise ¢, ,,, mit m = n(log D + 2) und Tiefe O(log(nlog D)).

4.4.2 Test fiir Matrizenmultiplikation

Als néchstes wenden wir uns dem Problem der Matrizenmultiplikation zu. Dabei ist zu ent-
scheiden, ob das Produkt zweier Matrizen eine dritte gegebene Matrix ergibt. Ein moglicher
deterministischer Algorithmus zur Losung dieses Problems besteht darin, die Matrizen A und
B miteinander zu multiplizieren und das Frgebnis mit C' zu vergleichen. Dies liefert auf naive
Weise einen Algorithmus, der in DTIME(n?) und in DEPTH-SIZE(log n, n?) liegt. Mit Hilfe
der neuesten Algorithmen im Bereich der Matrizenmultiplikation — aufbauend auf den Ideen
von Strassen — ist dies sogar in DTIME(n?37) und DEPTH-SIZE(log n, n>7¢) méglich. Eine
untere Schranke fiir einen solchen Algorithmus wire in jedem Fall Q(n?).

Der nachfolgende Algorithmus ist ein optimaler in RAC der Gréfie O(n?) fiir das Problem des
Tests fiir Matrizenmultiplikation (TMM).

Eingabe: Boolesche n x n Matrizen A,B und C.

Schritt 1:  Erzeuge zufillig 2 Vektoren Xy, Xy € {—1,1}"™:
X = (96117 .. '7$1n)7 Xy = (96217 .. -790271)-

Schritt 2:  Berechne: A(BX;), A(BX3),CX; und C'Xs.

Ausgabe:

0 sonst

{ 1 falls ABXl = CXl und ABX2 = CX2

Satz 4.25 Obiger Algorithmus arbeitet korrekt. Ior liefert eine randomisierte Schaltkreisfa-
milie ¢3,,2 ,, der Tiefe O(logn) und der Grofe O(n?) fiir TMM, d.h. TMM € RNC".

Beweis:  Sei D = (d;;) = A- B und C' = (¢;5). Sei nun z = (21,...,2,) mit 2; € {—1,1}.
Falls nun fiir z

(A-B=C)-2=0

gilt, ist dies dquivalent zu

Vi (dia—citye.oydip — ) L(21,. .., 2). (4.1)
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Falls A- B # ', kénnten wir bei unserer zufélligen Wahl der Vektoren X; und X, schlechte
Vektoren bekommen haben, fiir die trotzdem die Orthogonalitétsbeziehung (4.1) gilt. Es kénnen
nach Lemma 4.26 jedoch héchstens 2771 der 27 vielen {—1,1} Vektoren orthogonal zu den

n Vektoren (dj1 — ¢i1,...,di, — ¢in) sein, da wenigstens einer dieser Vektoren ungleich dem
Nullvektor ist. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal einen schlechten Vektor zu wéhlen,
kleiner als 1/4. O

Lemma 4.26  Sei v # (0,...,0). Dann sind hichstens 277! viele {—1, 1} Vektoren der Linge
n orthogonal zu v.

BEwEgls:  Da v = (vy,...,v,) ungleich dem Nullvektor ist, ist wenigstens ein v;, # 0. Sei g
0.B.d.A gleich n, und seien z = (21, ...,2,-1,—1) und y = (21,...,2,-1, 1). Somit gilt

n
<x,v>:in-v¢7§< z,0 > 20, =< y,v > .
=1

Daher kénnen nicht sowohl < z,v > als auch < y,v > gleich 0 sein. Die Zuordnung = — y
ordnet also einem zu v orthogonalen Vektor eineindeutig einen nicht orthogonalen Vektor zu.
Somit kénnen héchstens die Hilfte der 2 Vektoren orthogonal zu v sein. O



Kapitel 5

Pradikatenlogik

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der sogenannten Pridikatenlogik. Sie handelt von
der Untersuchung der Giiltigkeit und Erfiillbarkeit von Formeln, die Variablen iiber beliebigen
Mengen enthalten diirfen. Besonderes Gewicht werden wir dabei auf die Beziehung zwischen dem
Wahrheitsgehalt verschiedener Formeln legen. Wir beschrénken uns hier jedoch auf die Pridi-
katenlogik erster Stufe, in der nur Quantifizierungen iiber Variablen und nicht iiber Pridikate
erlaubt sind. Eine Ubersicht iiber die gesamte Pridikatenlogik und deren Anwendung (nicht
nur der in diesem Kapitel dargestellten Sachverhalte) gibt das Buch von BERGMANN und NorLL
[BeNo77]

5.1 Syntax der Pridikatenlogik

Zundchst méchten wir eine syntaktische Definition der Objekte der Pridikatenlogik geben. Die
grundlegenden Objekte sind Funktionssymbole und Priadikatensymbole.

Definition 5.1 Mit FS bezeichnen wir eine (hochstens) abzdhlbar unendliche Menge von
Funktionssymbolen, mit PS ebenfalls eine (hchstens) abz&hlbar unendliche Menge von Prdidi-
katensymbolen. Die n-stelligen Funktionssymbole aus FS bezeichnen wir mit FS,, genauso die
n-stelligen Préadikatensymbole mit PS . Es ist damit FS =], o FS,, und PS =], ,PS,,. Das
Paar B = (F'S, PS) bezeichnen wir als syntaktische Basis. B B

Beispiel 5.2 Nullstellige Funktionssymbole sind z.B. Symbole fiir Zahlen oder andere Objek-
te, mehrstellige Funktionssymbole kénnen z.B. die Addition oder Multiplikation sein, einstellige
Funktionssymbole sind z.B. die succ Funktion z — 2 + 1. Priadikatensymbole sind z.B. =, <|
oder auch < 0 als einstelliges Pridikatensymbol. Bezeichnen wir mit g und h zwei zweistellige
Funktionssymbole (die wir als Addition bzw. Multiplikation interpretieren werden), so ist

B, = ({ =101, 7&]_@/}7{\:/})
——
F_So F—S2 P_S2

eine syntaktische Basis.

Die Menge der Variablen VA ist eine nicht leere und hochstens abz&hlbare Menge. Z.B. kénnen
wir VA = {2, vy, z, 21,41, 21 - . .} setzen. Ubersetzt in die Schreibweise der BNF hiefe dies
< VA >u=zly|z|e |y |z1] - - -
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Zu einer syntaktischen Basis definieren wir nun die zugehérige Pridikatenlogik. Neben den Sym-
bolen aus der syntaktischen Sprache besitzt jede Pridikatenlogik noch die logischen Zeichen

- (Negation) Vv (ODER/Disjunktion) 3 (Existenz-Quantor)

zur Verkniipfung von Formelteilen und Quantifizierung von Variablen. Aus diesen logischen Zei-
chen kénnen wir als Abkiirzungen noch die folgenden Zeichen konstruieren: A (Konjunktion), —
(Implikation), ¢+ (Aquivalenz) und ¥ (All-Quantor). Der All-Quantor ist definiert durch Vo A =
—Jz —A. Ferner seien “="das zweistellige Prédikatensymbol, welches als Gleichheit gedeutet
wird, und die nullstelligen Priadikatensymbole W und [ (oder 1 und 0) die syntaktischen Zeichen
fiir Wahrheit oder Falschheit.

Definition 5.3 Die Menge der Terme beziiglich einer Basis B bezeichnen wir mit TEE. Sie
ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

1. Jede Variable gehort zu dieser Menge.

2. Gehoren tq,...,t, zu dieser Menge und ist ¢ ein beliebiges n-stelliges Funktionssymbol
(n > 0), so gehort auch gty ...t, (= g(t1,...,t,)) zu dieser Menge.

Die Menge TE 148t sich durch die BNF auch schreiben als

< TE >u=< VA >|< FS,, > (< TE >)" |7L,.

Als zweite syntaktische Klasse fithren wir die pridikatenlogischen Formeln ein. Sie dienen als
sprachlicher Ausdruck von Aussagen und werden als Wahrheitswerte interpretiert. Die einfach-
sten Formeln sind die nullstelligen Pridikatensymbole. Die ndchst komplexeren Formeln sind
frei von logischen Zeichen und werden als atomare Formeln bezeichnet.

Definition 5.4 Die Menge der atomaren Formeln beziiglich einer Basis B bezeichnen wir
mit AFE. Sie ist die kleinste Menge, die alle nullstelligen Pridikatensymbole enthilt und fiir
Terme tq,...,t, und n-stellige Pradikatensymbole p auch pty...¢, (= p(t,...,t.)).

Enthélt eine Formel ein logisches Zeichen, so ist sie keine atomare Formel. Genauer wird die
Menge der Formeln durch die folgende Definition beschrieben.

Definition 5.5 Die Menge der Formeln beziiglich einer Basis B bezeichnen wir mit FOE.
Sie ist die kleinste Menge X fiir die gilt:

1. AFE C X, d.h. jede atomare Formel ist eine Formel.

2. Aus A, B € X folgt =4, AV B € X, d.h. die Negation und Disjunktion zweier Formeln ist
wieder eine Formel.

3. Wenn x € VA eine Variable und A € X eine Formel sind, so ist auch 32 A € X eine
Formel.

Wieder konnen wir dies durch eine BNF ausdriicken

<FO> u= <PS, > (<TE>)"[7L; |~ <FO>|<FO >V <FO >|
3 <VA > <FO >| (<FO >)
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Wenn wir gewisse Eigenschaften fiir Terme oder Formeln beweisen wollen, werden wir dies iiber
Induktion iiber den Aufbau der Terme bzw. Formeln tun. Man kann diese Induktion als eine
Induktion iiber die Linge der Terme verstehen. Wir nennen diese Art von Induktion kurz auch
Netzinduktion.

Bei der Induktion iiber den Aufbau der Terme ist die Induktionsverankerung der Beweis der
Aussage I/ fiir alle Variablen @ € VA. Der Induktionsschritt besteht im Beweis der Aussage
FE fiir g(t1,...,t,) (dabei sei ¢ ein n-stelliges Funktionssymbol) unter der Annahme, daf die
Aussage F fiir tq,...,t, gilt.

Bei der Induktion iiber den Aufbau der Formeln ist die Induktionsverankerung der Beweis der
Aussage F fiir alle atomaren Formeln A € AFE. Der Induktionsschritt besteht in den Beweisen
der Aussage IV fiir A, AV B und Jz 4 unter der Annahme, dafl die Aussage IV fiir A und B
gelten.

5.2 Semantik der Pridikatenlogik

Nach dem wir nun syntaktisch eine Menge von Formeln durch eine BNFE definiert haben, versu-
chen wir jetzt den Formeln Wahrheitswerte zuzuordnen. Diese Zuordnung geschieht durch eine
Interpretation der Funktions- und Pradikatensymbole durch Funktionen und Pridikate und der
Angabe einer Grundmenge, auf der die den Funktions- und Pridikatensymbolen zugeordneten
Funktionen oder Pridikate operieren.

Definition 5.6 Das Paar ¥ = (I,w) heifit eine Struktur fiir die Basis B, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. I ist eine nichtleere Menge, der sogenannte Individuenbereich.
2. w ist fiir jedes n-stellige Funktionssymbol ¢ eine Abbildung w(g) : [" — I.
3. w ist fiir jedes n-stellige Pradikatensymbol p eine Abbildung w(p) : I — {W, I'}.

4. Sind W und F nullstellige Priddikatensymbole, so ist w(W) = W und w(F) = F. Das
Priadikatensymbol “=” werten wir als Gleichheit.

Beispiel 5.7 Sei B, =({...,=1,0,1,...,9,h}, {=}) eine Basis und ¥; = (Z,w) eine Struk-
tur fiir diese Basis, dann interpretieren wir fiir alle n,n’ € Z die Symbole wie folgt: w(n) = n
fiir alle n € FS,, w(g)(n,n') = n+n' und w(h)(n,n') = nn'.

Variablen haben keine feste Beziehung zu einem bestimmten Individuum, sondern kénnen ein
beliebiges Individuum aus dem Individuenbereich meinen.

Definition 5.8 Eine Abbildung f: VA — I, die jeder Variablen ein Individuum zuordnet,
heiflt ein Zustand der Variablen.

Um eine Zustandsdnderung einer Variablen ausdriicken zu kénnen, benutzten wir die folgende
Schreibweise.
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Definition 5.9 Seien f : VA — [ ein Zustand, * € VA eine Variable und £ € [ ein
Individuum. Dann sei der Zustand f< g > : VA — I, der aus f dadurch hervorgeht, daf§ in f

der Wert von « in £ abgedndert wird, wie folgt definiert:

(F{€)) W= (1F « =y THEN ¢ELSE J(y)) (¥Vy€ VA)

Wir werden einige Eigenschaften von Zustandsénderungen aufzédhlen.

Lemma 5.10

e Wenn man den Wert einer Variablen in den schon dort vorhandenen Wert abdndert, so
dndert sich der Zustand nicht, d.h.

I gy ) =1

e Wird zuerst eine Variable & in € und dann in 5 abgedndert, so bleibt der zweite Wert n
erhalten und & wird iiberschrieben, d.h.

vener ((E)(3)=r(5):

e [is spielt keine Rolle in welcher Reihenfolge Ab&nderungen von zwei verschiedenen unglei-
chen Variablen vorgenommen werden, d.h.

Vo,ye VAo #y, VEnel (f<§>)<%>:(f<%>)< ¢ >

Die Auswertung von Funktions- bzw. Pridikatensymbolen, in denen keine Variablen enthalten
sind, erfolgt durch die oben eingefiihrte Funktion w. Wir werden diese semantische Auswertung
nun auf beliebige Funktions- bzw. Pradikatensymbole erweitern. Da Variablen auftreten, hingt
der Wert sicherlich vom Zustand der Variablen ab. Genauer definieren wir die Funktionen werty.
und Werty. wie folgt.

Definition 5.11 Wir definieren eine Abbildung
werty : TE x (VA = 1) =1

induktiv iiber den Aufbau der Terme: fiir » € VA gilt werty(z, f) = f(z) und fiir alle Terme
t; € TE und fiir alle n-stelligen Funktionssymbole ¢ € ES_ gilt

werty (g{t1, -+ ta), f) = wlg) (werty (11, f), ., werty, (t,., f)).
Analog definieren wir eine Abbildung
Werty, : FO x (VA — 1) —» {W, F'}
induktiv iiber den Aufbau der Formeln: fiir atomare Formeln p(ty,...,¢,) € AF gilt
Werty (p(t1, - 1), f) = w(p) (werty (11, f), - -, werty, (t, f)).
fiir beliebige Formeln A, B gelten

Werty (-4, f) = —(Werty (4, f))
Werty(AV B, f) = (Werty (A, f)) vV (Werty (B, f))
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und

Werty.(3z A, f) = W < Es gibt ein € € I, so dafl Werty, (A,f< g >) =W.

Die Werty, Funktion ist auch fiir Formeln, in denen andere logische Zeichen vorkommen, auf
kanonische Weise definiert.

Beispiel 5.12 Gegeben sei dieselbe Basis und Struktur wie in Beispiel 5.7. Wir wollen nun
die Formel “Va 3y (g(z,y) = 0)” auswerten. Es gilt

Werty (Ve 3y (g(z,y) = 0), /) = W V¢ € Z | Werts (3y (9(e,9) = 0), 7 § )) = W]
VEeZ Inen | Werty (gla,y) =0, F( £ ) () =W]

Als Zwischenrechung werten wir nun die Formel g(z,y) = 0 in dem durch die Quantifizierung

gedndertern Zustand f< g >< % > aus:

(¢

& wﬂh(ﬂ%y%f<

@ () (h

& wlo) (F(§)@m)=0
=0

& w(g)&n)
& S+n=

Setzen wir dies ein, so erhalten wir daf} die Interpretation der Formel Va 3y (¢g(z,y) = 0) durch
VE€ZIneZ £+n=0

gegeben ist. Da diese giiltig ist (zu jeder ganzen Zahl £ gibt es ein additives Inverses), folgt auch
die Giiltigkeit der Formel V2 3y (¢g(2,y) =0) in der Struktur ¥; bei jedem Zustand f.

5.3 Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit

Mit Hilfe von semantischen Objekten, den Strukturen ¥ = (/,w), haben wir den syntaktischen
Klassen TE und FO Bedeutungen zuordnen kénnen. Wir méchten uns jetzt jedoch die Frage
stellen, wann eine Formel erfiillbar oder allgemeingiiltig ist.

Die folgenden Definitionen entsprechen der intuitiven Vorstellung der Erfiillbarkeit und Allge-
meingiiltigkeit einer Formel.

Definition 5.13 Sei B eine Basis.

e Eine Formel A € FOE ist erfiillbar in der Struktur ¥ = (I,w), wenn es einen Zustand
f VYA — I gibt, so dafl Wertyx, (A, f) = W gilt, d.h. fiir wenigstens eine Variablenbelegung
ist die Formel A erfiillt. Die Menge aller in der Struktur X erfiillbaren Formeln bezeichnen
wir SATs..

e Eine Formel A € FOE heift erfiillbar, wenn es eine Struktur ¥ = (I,w) fiir B gibt, in der
A erfiillbar ist. Die Menge aller erfiillbaren Formeln bezeichnen wir SAT.
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e Eine Formel A € FOB ist giiltig in der Struktur ¥ = (I,w), wenn Werts (A, f) = W fiir
alle Zustdnde f : VA — [ gilt, d.h. alle Variablenbelegungen die Formel A erfiillen. Die
Menge aller in der Struktur X giiltigen Formeln bezeichnen wir VALs..

e Eine Formel A € FOP heifit allgemeingiiltig, wenn A in allen Strukturen ¥ fiir B giiltig
ist. Die Menge aller allgemeingiiltigen Formeln bezeichnen wir VAL.

Allgemeingiiltige Formeln heiflen auch prédikatenlogische Gesetze, Identitdten, Tautologien oder
(pradikatenlogisch) wahre Formeln. Ein Beispiel ist die Formel =B V B, wobei B eine beliebige
Formel ist.

Definition 5.14 Sei B eine Basis, dann sei die Ahnlichkeitsklasse von Strukturen fiir B
definiert durch:
STE = {¥ | ¥ ist eine Struktur fiir die Basis B}.

Aus der Definition der Klassen SATs., SAT, VALy und VAL ergibt sich sofort, dafl

VAL = (] VALy
zeSTE

SAT = |J SATs.
zeSTE

Der Beweis des folgenden Lemmas ergibt sich durch elementare Umformungen.

Lemma 5.15 Es gilt:
1. Ae SATy, & -A¢VALy.
2. Ae VALy & —A¢SATy.
3. A€ SAT & —A¢ VAL,
4. Ae VAL & A ¢SAT.

BeEwris:  Wir werden die erste Aussage beweisen:

AeSATy < 3Jf:VA—1: Werty (A, f) =W
< Af:VA—1T: Werty (A4, f)=F & ~A¢VALs.

O
Im folgenden sei B eine beliebige, aber feste Basis. Wir werden daher den Index B nicht mehr
mitfiihren.
Definition 5.16

e Zwei Formeln A, B € FO sind (logisch) dquivalent, wenn (A < B) € VAL gilt.
o Zwei Formeln A, B € FO sind erfillbarkeitsgleich, wenn A € SAT < B € SAT gilt.
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e Eine Formelmenge X C FO heifit simultan erfillbar in der Struktur 3, wenn es einen
Zustand f : VA — [ gibt, so daf fiir alle Formeln A € X Werts (4, f) = W gilt. Die
Menge aller in der Struktur ¥ simultan erfiillbaren Formelmengen bezeichnen wir mit
SATSM.

e Eine Formelmenge X C FO heifit simultan erfillbar, wenn es eine Struktur X gibt, in der
X simultan erfiillbar ist. Die Menge aller simultan erfiillbaren Formelmengen bezeichnen
wir mit SAT*"™[208z.

Ein Beispiel einer nicht simultan erfiillbaren Menge ist die Formelmenge X = {p(z), ~p(z)}.

In manchen Féllen kénnen wir einer Formel ansehen, ob sie allgemeingiiltig ist, oder ob eine
Formelmenge simultan erfiillbar ist. Dies geschieht allein aus dem aussgagenlogischen Aufbau
der Formeln heraus, ohne die Quantifizierung von Variablen zu beachten. Daher nennt man
diesen Teil der Priadikatenlogik auch die Aussagenlogik im Rahmen der Prdidikatenlogik (engl.
propositional calculus). Das folgende Lemma macht dies deutlich.

Lemma 5.17 Fiir alle Formeln A ist die Formel =4 V A allgemeingiiltig, d.h.
VAeFO (nAV A)e VAL.

BeEwris:  Wir haben zu zeigen, dafl =4 V A in allen Strukturen X giiltig ist, d.h. wir miissen
folgendes zeigen:

VY eSTBVf: VA 5 1T: Werty(mAV A, f)=W.
Seien also X eine beliebige Struktur und f : VA — [ ein beliebiger Zustand. Aufgrund der
Definition der Wert-Funktion ist Werty. (4, f) = -Werty (—A4, f). Damit ist aber
Werty (mAV A, f)=WVEF=W

a

Im Beweis haben wir nur die Eigenschaften von — und V benutzt. Dabei zerteilten — und Vv
die Formel in Teilformeln. Eine Zerteilung einer priadikatenlogischen Formel in Teilformeln, die
mittels vV, = und anderer aussagenlogischer Symbole verkniipft sind, nennen wir eine aussagen-
logische Zerlegung der Formel, den so erkennbaren Aufbau auch aussagenlogischen Aufbau.

Beispielsweise hat die Formel V2 A V J2—-A den aussagenlogischen Aufbau aus den Teilformen
VA und Fz-A. Die Formel Va2 (AV B) kann jedoch bzgl. des aussagenlogischen Aufbaus nicht
weiter zerlegt werden.

Wir werden nun die semantische Definitionen weiterer logischer Symbole angeben.

e Es gilt AANB € VALy genau dann, wenn Werty (4, f) = Werts (B, f) = W fiir alle
f: VA — I gilt.

o Ls gilt A — B € VALy genau dann, wenn (Werty (A, f) = F) V (Werty (B, f) = W) fiir
alle f: VA — I gilt.

e Esgilt A+ B € VALy genau dann, wenn Werty (A, f) = Werts (B, f) fiir alle f: VA — |
gilt.

o Lis gilt AV B € VALy, genau dann, wenn (Werty (A, f) = W)V (Werty (B, f) = W) fiir
alle f: VA — I gilt.
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Aus diesen Definitionen ergibt sich sofort:

Lemma 5.18  Fiir alle A, B,C' € FO sind (4 < A) € VAL, (
(Ax A)) € VAL, ((A+ B) +» (Bx A)) € VAL und (((A* B)xC)
 ein beliebiges logisches Zeichen aus {V, A, <+} ist.

A ¢ ~(=A)) € VAL | (A &
(Ax (BxC))) € VAL, wobei

Besonders wichtig ist nun noch die Abtrennungsregel.

Lemma 5.19 Fiir alle Strukturen ¥ € ST? und alle Formeln A, B gilt:

(A— B) e VALy = (A€ VALy = B € VALy).

5.4 Quantorengesetze und Substitution

5.4.1 Freie und gebundene Variablen

Betrachten wir den Aufbau einer Formel wie z.B. 3 2 p(z,y), wobei p ein zweistelliges Pradi-
katensymbol sei, stellen wir fest, dafl die Variable x eine Sonderrolle gegeniiber der Variablen y
spielt. Der Existenzquantor bindet den Wert von z, so dal der Wert der Formel unabhingig von
dem Wert f(z) ist, an den der Zustand das = bindet (siehe die Definition der Werty-Funktion).
Wir bezeichnen daher  als eine in 3 & p(z,y) durch den Existenzquantor gebundene Variable
und y als eine in 3z p(z,y) freie Variable. Ein Analogon finden wir in der Analysis beispielsweise
bei dem Ausdruck foy f(z) dz, in dem y frei und z gebunden ist.

Wir definieren nun induktiv iiber den Aufbau der Terme und Formeln die Menge der freien

Variablen.

Definition 5.20 Die Menge der freien Variablen eines Terms bzw. Formel ist durch die
Funktion
FR : TEUFO — F(VA)

gegeben, die jedem Term bzw. Formel die Menge der in ihr enthaltenden freien Variablen zu-
ordnet. Wir definieren FR induktiv wie folgt:

1. Fiir alle Variablen 2 € VA gilt FR(z) = {«}.

2. Fiir alle n-stelligen Funktionssymbole ¢ € FS, und alle Terme t1,...,%, gilt
ER(g(t1, ... 1)) = | FR()).
7=1
3. Fiir alle n-stelligen Prddikatensymbole p € PS, und alle Terme t1,...,%, gilt
ER(p(t1, .. 1)) = J ER(1)).
7=1

4. Fiir alle Formeln A gilt FR(—A) = FR(A).
5. Fiir alle Formeln A, B gilt FR(AV B) = FR(A) UFR(B).
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6. Fiir alle Formeln A gilt FR(3z A) = FR(A) \ {}.

Fiir Mengen von Formeln und Termen X C FO UTFE definieren wir die Menge der freien
Variablen von X durch FR(X) = [J,cx FR(a).

Fiir die weiteren logischen Zeichen gilt das folgende Lemma, das sich unmittelbar aus der De-
finition von FR und des Ersetzens der logischen Zeichen durch Kombinationen von V und —
ergibt.

Lemma 5.21
1. Fiir alle Formeln A, B gilt FR(A ++ B) = FR(A) U FR(B).
2. Fiir alle Formeln A, B gilt FR(A A B) = FR(A) U FR(B).

3. Fiir alle Formeln A gilt FR(Vz A) = FR(A) \ {}.

Um den Begriff der gebundenen Variablen einfiihren zu kénnen, méchten wir formalisieren, was
wir unter der Bindung einer Variablen an einen Quantor verstehen.

Seien x,y € X* zwei Zeichenketten, dann ist x ein Teilwort von y wenn es Zeichenketten u, v € X*
mit y = uav gibt. z heifit echtes Teilwort von y, wenn u # A oder v # A gilt. Ein Teilwort 7"
eines Terms bzw. einer Formel T heifit Teilterm bzw. Teilformel, wenn T’ ebenfalls ein Term
bzw. eine Formel ist.

Definition 5.22 Eine Variable € VA heifit gebunden in einer Formel A € FO, wenn es
eine Teilformel A’ von A der Form 3z B bzw. Vo B gibt.

Man beachte, dafi es Formeln geben kann, in denen eine Variable sowohl frei als gebunden
vorkommt. Als Beispiel sei die Formel p(z) VV 2 B(2) angegeben. Im néchsten Abschnitt werden
wir sehen, dafl wir diese Formeln aber in andere dquivalente Formeln umwandeln kénnen, in
denen die Mengen der freien und gebundenen Variablen disjunkt sind.

5.4.2 Substitution

Wir untersuchen jetzt, welche Beziehung zwischen dem Zustand, den Variablen und dem Wert
eines Terms oder einer prddikatenlogischen Formel bestehen. Der erste Satz, das sogenannte
Koinzidenztheorem besagt, dafi der Wert eines Terms oder einer Formel nur vom Zustand der
freien Variablen abhédngt.

Satz 5.23 Seien Y eine Struktur, ¢ € TE ein Term, A € FO eine Formel und f, f' : VA — 1
Zustdnde, dann gelten:

1. Stimmen f und f’ auf den freien Variablen von ¢ iiberein, d.h. gilt f(z) = f'(«) fiir alle
x € FR(t), so sind die Werte von ¢ in den Zustinden f und f” identisch, d.h. werty,(¢, f) =

ME(L f/)
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2. Stimmen f und f’ auf den freien Variablen von A iiberein, d.h. gilt f(z) = f'(z) fir
alle © € FR(A), so sind die Werte von A in den Zustdnden f und f’ identisch, d.h.
Werty. (A4, f) = Werty (4, /).

BEwEIs:  Wir beweisen diesen Satz durch Induktion iiber den Aufbau der Terme bzw. der
Formeln (Netzinduktion). Fiir alle Variablen z € VA gilt FR(z) = {2} und damit fiir f, ' mit

f(x) = ['(2)

werty (z, f) = f(z) = f'(z) = werty (z, f').
Fiir Terme g(tq,...,t,) ist die Menge der freien Variablen F' = FR(g(t1,...,t,)) = Ui, FR(%;).
Wenn also f(z) = f'(z) fiir alle x € F ist, so gilt f(z) = f'(2) auch fiir alle 2 € FR(¢;) fiir alle
t; und damit nach Induktionsannahme wertsy, (¢;, f) = werts. (¢;, f'). Daher ist auch

ME(g(th .. '7tn)7f) = w(g)(mx(tlvf)7 o '7@2@717][))
= w(g)(mx(tl7f/)7"'7@2@717][/))
= mﬁl(g(tlv"'7tn)7f/)'

Im Falle von Formeln beweisen wir nur den Induktionsschritt (B — 32 B). Die Menge der freien

Variablen von 32 B ist durch F' = FR(3z B) = FR(B) \ {2} gegeben. Stimmen f und f" auf I
iiberein, gilt nach Induktionsannahme fiir jedes £, dafl Werty (B, f< g >) = Wertx (B, f’< g >)
ist. Nach Definition von Werty, (32 B, f) ist damit auch

Werty (32 B, f) = Werty, (32 B, f/).

Fiir Terme und Formeln ohne freie Variablen ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 5.24 Seien f und f’ beliebige Zustdnde. Dann gilt fiir Terme ¢ € TE mit FR(t) = 0,
daf werty, (¢, f) = werty (¢, ) ist, und fiir Formeln A € FO mit FR(A) = 0, da§ Werty (A4, f) =
Werty, (A, f') ist.

BeEwris:  Dat bzw. A keine freien Variablen haben, sind die Voraussetzungen des Koinzidenz-
theorems (Satz 5.23) erfiillt. O

Terme ohne freie Variablen spezifizieren in jedem Zustand das gleiche Individuum. Daher nennen
wir solche Terme auch Konstanten , konstante Terme oder variablenfreie Terme. Die Menge aller
variablenfreien Terme bezeichnen wir mit TE™.

Formeln ohne freie Variablen sind fiir alle Zustinde entweder wahr oder fiir alle Zustinde falsch.
Daher nennen wir Formeln ohne freie Variablen auch Aussagen oder abgeschlossene Formeln.
Die Menge aller Aussagen bezeichnen wir mit FO™.

Fiir Aussagen gilt das folgende einfach zu beweisende Lemma.

Lemma 5.25 Es sei A € FO™ eine Aussage, dann gilt:

1. A€ VALy < A€ SAT,.
2. ~A ¢ VALy < A€ VALy,.
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Lemma 5.26

1. Sei t € TE ein Term mit z ¢ FR(¢), dann gilt:

VIiVA S IV E T werty () = werty(t, £ (£ )

2. Sei A € FO eine Formel mit ¢ FR(A), dann gilt:

VS iVA o I, VEE T Werty(4, ) = Wertg(4, £ { § ).

Bewkis:  Wegen ¢ ¢ FR(t) bzw. ¢ FR(A) stimmen f und f< g > auf den freien Variablen

von ¢ bzw. A iiberein. Daher kénnen wir das Koinzidenztheorem (Satz 5.23) anwenden. O

Nun kommen wir zum Begriff der Substitution. Dabei ersetzen wir in einem Term ¢ oder in
einer Formel A eine Variable z durch einen Term ¢'. Den so entstandenen Term oder Formel
bezeichnen wir mit ¢,[t'] bzw. A.[t']. Nun wird man von einer Substitution sicherlich verlangen,
dafl die Formel A das gleiche iiber 2 aussagt, wie die Formel A,[t] {iber t. Bevor wir eine formale
Definition der Substitution geben, {iberlegen wir zun&chst, welche Probleme dabei auftauchen
kénnen.

Seien z,y € VA, z # y, p ein dreistelliges Pradikatensymbol und A = p(z,y,y) eine Formel.
Die freien Variablen von A sind {z,y} und A,[t] = p(t,y,y) und A,[t] = p(z,t,t). Sei ¢ ein
einstelliges Pradikatensymbol und B = ¢(z) eine Formel. Die freien Variablen von B sind {z}
und daher ist By[t] = B, da y nicht in B vorkommt. Sei r ein zweistelliges Pradikatensymbol
und C' = r(z,y)VIar(z,x) eine Formel. Die freien Variablen von C' sind {z,y} und daher ist
Celt] = r(t,y) vV 3z r(z, z). Dabei wird das gebundene z nicht substituiert. Sei D = Jz r(z,y)
und ¢ = ¢(z). Die freien Variablen von D sind {y} und daher ist D,[t] =3z r(z, g(2)).

Bisher traten keine Probleme auf. Nun sei aber ¢t = g(z). Dann wiirde eine Substitution von y
durch ¢t in D zu
Dy[t] =3z r(z,g(z))

fiilhren. Diese Formel sagt jedoch nicht mehr aus das gleiche iiber g(z) aus wie D iiber y. Dies
geschieht dadurch, daB eine in ¢ freie Variable in D,[t] gebunden wird. Fiir die Giiltigkeit einer
Substitution wird man daher fordern, daf freie Variablen in ¢ nicht in D,[t] gebunden werden,
oder anders ausgedriickt, daB FR(¢) C FR(D,[t]) gilt. Nun kénnen wir formal die Substitution
einfiihren.

Definition 5.27  Die syntaktische Operation Substitution definiert induktiv {iber den Aufbau
der Terme und Formeln fiir jeden Term ¢’ € TE, jede Formel A € FO, jede Variable x € VA und
jeden Term ¢ € TE eine Zeichenreihe t’[t] bzw. A, [t] wie folgt:

1. y,[t] = IF @ =y THEN ¢ ELSE y fiir alle y € VA

2. (g(trs - ta))ot] = g ()t - s (En)[1])
3. (p(trs - ta))o[t] = p((1)e[t], - s (En)[1])
4. (=B).[t] = ~(B.[1])

5. (BVC),[t] = Bu[t] Vv Cult]
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undefiniert  falls 2 € FR(Jy B) und y € FR(?)
6. (Jy B).[t] = Jy B falls = ¢ FR(Jy B)
Jdy (B:[t]) falls 2 € FR(Jy B) und y ¢ FR(?)

Im folgenden werden wir nur A,[t] schreiben, falls ¢ fiir  in A substituierbar ist, d.h. wenn
FR(t) C FR(A,[t]) gilt. Wir werden spéter sehen, daB die Konfliktsituationen bei der Substitu-
tion immer durch eine sogenannte gebundene Umbenennung geltst werden kénnen, wie dies aus
der Analysis bekannt ist (fab flz)de = fab f(y)dy). Bevor wir dies jedoch zeigen kénnen, wollen
wir untersuchen, welche Auswirkungen eine Substitution auf den Wert von Termen und Formeln
hat. Der folgende Satz (Uberfiihrungstheorem) ist intuitiv sofort versténdlich.

Satz 5.28 Sei ¥ = (I,w) eine Struktur, A eine Formel, ¢,# Terme und f : VA — [ ein
Zustand. Dann gelten:

1 wertg (611, f) = werte (1, £ werta(t, ) ))-
T

2. Werty,(Au[t], f) =M2<Avf< werts(, f) >>'

BeEwEkls:  Wir beweisen das Uberfiihrungstheorem induktiv iiber den Aufbau von Formeln
und Termen. Der einzige schwierige Fall sind Formeln von der Form 3y B. Hier fiihren wir eine
Fallunterscheidung durch.

1. Sei « ¢ FR(3y B). Dann ist

X

Werty ((3y B0, /) = Werts (3 B)a.  ( erti 0, ) )

trivialerweise erfiillt.

2. Seiz € FR(Jy B) und y ¢ FR(¢) (dies ist die zweite Voraussetzung fiir die Giiltigkeit einer
Substitution). Dann ist

Werts: (Fy B)s[t], f) =W

. EIUEI:ME(Bx[t],f<%>):W

& 3nel: Wertg(B, f{ § ) werte(r, ) )) =W (Induktionsannahme)
& Jyel: MZ(BJ< werta(t, f) >< v >) =W (Lemma 5.10)
& W

Mx(3937f< M;(Ef) >) =

Die verbleibenden Fille sind einfach nachzuweisen. Damit folgt die Behauptung. O

Die obigen Beobachtungen ermdglichen es uns jetzt, Umbenennung von gebundenen Variablen
vorzunehmen. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dafl keine freien Variablen dadurch gebunden
werden. Desweiteren ist eine sogenannte Variablenkollision zu vermeiden, d.h. wir kdnnen die
Substitution 32 B,[y] nicht durchfithren, wenn y gebunden in B vorkommt, da dadurch y zwei-
fach gebunden wiirde. Das folgende Lemma (Lemma der gebundenen Umbenennung) prizisiert
unsere Intuition.
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Lemma 5.29 Fiir alle B € FO und alle y ¢ FR(B), die nicht auch gebunden in B auftreten,
gelten

(Fz B) « (JyB.ly]) € VAL
(Va B) + (VyB:[y]) € VAL.

Falls y gebunden in B auftritt, kann man das Lemma rekursiv auf B bzw. Teilformen von
B anwenden, und damit erreichen, dafl y auch in B nicht gebunden ist. Daher ist dies keine
Einschrinkung.

BEWEIS:

Werty,((3y Bely]), f) =W
o 3Jeel: ME(Bx[y],f< ¢ >):W

X

werty, (y, f

(i p=w
< -

;
g >) W (Lemma 5.10)
)=W day¢FR(B)

¢

3¢ € I: Werty (B,

N

< % >) >) =W (Uberfiihrungstheroem 5.28)

3¢ € T: Werty (B,

3¢ e 1: Werts (B,

T ¢ ¢

e
TN TN T T
MR MR M e

e S S

3¢ € I: Werty (B,
< Werts (2 B, f) = W.

Fiir den All-Quantor gilt eine analoge Rechnung. O

5.4.3 Quantorengesetze

Aus dem Uberfiithrungstheorem 5.28 lassen sich die folgenden Gesetze iiber Quantoren schlieBen.

Lemma 5.30
1. Fiir alle t € TE gilt: (V2 A) — (Ag[t]) € VAL.
2. Fiir alle t € TE gilt: (A,[t]) - (32 A) € VAL.
3. (Ve A) - A€ VAL und A — (32 A) € VAL
4. Ae VALy & Vz A€ VALy

BEWEIS:

1. Nach Definition gilt Werts (V2 A4, f) = W & V& € [ : WertE(A,f< g >) = W.

Insbesondere kdénnen wir auch & = werty. (¢, f) wihlen. Dann ist aber

Werty (4, f { § ) = Werts (4, £ (oo (i, f) ) = Werts(A[t], /).

2. folgt aus 1. unter Verwendung der Gleichheit 32 4 = -V -A.

3. Setze t = z.



106 KAPITEL 5. PRADIKATENLOGIK

4. Die Richtung (<) folgt aus 3. Die Richtung (=) kann man wie folgt einsehen:
AeVALy & Vf:VA—1T: Werty(A, f) =W
= Vf:VAIVEel: MZ(A,f< ¢ >):W
& Vf:VA—=T: Wertg(Va A, f) =W < (Vo A) € VALy,.

Korollar 5.31 Sei A € FO eine Formel und 7 eine Permutation der Zahlen {1,...,n}, dann
gilt
AeVALy & wa(l) .. wa(n)A € VALy

BeEwrkis:  Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber n unter Benutzung von Lemma 5.30.4. O

5.5 Logisches Schlieflen

Wir méchten uns jetzt mit der Frage beschiftigen, wann eine Aussage aus gegebenen Vor-
aussetzung logisch folgt. Bezeichnungsweisen hierfiir sind logisches Schlieffen oder semantisches
Folgern. Mit den bisher bekannten Notationen kénnen wir den Folgerungsbegriff wie folgt préizi-
sieren.

Definition 5.32 Eine Formel A folgt logisch aus einer Formelmenge X in einer Struktur X
genau dann, wenn fiir alle Zusténde f: VA — I gilt:

VB e X : Werty(B, f) =W = Werty (A4, f) = W.

Eine Formel A folgt logisch aus einer Formelmenge X genau dann, wenn A in allen Strukturen
3. logisch aus X folgt.

Zur Formulierung des Folgerungsbegriff der Logik fiihren wir geeignete Bezeichnungen ein.

Definition 5.33 Eine Struktur 3 heifit ein Modell einer Formelmenge X, wenn die Formel-
menge X in X giiltig ist, d.h. X C VALy. Die Menge aller Modelle fiir eine Formelmenge X
bezeichnen wir durch MOD(X).

Fiir Formeln A schreiben wir statt MOD({A}) kurz auch MOD(A). Offensichtlich gilt:
e MOD(X) C STZ.
e MOD : F(FOP) — F(STE).
o A folgt logisch aus X genau dann, wenn MOD(X) C MOD(A).

Definition 5.34 Eine Formel A heifit eine logische Folgerung aus einer Formelmenge X,
wenn alle Modelle von X auch Modelle von A sind. Die Menge aller logischen Folgerungen einer
Formelmenge X bezeichnen wir mit FL(X). Sie heifit auch Folgerungsmenge. Statt A € FL(X)
wird in der Literatur auch hiufig die Notation X = A verwendet.
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Fiir Formeln A schreiben wir statt FL({A}) kurz auch FL(A). Fiir die Menge der Modelle gilt:

Die Folgerungsmenge FL ist eine Abbildung;:
FL : B(FO) — P(EO).
Y CEL(Y) & MOD(X) C MOD(Y)
Jede Struktur ist Modell der leeren Menge, d.h. STE = MOD(#).
Fiir jede Struktur ¥ ist ¥ ein Modell der in X giiltigen Formeln, d.h.
V¥: ¥ e MOD(VALy,).

Eine Formel ist genau dann allgemeingiiltig, wenn jede Struktur ein Modell dieser Formel

ist, d.h. A € VAL < MOD(A) = STE.

Die obigen Behauptungen kénnen durch elementare Umformungen unter Benutzung der Defini-
tion von MOD and FL bewiesen werden. Das gleiche gilt fiir das nachfolgende Lemma.

Lemma 5.35

1.

2.

10.

11.

Fiir Formeln A, B € FO gilt MOD(A A B) = MOD(A) N MOD(B).

Fiir Formeln A, B € FO™ gilt MOD(A Vv B) = MOD(A) U MOD(B).

. Fiir eine Aussage A € FO™ gilt MOD(=A4) = STE\ MOD(A) und damit auch MOD(A) N

MOD(=A) = § und MOD(A) UMOD(=A) = STZ.

. Fiir Formelmengen X,Y C FO gilt MOD(X UY) = MOD(X) N MOD(Y).
. Fiir Formelmengen X C Y gilt MOD(Y') C MOD(X). d.h. die kleinere Menge von Formeln

hat die grofiere Menge von Modellen.

. VAL = FL(0), d.h. die allgemeingiiltigen Formeln sind genau die Formeln, die vorausset-

zungslos gefolgert werden kénnen.

. X C FL(X), d.h. alle Voraussetzungen kénnen gefolgert werden.
. Fiir Formelmengen X C VY gilt FL(X) C FL(Y'), d.h. die gréBere Menge an Voraussetzun-

gen hat die grofiere Menge an Folgerungen.

. Fiir jede Formelmenge X gilt MOD(X) = MOD(FL(X)).

FL(X) =FL(FL(X)), d.h. aus der Menge der Folgerungen kénnen keine neuen Folgerun-
gen gezogen werden.

Fiir Formeln A, B gilt: (A — B) € FL(X) = B € FL(X U{A}).

Zu einer Menge von Strukturen 2 C STZ sei X eine Formelmenge, die gerade 21 als Modellmenge
hat, also 2 = MOD(X). Aus obigen Lemma folgt, daB dann auch 2 = MOD(FL(X)) gilt, so
dafl aus X alle in 2 giiltigen Formeln folgerbar sind.

Definition 5.36  Eine entscheidbare (total TM-berechenbare) Menge von Formeln X C FO
heift ein Aziomensystem fiir eine Klasse % C STZ von Strukturen, wenn MOD(X) = 2 gilt.
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Falls X ein Axiomensystem fiir 2 C STZ ist, so gilt

FL(X)= () VALs.
e

X ist natiirlich gerade das Axiomensystem fiir MOD(X).

Zusammenfassend sei das Verhiltnis der eingefiihrten Begriffe zueinander in der folgenden Skizze

verdeutlicht, wobei — bedeutet, dafl A zur Definition von B benétigt wird.

| |
| Axionme f%lgerbare
| ormeln
| |
| |
Syntax | |
| |
l
™| Deutungen |/ giiltige
! Modelle ! Formeln
| |

5.6 Die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl es kein Verfahren gibt, das fiir eine beliebige For-
melmenge und eine beliebige Formel A entscheidet, ob A eine logische Folgerung aus X ist. Wir
bezeichnen dieses Problem als Allgemeingiiltigkeitsproblem der Priadikatenlogik (AGPL):

Probleminstanz: Formelmenge X, Formel A.
Frage: Ist A € FL(X)?
zugehdrige Sprache: AGPL:= {(X, A)| A € FL(X)}.

Im Jahre 1936 hat CHURCH die Hoffnung der Mathematiker, daf3 die Pradikatenlogik entscheid-
bar sei, zerstort.

Satz 5.37 AGPL ist unentscheibar.

BeEwEels:  Wir werden zeigen, dafl das AGPL schon fiir X = () unentscheidbar ist. Wir werden
das 01PCP aus Abschnitt 3.2.2, von dem wir wissen, dafl es unentscheidbar ist, auf das AGPL
reduzieren. Aus Lemma 3.13 folgt dann die Unentscheidbarkeit von AGPL. Dazu konstuieren wir
aus der Instanz K = {(z1, 1), (z2,92), ..., (¢k, yx)} eines 01PCP eine prédikatenlogische Formel
Ag, die genau dann giiltig ist (Ax € FL(0) = VAL), wenn das 01PCP eine Lésung besitzt. Wir
wihlen die Basis B = ({¢, fo, f1}, ), wobei ¢ ein nullstelliges und fy, fi einstellige Funktionsym-
bole und P ein zweistelliges Pradikatensymbol ist. Sei f;,;,. .. (2) = fi, (Fioy G- (fi (@) )
fiir j; € {0,1}. Dann sei F' = Ag gegeben durch

F = ((Fl /\FQ) — ]*—73)7
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wobel
k
Fio= N\ PU) Julo)
k
P, = Vqu(P(uvv)%/\P(fxi(U)vfyi(U)))

Fs = 3yPy,y).

Offensichtlich ist F' durch eine totale Turing-Maschine aus K berechenbar. Wir miissen zeigen,
dal F' € VAL genau dann, wenn K eine Ldsung besitzt.

Sei also I’ € VAL angenommen. Dann ist /' € VALy, fiir alle Strukturen X fiir B, insbesondere
auch fiir die spezielle Struktur ¥ = ({0, 1}*,w) mit

e w(c)=A,

(
(fo)(2) = 20 und w(f1)(z) = =1 fiir z € {0,1}".
(

.
€

o w(P)(z1,22) = W genau dann, wenn 21,22 € {0,1}T und es Indizes iy,...,4; mit z; =

zi ...z, und 29 = y;, ...y, gibt.

Die Struktur ist gerade so gewdhlt, dafl F € VALy ist und X das 01PCP simuliert. Der Formelteil
Iy stellt sicher, dafl z; und y; ein korrespondierendes Paar ist, I3 besagt folgendes: wenn zwei
Zeichenketten u,v zueinander korrespondieren, so korrespondieren auch die Zeichenketten ux;
und wvy; fiir alle ¢ miteinander. Fy und Fy modellieren also gerade das 01PCP Problem K. I3
besagt, dafl K eine Losung besitzt. F ist genau dann in VALy, wenn aus Fy und F; die Formel
F5 folgt. Da aber Fy und Fy wahr sind, mufl damit auch F5 € VALx gelten, d.h. K besitzt eine

Lésung.

Nun zeigen wir die Riickrichtung. Wir nehmen an K habe eine Lésung. Dann miissen wir zeigen,
dafl F in allen Strukturen X fiir B gliltig ist, d.h. anders ausgedriickt, daf fiir alle Strukturen
Y eSTP Y € MOD(F) gilt. Falls ¥ ¢ MOD(Fy) oder ¥ ¢ MOD([F%) so folgt direkt durch
Umformung der Formel F' = ((F} A F;) — F3) und Benutzen der Regeln aus Lemma 5.35, daf
Y € MOD(F) gilt. Sei also X = (I,w) € MOD(F7) N MOD(F5). Wir definieren eine Einbettung
a:{0,1}* — I durch o(A) = w(c), a(z0) = w(fo)(a(z)) und a(zl) = w(fi)(a(z)). Damit ist
firze=21...2,

a(x) = W (fo, ) (W(fa,_0) (- (@) (@(c))) - )
Da ¥ € MOD(Fy) ist, gilt fiir alle 1 <7 <k

w(P)(alz), alys)) = W.
Da auch ¥ € MOD(F3) ist, gilt induktiv fiir alle 1 <i; <k
w(P)(a(xy .. xq), o(yiy - --yi,)) = WL

Da K eine Losung hat, z.B. ji,...,j;, mit z; ...2;, = & = y;, ...y;, ist auch F3 € VALy.
Hieraus folgt jedoch sofort F' € VALy, oder dquivalent ¥ € MOD(F). 0

Als Korollar ergibt sich sofort die Unentscheidbarkeit des Erfiillbarkeitsproblems der Pradika-
tenlogik (EPP):

Probleminstanz: Formel A.
Frage: Ist A € SAT?
zugehorige Sprache: EPP:={A | A € SAT}.
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Korollar 5.38 Das Erfiillbarkeitsproblem der Priadikatenlogik ist unentscheidbar.

BEwEIs:  Unmittelbar aus der Tatsache: A € SAT < (—A) ¢ VAL. O

Definition 5.39 Eine Formel B € FO heifit eine Prdinexe Normalformel, wenn B die fol-
genden Eigenschaften erfiillt:
Alle Quantoren mit den dazugehorigen an diese Quantoren gebundenen Variablen stehen am
Anfang von B, d.h. B = Q'2;...Q"x, M, wobei Q! € {V,3} Quantoren und M eine quanto-
renfreie Formel (eine sogenannte Matrix) mit {xy,...2,} C FR(M) sind. Q' ...Q"x, nennt
man auch das Prdfiz von B.

Es gibt jedoch einige Typen von Formeln, die entscheidbar sind:

e Quantorenfreie Formeln (Aussagenlogik) (PosT, LukasiEwicz, WITTGENSTEIN, BEH-
MAN, 1921).

e Prinexe Normalformeln mit Préfixtyp V"3° (BERNAYS, SCHONFINKEL, 1928).
e Prinexe Normalformeln mit Prifixtyp V"3V® (ACKERMANN, SKOLEM, HERBRANDT, 1928).

e Prinexe Normalformeln mit Prifixtyp V" 3%2V® (G6DEL, KALMAR, ScHUTTE, 1934).



Kapitel 6

Datenstrukturen und Algorithmen

In diesem Kapitel werden wir die grundlegensten Datenstrukturen, mit denen Algorithmen ar-
beiten, kennenlernen. Dabei werden wir einerseits dieses Gebiet von der mathematischen Seite
beleuchten, indem wir abstrakte mathematische Definition von Datentypen und der auf ihnen
wirkenden Operation geben, auf der anderen Seite jedoch mégliche Implementationen in der
Praxis nicht aufler Sicht lassen. Fiir weiterfilhrende Algorithmen verweisen wir auf das Buch
[AhHoUI83] von AHO, HOPCROFT und ULLMAN.

Definition 6.1 Ein abstrakter Datentyp G = (D, F, R) ist ein 3-Tupel, wobei D eine nichtlee-
re Menge von Datenobjekten, I eine Menge von Funktionen und R eine Menge von Restriktionen
und Bedingungen fiir Funktionen f € F ist.

6.1 Elementare abstrakte Datentypen

In diesem Abschnitt werden wir die elementaren Datentypen Bit, Integer, Real, Boolean und
Char einfiihren, die in den meisten Rechenanlagen schon durch die Hardware implementiert sind.

Der Datentyp Bit

Der Datentyp Bit G = (D, F, R) ist (exemplarisch ausfiihrlich) wie folgt definiert:
e D={0,1}

e ["={NULL, EINS,NOT, AND, OR} mit NULL, EINS : {} =D (nullstellig), NOT : D —
D und AND,OR : D? — D.

e R={R;|1<i<7}mit

Ry = (NOT(NULL) = EINS), R, = (NOT(EINS) = NULL),

R3 = (AND(NULL, NULL) = NULL), Ry = (AND(NULL, EINS) = NULL),
Rs = (AND(EINS, NULL) = NULL), R¢ = (AND(EINS, EINS) = EINS),
R; = (Vz,y € D: OR(x,y) = NOT(AND(NOT (), NOT(y))).
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Der Datentyp Integer

Die Menge der Datenobjekte des Datentyp Integer G = (D), F,R) ist nicht auf allen Re-
chenmaschinen die gleiche, sondern hidngt von der jeweiligen Wortldnge ab. Normalerweise ist
D ={-2"...,2" — 1} fiir ein n (normalerweise n = 16,32). Die Menge der Funktionen bein-
haltet:

e +:D? = D (Addition)

e —:D?— D (Subtraktion)

e x:D? - D (Multiplikation)

e DIV:D? -+ D (ganzzahlige Division)

e MOD: D? - D  (Rest bei ganzzahliger Division)

Neben diesen Funktion stehen gegebenfalls noch zur Verfiigung:

e ABS:D — D (Betragsfunktion)

SQR: D — D (Quadratfunktion)

SUCC : D — D (Nachfolgerfunktion)

PRED : D — D (Vorgédngerfunktion)
e —: D — D (Vorzeichenwechsel)

Auf eine explizite Angabe der Regeln werden wir hier verzichten. Is sei nur kurz angegeben,

daf SUCC(2) := 2 + 1 und PRED(2) := 2 — 1 definiert sind, falls 2 + 1 bzw. 2 — 1 in D liegen.

Der Datentyp Real

Der Datentyp Real wird verwendet, um Rechnungen mit reellen Zahlen durchfiihren zu kénnen.
Aufgrund ihrer Eigenschaft ist es jedoch nicht méglich, alle reellen Zahlen darzustellen. Daher
beinhaltet der Datentyp Real nur eine endliche Teilmenge der reellen Zahlen und die auf ihm
definierten Funktionen sind demzufolge auch nur Approximationen der entsprechenden arith-
metischen Operationen in den reellen Zahlen. Neben den Grundoperationen +, —, *, / sind oft
auch noch folgende Operationen implementiert:

e SQRT: D — D (Quadratwurzel)
e POWER: D? - D  (Potenzfunktion, (z,y) — z¥)
e LOG:D — D (natiirlicher Logarithmus)

e EXP:D — D (Exponentialfunktion)

SIN, COS, TAN, ARCSIN, ARCCOS, ARCTAN : D — D (Winkelfunktion und deren
Umkehrung)



6.2. LINEARE DATENTYPEN 113

Der Datentyp Boolean

Der Datentyp Boolean ist dhnlich zum Datentyp Bit. Es gibt nur die Datenobjekte TRUE und
FALSE. Es stehen die gidngigen Booleschen ein- bzw. zweistelligen Funktionen AND, OR und
NOT zur Verfiigung.

Der Unterschied zwischen dem Datentyp Bit und Boolean besteht darin, dafl sich der Wahr-
heitsgehalt von Vergleichen zwischen beliebigen Datentypen (durch sogenannte relationale Ope-
ratoren) durch den Datentyp Boolean ausdriicken 148t,d.h. es gilt:

=,<>,<,>,>=:D? — Boolean,

wobei D ein belieger Datentyp ist (dabei sei den Operatoren die offensichtlichen Bedeutungen
zugewiesen).

Der Datentyp Char

Der Datentyp Char (Charakter) dient hauptséchlich zur Kommunikation zwischen Rechenma-
schine und (menschlichem) Anwender. Die Datenmenge des Datentyps Char enthélt neben den
26 (lateinischen) Grobuchstaben bzw. Kleinbuchstaben, den 10 (arabischen) Ziffern noch eine
Anzahl von Satz-, Sonder- und Steuerzeichen. Auf dieser Datenmenge ist eine Ordnung mittels
der Funktion ORD : Char — Integer definiert. Dabei gilt A< B<...< Z<a<...<zund
0 <1< ...<9. Desweiteren gibt es noch die Funktionen

e CHR : Integer — Char definiert als Umkehrfunktion von ORD,

e SUCC : Char — Char definiert durch SUCC(¢) = CHR(ORD(¢) + 1), und

e PRED : Char — Char definiert durch PRED(¢) = CHR(ORD(¢) — 1).

6.2 Lineare Datentypen

Bevor wir komplexere Datentypen studieren kénnen, werden wir Programmierkonstrukte ken-
nen lernen, die uns die Implementation dieser Datentypen ermdoglichen. Sie sind z.B. in der
Programmiersprache PASCAL verfiigbar.

Diese Programmierkonstrukte sind die Konstrukte des Feldes, des Verbundes und des Zeigers.
Im folgenden sei Type-Identifier irgendein Datentyp z.B. ein unten definierter komplexer
Datentyp oder ein elementarer Datentyp.

Definition 6.2 Ein Feld (Array) A von n Elementen eines Datentyps D ist vom Datentyp
D™, Es ist durch einen zusammenhidngenden Speicherbereich realisiert, in den die Werte von n
Variablen A[1],..., A[n] gleichen Typs gespeichert sind.

Eine Deklaration von Array-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:

Array-Type = ARRAY[n;..ng,myi..mo,... ,r1..r2] OF Type-Identifier;
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Definition 6.3  Ein Verbund (Record) R ist eine Zusammenfassung einer festen Anzahl von
Variablen R.X, R.Y,... m&glicherweise unterschiedlichen Typs.

Eine Deklaration von Verbund-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:

Record-Type = RECORD
var; : Type-Identifier;;

var, : Type-Identifier,;
END;

Definition 6.4  Ein Zeiger (Pointer) P ist eine Referenz auf eine Variable eines bestimmten
Datentyps D, d.h. P 1 ist eine Variable vom Datentyp D.

Eine Deklaration von Pointer-Typen in PASCAL sieht wie folgt aus:
Pointer-Type = 1 Type-Identifier;

Durch die Funktion new wird einer Zeigervariablen eine neue Variable zugewiesen, die die Zeiger-
variable referenziert. Durch dispose wird diese Variable wieder entfernt. Ein Zeiger, dem noch
keine Variable zugewiesen worden ist, zeigt auf den Wert nil. Durch Verwenden von Pointer
kénnen sogenannte dynamische Variablen wihrend der Laufzeit des Programms erzeugt werden.
Die Wirkungsweise von Pointer (Referenzen auf Variablen) im Gegensatz zu Variablen soll das
folgende Beispiel erldutern.

Beispiel 6.5

TYPE PointInt : fInteger;
VAR p,q : PointInt;

BEGIN
new(p); new(q);
pti=4; qf:=5;

pt:=qT;  (* Nun ist pf=qf=5 *)

qt:=2; (* Nun ist pT=5, qf=2 *)

pP:=q; (* Nun ist pT=qT=2 *)

qt:=5; (* Nun ist pfT=qf=5 ! *)
END;

Wir werden im folgenden sogenannte verkettete Listen kennenlernen. Die Komponenten (Zellen)
dieser Listen sind Verbunde, die Zeiger enthalten, die wieder auf Verbunde des gleichen Typs
zeigen:

Celltype = RECORD
element : Elementtyp;
next : fTCelltype
END;
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Im folgende werden wir eine erweiterte Version der Programmiersprache PASCAL verwenden.
Dabei fiigen wir die Kommandos GOTO Output und Return(e) hinzu. GOTO Output springt an
einen nichtnumerischen Label Output und Return(e) gibt den Wert des Ausdruckes e zuriick
und verldfit die gerade aktive Prozedur bzw. Funktion. Beide Befehle kénnen leicht in konstanter
Zeit durch Standardbefehle simuliert werden. Anstatt Funktionen mit nicht verdnderbaren Pa-
rametern zu benutzen, werden wir manchmal Funktionen mit variablen Parametern verwenden,
d.h. Anderungen dieser Parameter wirken sich auch auBerhalb der Funktion aus. Man nennt
solche Parameteriibergabe auch call by reference im Gegensatz zum normalen call by value, bei
dem der Wert des Parameters in eine lokale Variable kopiert wird.

6.2.1 Listen

Wir werden jetzt den (abstrakten) Datentyp Liste einfiihren. Eine Liste L ist ein komplexer
Datentyp und besteht aus einer endlichen Kette von Zeichen eines anderen Datentyps Y. Eine
Liste L der Ldnge n ist somit darstellbar als L = ay...a,, wobei a; Elemente des gleichen
Datentyps sind. Wir bezeichnen mit A das leere Wort, mit {} die leere Liste und mit End(L) die
Position, die a,, folgt. End(L) gibt das Ende der Liste L an. Wir definieren die folgende Menge
an Operationen (Funktionen):

1. Insert: Die Funktion Insert erméglicht das Einfiigen eines Zeichens x in eine Liste L an
einer beliebige Stelle p. Operationell ist Insert wie folgt definiert:

Insert : 22 x N x Liste — Liste
aj...0p_12Gp...a, falls1 <p<n
(z,p, L) — aj...a,x falls p = End(L)
undefiniert sonst

2. Locate: Die Funktion Locate berechnet die erste Position p in der Liste L, so dafl das p-te
Listenelememt gleich « ist. Operationell ist Locate wie folgt definiert:

Locate : ¥ X Liste — N
min{i | a; =2} falls {i|a; =2} #£0
(@, L) = { End(L) sonst

3. Retrieve: Die Funktion Retrieve liefert das p-te Element der Liste L. Operationell ist Retrieve
wie folgt definiert:

Retrieve : N x Liste — X

(L) — {

a, falls 1 <p<m
undefiniert sonst

4. Delete: Die Funktion Delete entfernt das p-te Element aus der Liste L. Operationell ist
Delete wie folgt definiert:

Delete : N x Liste — Liste
a1a9 ... 0p_10pp1...a, falls 1 <p<mn
(p, L) — { P P+ n

undefiniert sonst

5. Next: Die Funktion Next liefert den Index des dem p-ten Element folgenden Elementes der
Liste L. Operationell ist Next wie folgt definiert:

Next : N x Liste — N
p+1 falls 1 <p<n
(p, L) End(L) falls p=n

undefiniert sonst
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6. Previous: Die Funktion Previous liefert den Index des dem p-ten Element vorausgehenden
Elementes der Liste L. Operationell ist Previous wie folgt definiert:

Previous : N x Liste — N

p—1 falls 1 <p < n
(P, L) = { undefiniert sonst

7. Makenull: Die Funktion Makenull liefert eine leere Liste und den Index auf das Ende der
Liste. Operationell ist Makenull wie folgt definiert:

Makenull : Liste — Listex N

L= ({1}, End({}))

8. Printlist: Die Funktion Printlist gibt die Liste L aus: Diese Funktion ist eine Funktion mit
Seiteneffekt, d.h. ihre operationelle Funktion ist uninteressant. Als Seiteneffekt wird die
Liste ausgegeben.

9. First: Die Funktion First liefert einen Verweis auf das erste Element einer Liste. Operationell
ist First wie folgt definiert:

First: Liste — N
I { erste Position in L7 falls L # {} ‘

undefiniert sonst

Implementation mittels Arrays

Als erstes werden wir PASCAL Prozeduren angeben, die eine Liste mittels des Konstruktes
ARRAY implementiert. Als Abkiirzung sei Elementtype der Datentyp der Elemente der Li-
ste (frither X). Dieser selbst kann beliebig kompliziert sein (z.B. durch Verbunde oder Arrays
geschachtelt definiert).

In unser Implementation ist eine Liste dann dargestellt durch:

Liste = RECORD
elements : ARRAY[1..Maxlength] of Elementtype;
last : Position;
END;

wobei Maxlength eine geeignet definierte Konstante ist und Position der Indextyp ist (hier
Position = Integer).

Bevor wir zu den Implementationen der Liste mittels Arrays oder verketteter Listen kommen,
mochten wir zeigen, dafl wir Listenmanipulation ganz losgelést von der Implementation betrach-
ten koénnen, d.h. auf einem abstrakten Niveau. Wir wollen dies mit der Funktion Purge tun, die
die Liste von doppelt vorkommenden Elementen “reinigt”. Dazu sei Same eine Funktion, die
feststellt, ob zwei Elemente vom Type Elementtype gleich sind.

PROCEDURE Purge(VAR L:Liste);
VAR p,q:Position;
BEGIN
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p:=First(L);
WHILE (p<>End(L)) DO BEGIN
q:=Next(p,L);
WHILE (q<>End(L)) DO
IF Same(Retrieve(p,L) ,Retrieve(q,L)) THEN Delete(q,L)
ELSE q:=Next(q,L);
END;p:=Next(p,L);
END;

Dabel ist

FUNCTION End(VAR L:Liste);
BEGIN
Return(L.last+1)
END;

Die restlichen Funktionen sind wie folgt implementiert:

1. PROCEDURE Insert(x:Elementtype;p:Position;VAR L:Liste);

VAR q:Position;
BEGIN
IF L.last>=Maxlength THEN Error
ELSE IF (p>L.last+1) OR (p<l1) THEN Error
ELSE BEGIN
FOR q:=L.last DOWNTO p DO
L.elements[q+1]:=L.elements[q];
L.last:=L.last+1;
L.elements[p]:=x;
END;
END;

Die Zeitkomplexitdt von Insert betragt O(|L]).

2. FUNCTION Locate(x:Elementtype;VAR L:Liste):Position;
VAR q:Position;
BEGIN
FOR q:=1 TO L.last DO
IF L.elements[q]l=x THEN Return(q);
Return(L.last+1);
END;

Die Zeitkomplexitdt von Locate betrdgt O(|L]).
3. FUNCTION Retrieve(p:Position;VAR L:Liste):Elementtype;
BEGIN
IF (p<1) OR (p>L.last) THEN Error

Return(L.elements[p]);
END;

Die Zeitkomplexitdt von Retrieve betrdgt O(1).

4. PROCEDURE Delete(p:Position; VAR L:List);

117
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VAR q:Position;
BEGIN
IF (p>L.last) OR (p<1) THEN Error
ELSE BEGIN
L.last:=L.last-1;
FOR q:=p TO L.last DO
L.elements[q]:=L.elements[q+1]
END;
END;

Die Zeitkomplexitdt von Delete betrigt O(|L|)

5. FUNCTION Next(p:Position;VAR L:Liste):Position;
BEGIN
IF (p<1) OR (p>L.last) THEN Error;
IF p=L.last THEN Return(L.last+1);
Return(p+1);
END;

Die Zeitkomplexitdt von Next betrdgt O(1).

6. FUNCTION Previous(p:Position;VAR L:Liste):Position;
BEGIN
IF (p<=1) OR (p>L.last) THEN Error;
Return(p-1);
END;

Die Zeitkomplexitdt von Previous betrdgt O(1).

7. PROCEDURE Makenull(VAR L:Liste);
BEGIN
L.last:=0;
END;

Die Zeitkomplexitdt von Makenull betrdgt O(1).

8. PROCEDURE Printlist(VAR L:Liste);
VAR q:Postion;
BEGIN
FOR g=1 TO L.last DO
Print(L.Element[q]);
END;

Die Zeitkomplexitdt von Printlist betridgt O(n).

9. FUNCTION First(VAR L:Liste) :Position;
VAR q:Postion;
BEGIN
IF L.last=0 THEN Return(0);
Return(1);
END;

Die Zeitkomplexitdt von First betrdgt O(1).

Damit hat die Funktion Purge eine Zeitkomplexitit von O(n?).
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Implementation mittels verketteter Listen
Zunidchst miissen wir den Zeigertypen und die Listenkomponenten deklarieren:

Listcomponent = RECORD
element: Elementtype;
next: List;
END;
List = 1 Listcomponent;
Position = 1 Listcomponent;

Eine Liste L ist jetzt durch einen Zeiger auf den Anfang einer verketteten Liste gegeben.
Dabei ist das erste Element ein dummy-Element, so dal das erste Element der Liste durch
L1 .nextt.element referenziert wird. Entsprechend zeigt ein Zeiger statt auf das eigentliche
Element auf den Vorgénger. Dies erleichtert die Implementation, wie wir gleich sehen werden.

Wir werden uns auf die Implementationen der Funktionen End, Insert, Locate und Delete be-
schridnken.

e FUNCTION End(L:List) :Position;
VAR q:Position;
BEGIN
q:=L;
WHILE qf.next<>nil DO
q:=qT.next;
Return(q);
END;

e PROCEDURE Insert(x:Elementtype;p:Position;VAR L:List)
VAR q:Position;
BEGIN
q:=ptT.next;
new(p?T.next);
pT.nextl.element:=x;
pT.next?.next:=q;
END;

e FUNCTION Locate(x:Elementtype;VAR L:List):Position;

VAR p:Position;
BEGIN

p:=L;

WHILE pf.next<>nil DO

IF pT.nextf.element=x THEN Return(p)
ELSE p:=pt.next;

Return(p);

END;

e PROCEDURE Delete(p:Position;VAR L:List);
BEGIN
IF pf.next=nil THEN Error;
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pT.next:=pf.next?.next;
END;

In der folgenden Tabelle haben wir die Laufzeiten der wichtigsten Funktionen in der Array- und
der Zeigerimplementation gegeniiber gestellt.

End | Insert | Locate | Delete
Array || O(1) | O(n) | O(n) | O(n)
Zeiger || O(n) | O(1) | O(n) | O(1)

6.2.2 Keller

In diesem Abschnitt werden wir den Datentyp des Kellers oder Stapels (engl. Stack) einfiihren. Es
handelt sich hierbei um eine Liste, bei der Einfiigungen und Loschungen nur an einer (derselben)
Seite moglich sind. Diese Liste korrespondiert dann zu einem Stapel, auf den nur ein Element
oben dazu gelegt werden kann, oder von dem nur das oberste Element entfernt werden darf.
Daher nennt man einen Keller auch eine LIFO (Last In First Out) Struktur.

Wie bei dem Datentyp Liste kénnen wir sowohl eine Array als auch eine Zeigerimplementa-
tion angeben. Wir werden uns jedoch auf die Arrayimplementation beschrinken. Analog zur
Implementation des Datentyps Liste definieren wir

Stack := RECORD
elements : ARRAY[1..Maxlength] of Elementtype;
top : Position;
END;

wobei Maxlength eine geeignet definierte Konstante ist und Position der Indextyp ist (hier
Position = Integer).

Operationell werden wir die folgenden Funktionen einfithren, von denen wir direkt eine Array-
Implementation angeben. Dabei “w&chst” unser Stack S nach unten, d.h. es gilt S.top=
Maxlength+1 genau dann, wenn S leer ist.

o Makenull 16scht den Stack S.

PROCEDURE Makenull(VAR S:Stack);
BEGIN
S.top:=Maxlength+1;
END;

o Empty testet, ob der Stack S leer ist.

FUNCTION Empty(VAR S:Stack):Boolean;
BEGIN
IF S.top>Maxlength THEN Return(TRUE)
ELSE Return(FALSE);
END;
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e Top liefert das oberste Element des Stacks S.

FUNCTION Top(VAR S:Stack):Elementtype;
BEGIN
IF Empty(S) THEN Error
ELSE Return(S.elements[S.topl);
END;

e Pop l6scht das oberste Element des Stacks S.

PROCEDURE Pop(VAR S:Stack);
BEGIN
IF Empty(S) THEN Error
ELSE S.top:=S.top+1;
END;

e Push legt ein neues Element oben auf den Stack .S.

PROCEDURE Push(x:Elementtype;VAR S:Stack);
BEGIN
IF S.top=1 THEN Error;
S.top:=S.top-1;
S.elements[S.top] :=x;
END;

6.2.3 Schlange

Nun kommen wir zum Gegenstiick des Kellers, zum Datentyp Schlange. Eine Schlange
(engl:queue) ist eine FIFO (First In First Out) Struktur. Einfiigen neuer Elemente ist nur am
Ende einer Schlange erlaubt, wihrend das Léschen nur am Anfang passiert (man vergleiche dies
mit einer Warteschlange beispielsweise am Fahrkartenschalter). Wir werden eine Pointerimple-
mentation angeben. Dazu seien

Celltype = RECORD
element : Elementtype;
next : fTCelltype
END;

und

Queue = RECORD
front, rear:fCelltype;
END;

e Makenull erstellt eine leere Schlange.

PROCEDURE Makenull (VAR Q:Queue);
BEGIN
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new(Q.front);

Q.frontft.next:=nil;

Q.rear:=Q.front;
END;

o Empty testet ob eine Schlange leer ist.

FUNCTION Empty (VAR Q:Queue): Boolean;
BEGIN
IF Q.front=Q.rear THEN Return(TRUE)
ELSE Return(FALSE)
END;

e Front liefert das vorderste Element der Schlange.

FUNCTION Front (VAR Q:Queue) :Elementtype;
BEGIN
IF Empty(Q) THEN Error
ELSE Return(Q.front?.next?.element)
END;

e Enqueue fiigt eine neues Element am Ende der Schlange an.

PROCEDURE Enqueue (x:Elementtype;VAR Q:Queue);
BEGIN
new(Q.rear?t.next) ;
Q.rear:=Q.rear?.next;
Q.rear?t.element:=x;
Q.reart.next:=nil;
END;

e Dequeue 16scht das vorderste Element der Schlange.

PROCEDURE Dequeue (VAR Q:Queue);
BEGIN
IF Empty(Q) THEN Error
ELSE Q.front?.next:=Q.front?.nextf.next;
END;

6.3 Datentypen aus der Graphentheorie

In diesem Kapitel werden wir den Datentyp des gerichteten Graphen kennenlernen. Der Begriff
des Graphen ist schon in Abschnitt 1.2 eingefiihrt worden. Wir geben die folgenden Darstel-
lungsarten fiir Graphen an:

o Adjazenzmatriz. Ein Graph G = (V, F) ist durch eine Boolesche |V| x |V| Matrix A mit

L, _[ TRUE falls (i,j)€ F
“ 71 FALSE sonst

dargestellt. Ein symmetrischer Graph korrespondiert dann zu einer symmetrischen Matrix.
Der GroBenaufwand dieser Darstellung betrigt |V]?, kann also gef. grofier sein als die Grofie
von G (=|V|+ |E]).
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o beschriftete Adjazenzmatriz. Ein kantengelabelter Graph G' = (V, E,[) ist durch folgende
|V] x |V| Matrix dargestellt:

L[ UGG falls (i) € B
R sonst '

wobei # eine leere Markierung darstellt. Es gilt sinngemdfl dasselbe wie fiir Adjazenzma-
trizen.

o Adjazenzlisten. Ein Graph G = (V, F) wird durch |V| Listen dargestellt (diese Listen bilden
wieder eine Liste L), wobei fiir jedes v eine Liste die Menge der Knoten reprisentiert, die
mit v verbunden sind, d.h. L; ; ist der j-te Knoten, der mit dem Knoten ¢ verbunden ist.
Vorteil dieser Darstellung ist der optimale Speicherverbrauch von O(|V| + |E|).

Nun kénnen wir den Datentyp Graph definieren. Wir stellen hier die gleichen Operationen wie
bei Datentyp Liste zur Verfiigung (eine Liste der Knoten und eine Liste der Kanten). Zusé&tz-
lich definieren wir die folgenden Funktionen, die die Knoten- und Kantenliste miteinander in
Verbindung bringt. Dabei nehmen wir an, daf§ die Knoten numeriert sind.

e First berechnet zu einem Knoten v den Knoten w mit kleinster Nummer, der mit v ver-
bunden ist. Falls kein solcher Knoten existiert, ist die Funktion undefiniert.

e Next berechnet zu einem Knoten v und einem mit v verbundenen Knoten w den nidchst-
grofleren Knoten u, der mit v verbunden ist. Falls kein solcher Knoten existiert, ist die
Funktion undefiniert.

e Vertex berechnet zu einem Knoten v und einer Zahl ¢ den i-t kleinsten Knoten, der mit v
verbunden ist. Falls kein solcher Knoten existiert, ist die Funktion undefiniert.

Eine geeignete Implementation mittels der Darstellung der Adjazenzmatrizen bendtigt fiir alle 3
Funktionen O(n) Zeit (dabei ist der Test, ob zwei Knoten miteinander verbunden sind, in kon-
stanter Zeit ausfiihrbar). Die Implementation mittels der Darstellung der Adjazenzliste ben&tigt
fiir alle Funktionen (auch Test auf Verbundenheit) O(n) Zeit.

6.3.1 Baume

Wie wir schon im Abschnitt 1.2 gesehen haben, sind Biume sehr wichtige und sehr einfache
Graphen. Da ein Baum mit » Knoten genau n — 1 Kanten enthilt, ist die Darstellung Adja-
zenzmatrix derart ungeeignet, dafl wir sie hier ganz aufler Acht lassen. Im folgenden gehen wir
davon aus, dafl wir einen Baum mit Wurzel 1 haben.

Neben der Adjazenzlistenrepridsentation verfiigen wir noch tiber die sehr kompakte “Vaterre-
prasentation”. Diese beruht auf der Tatsache, daf in einem Baum mit einer Wurzel jeder Kno-
ten einen eindeutigen Vaterknoten besitzt. Die Vaterrepridsentation ist also durch ein Array A
realisiert, in dem der Eintrag A[i] gerade der Vater von i ist. Die Wurzel, der einzige Knoten,
der keinen Vater besitzt, soll mittels der Vaterreprisentation der Wert 0 zugewiesen werden.

Beispiel 6.6 Der Baum aus Abbildung 1.2 aus Abschnitt 1.2 hat die Vaterreprisentation
A=(0,1,1,2,2,3,3,5).
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Die Numerierung der Knoten impliziert direkt eine Ordnung auf der Menge der S6hne eines
Knoten. Der linkeste Sohn sei dabei derjenige Sohn mit der kleinsten Nummer, und der rechte
Bruder eines Knotens derjenige Bruder mit der nichstgréfieren Nummer. Wir definieren die
folgenden Operationen:

e Parent(n,T") gibt den Vater des Knotens n im Baum 7" an (undefiniert, falls n die Wurzel
von T ist).

o Leftmost-Child(n,7") gibt den linkesten Sohn von n in 7" an (undefiniert, falls n ein Blatt
ist).

e Right-Sibling(n,T’) gibt den rechten Bruder von n in 7" an (undefiniert, falls es keinen
rechten Bruder von n gibt).

e Label(n,T') gibt die Beschriftung des Knotens n in 7" an.

e Create ¢ (v,11,...,T;) liefert einen Baum mit Wurzel r, die mit v beschriftet ist, und die
als S6hne die Wurzeln der Baume T4, ..., T; hat.

e Root(1') gibt die Wurzel des Baums T an.

e Makenull(T) liefert einen leeren Baum.

Das Problem, eine systematische Auflistung der Knoten eines Graphen zu erhalten, kann im
Spezialfall von Bdumen leicht gelést werden. Der Trick hierbei ist die rekursive Struktur eines
Baumes: ein Baum T besteht aus einer Wurzel r und den durch die S6hne von r gewurzelten
Unterbdumen von T'. Diese Struktur legt die folgenden sogenannten Durchmusterungsverfahren
nahe:

e Preorder-Verfahren: durchmustere zuerst die Wurzel und dann die Teilbdume von links
nach rechts.

o Inorder-Verfahren: durchmustere zuerst den linkesten Teilbaum, dann die Wurzel und dann
die restlichen Teilbdume (wenn vorhanden).

o Postorder-Verfahren: durchmustere zuerst die Teilbdume von links nach rechts und dann

die Wurzel.

Beispiel 6.7 Die Verfahren angewandt auf den Baum in Abbildung 1.2 erzeugen die folgen-
den Auflistungen der Knoten:

e Preorder: (1,2,4,5,8,3,6,7)
e Inorder: (4,2,8,5,1,6,3,7)

e Postorder: (4,8,5,2,6,7,3,1)



Kapitel 7

Semantik von Programmiersprachen

und das M-Kalkiil

Wir wollen untersuchen, welche Komplikationen bei der Betrachtung der Semantik von Pro-
grammiersprachen auftreten, und wie diese zu l6sen sind. Wir werden dies an Hand einer sehr
iibersichtlichen Programmiersprache mit wenigen Konstrukten erliutern. Hierbei werden schon
viele wesentliche Aspekte beriicksichtigt werden, die bei der semantischen Analyse von Program-
miersprachen auftauchen kénnen. Um einen ersten Eindruck zu vermitteln, werden wir neben
der Syntax auch eine intuitive Semantik angeben. Im Verlauf dieses Kapitels werden wir dann
die Semantik immer weiter verfeinern, Liicken schliefen und mathematisch préziser werden. Der
Inhalt dieses Kapitels ist im wesentlichen dem Buch von Gordon [Gor79] entnommen.

7.1 Die Sprache “TINY”

Die Programmiersprache TINY stellt zwei wesentliche Konstrukte zur Verfiigung: Ausdriicke
und Befehle. Beide kénnen Identifier, die in Beispiel 2.11 eingefiihrt wurden, beinhalten. Damit
haben wir schon die drei wichtigsten syntaktischen Kategorien (Domains):

I = {I|Iistein Identifier}
E = {F| Fist ein Ausdruck}
C = {C]C ist ein Befehl}.

Wir konnen die erlaubten Ausdriicke und Kommandos mit einer BNF beschreiben:

<E> = 0]|1]true|false|read [<l>|not <E >|<E>=<E >|
<E>4+<E>|(<E>)
<C> = <I>u=<E>|output <E >|if <E> then <C> else < C>|

while <E > do <C>|<C><C>|(<C>)

Wie wir bei der Betrachtung von Turing-Maschinen und RAMs gesehen haben, bezieht sich
die Semantik auf die Beschreibung einer Konfigurationsdnderung. Daher miissen wir zun&chst
darauf eingehen, aus welchen Komponenten eine Konfigurationsbeschreibung besteht:

e der Speicher, d.h. die Belegung der Variabeln mittels der Speicherfunktion m.
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e die Eingabe (eine Folge von Eingabesymbolen)

e die Ausgabe (eine Folge von Ausgabesymbolen)

Desweiteren miissen wir noch einen Fehlerzustand einfiigen, falls Befehle oder Ausdriicke auf-
tauchen, die zwar syntaktisch korrekt aber semantisch nicht verarbeitbar sind (z.B.: true+3).
Wir werden die Symbole E und C fiir die semantische Funktionen fiir Ausdriicke bzw. Befeh-
le verwenden. Anhand der folgenden naiven Beschreibung der semantischen Funktionen sehen
wir schon die Notwendigkeit zu einer Formalisierung, die dann eine Prézisierung der Semantik
ermoglicht.

(E1) E[0] =0, E[l]] =1;
(E2) E[true] = TRUE, E[false] = FALSE;

(E3) E[read] ist das ndchste Zeichen der Eingabefolge, falls diese nicht leer ist. Falls die Einga-
befolge leer ist, so erzeugt dies einen Fehler.

(E4) E[/] ist der an I gebundene Wert. Falls I ungebunden ist, so erzeugt dies einen Fehler.
(E5) E[not E]=-E[F], falls E[F] € {TRUE, FALSE}, sonst wird ein Fehler erzeugt.

(E6) E[E; = E,] ist TRUE, falls E[F;] = E[E;] und beide keinen Fehler erzeugt haben. Sonst
ist der Ausdruck FALSE.

(E7) E[E; + F3] = E[F4] + E[Es], falls E[F4], E[E;] € Ng, sonst erzeugt dies einen Fehler.

(C1) C[I := E] = (m(I) := E[F]), falls E[E] keinen Fehler erzeugt hat, d.h. der Identifier [

wird an den Wert von I/ gebunden. Ein vorher gebundener Wert wird iiberschrieben.
(C2) Cloutput(F)] bewirkt, dal an die Ausgabefolge der Wert E[F] angefiigt wird.

(C3) CJif £ then C else Cy] ist C[C4], falls E[E] = TRUE, C[C}], falls E[E] = FALSE, sonst

wird ein Fehler erzeugt.

(C4) C[while £ do C1]: falls E[E] = TRUE so wird C' ausgefiihrt gefolgt von while £ do C.
Falls E[E] = FALSE, so wird nichts ausgefiihrt. Falls E[F] ¢ {TRUE, FALSE} wird ein
Fehler erzeugt.

(C5) C[Cy;Cy] bewirkt, dafl zunédchst C; und dann Cy ausgefithrt wird.

7.2 Semantik von TINY

Wir werden jetzt die oben aufgefiihrten Interpretationen von Ausdriicken und Befehlen prizi-
sieren. Wir hatten schon gesehen, dafi jeder Schritt eines Programmes eine Verdnderung des
Speichers sowie der Ein- und Ausgabe hervorruft. Eine Konfiguration bzw. ein Zustand ist da-
her (zumindests) von diesen drei Komponenten abhidngig. Im folgenden sei NUM eine Menge
von Symbolen fiir die natiirlichen Zahlen und BOOL eine Menge von Symbolen fiir die Wahr-
heitswerte. Wir kdnnen die folgenden sogenannten Bereichsgleichungen aufstellen:

VALUE = NUMUBOOL
INPUT = VALUE~
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OuUTPUT = VALUE~
MEMORY I — VALUE U {unbound}
STATE = MEMORY x INPUT x OUTPUT,

wobei unbound ¢ VALUE ein spezieller Wert ist, d.h. m/ = unbound, falls der Identifier I an
keinen Wert gebunden ist. Ein Zustand (STATE) ist somit also ein Tripel (m,,0) mit m €
MEMORY, ¢ € INPUT und o € OUTPUT.

Als abkiirzende Notation werden wir [A — B] fiir {f| f: A — B} und [A+ B] fiir die disjunkte

Vereinigung von A und B verwenden.

Nun kénnen wir die semantischen Funktionen E und C angeben. Der Wertebereich von E ist die
Menge der Bedeutungen von Ausdriicken (Denotations of Expressions (DOE)), der von C ist die
Menge der Bedeutungen von Befehlen (Denotations of Commands (DOC)). Damit sind

DOE

_>
— DOC.

I 1=

E:
C:

Wir miissen nun noch DOE und DOC genauer sperzifizieren. Um alle m&glichen Félle abzudecken,
definieren wir wie folgt:

DOE [STATE — [[VALUE x STATE] + {error}|]
DOC = [STATE — [STATE + {error}]]

Damit sind E und C eigentlich mehrstellige Funktionen. Wir schreiben aber auch statt E(Z, s)
einfach E[F]s und statt C(C, s) einfach C[C]s.

Da Fehler auftreten kénnen und sich diese fortpflanzen, wird jeder semantische Ausdruck durch
viele Bedingung und Fallunterscheidungen geprigt sein. Daher fithren wir die sogenannten Mc-
CaRrTHYschen bedingten Ausdriicke ein, die die folgende Form haben:

(pl — €1,P2 —* €2,...,Pp — en)
Dieser Ausdruck ist dquivalent zu der folgenden if-then Struktur.

if p; then ¢
else if p; then ey

else if p, then e,
Falls das letzte p, fehlt, so tritt der letzte Fall e, ein, falls alle p; falsch sind, d.h. die letzte Zeile
lautet dann: else e,. Dabei lassen wir auch der Ubersichthalber die duBeren Klammern weg.

Mit diesen mathematischen Hilfsmitteln konnen wir die semantischen Funktionen E und C wie
folgt spezifizieren.

(E1) E[0]s = (0,s), E[l]s = (1, 5).

(E2) E[true]s = (TRUE, s), E[false]s = (FALSE, s).
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(E3) E[read](m,1,0) = (null 7 — error, (hd ¢, (m,tl 7, 0)))
mit

1= TRUE fallsi=A
Y= FALSE  sonst

und hd ¢ = ¢y und tl ¢ = ig.. .0, fiir i = i192...4, (¢ # A). Die Erkldrung fiir diese Definiti-
on ist wie folgt: wenn das Eingabeband leer ist, so bekommen wir bei der Auswertung von
read einen Fehler. Andernfalls ist der Wert das erste Zeichen der noch vorhanden Eingabe
und die Eingabe wird um dieses Zeichen verkiirzt.

(E4) E[I](m,t,0)= (mlI = unbound — error, (ml, (m,,0))).

E[/] liefert den an den Identifier I gebundenen Wert im Speicher (mI), dabei &ndert sich
der Zustand nicht. Ist an I kein Wert gebunden, d.h. gilt m/ = unbound, so verursacht
dies einen Fehler.

(E5) E[not Els = ((E[E]s = (v,s')) — (isBool v — (—w, §'), error), error)
mit
TRUE falls 2 € BOOL

isBool » = { FALSE sonst

E(not F) gibt den negierten Wert von E[FE], falls E[F] ein Boolescher Wert ist, ansonsten
verursacht dies einen Fehler. Durch die Auswertung von F im Zustand s &ndert sich der
Zustand von s in .

(E6) E[E; = Ejls = (E[E1]s = (vi,51)) = (E[Ey]sy = (v2, 52)) — (v1 = vg, s2), error), error.

E[F, = FE3]s wertet zundchst den Ausdruck E) im Zustand s aus, wodurch der Zustand
s1 entsteht. Dann wird F, in sy ausgewertet, dies gibt den Zustand s,. Falls eine der
Auswertungen einen Fehler erzeugt hat, so erzeugt dies einen Fehler, sonst werden die
beiden Werte v; und vy im Zustand sg verglichen und das Resultat zuriickgegeben.

(E7) E[El + EQ]S = (]E[Eﬂs = (U17 81)) — ((E[EQ]Sl = (U27 82)) —
(isNum vy AisNum vy — (vy + vy, s3), error), error), error
mit
TRUE falls 2 € NUM

isNum z = { FALSE sonst

Die Semantik ist analog zu (E6).

(C1) C[I := E]s = ((E[E]s = (v, (m, i,0))) = (m[] :=v], 1, 0),error)
mit
(mll == o])I' = { WZJI’ falls I' = I

sonst

Die Auswertung von I := F bewirkt eine Zustandsidnderung, indem der Identifier I an den
Wert von F gebunden wird.

(C2) Cloutput Els = ((E[L]s = (v, (m,,0))) = (m, i, v.0),error)

Der Zustand der Ausgabefolge wird gedndert, indem der Wert von I/ an den Anfang der
Ausgabefolge gehdngt wird (0 — v.0).
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(C3) CJ[if I then Cy else Cy]s = ((E[E]s = (v, s")) — (isBool v —
(v — C[C4]¢, C[Cy]s'), error), error)
Wenn die Auswertung von F in s den Wert (v, s') ergibt, so wird Cy in ¢’ ausgefiihrt, falls
der Wert v von F wahr ist, ansonsten wird Cy in s ausgefiihrt. Falls v kein Boolescher
Wert ist, oder ein Fehler bei der Auswertung von I auftrat, so ist das Ergebnis ebenfalls
ein Fehler.

(C4) Clwhile F do C]s = ((E[E]s = (v, ) — (isBool v — (v — ((C[C]s' = 5")
— C[while E do C']s”, error), '), error), error)
Falls die Auswertung von F in s den Wert (v, s’) ergibt und v wahr ist, so wird C' in
s" ausgefiihrt. Dies fiihrt zum Zustand s”, in dem dann der Befehl while £ do C' erneut
ausgefiihrt wird. Dies geschieht solange, bis entweder der Wert von IY falsch wird oder ein
Fehler auftritt. Man beachte hierbei die rekursive Definition!

(C5) C[Cy;C4)s = (C[C1]s = error) — error, C[C](C[CY]s)

Die Befehle Cy und C'; werden nacheinander ausgefiihrt, wobei C5 im Zustand s' = (C[C]s)
nach der Ausfiihrung von €y ausgefiihrt wird.

Wir werden nun TINY erweitern und auch parameterlose Prozeduren, die nur den Zustand
dndern, als Ausdriicke zulassen. Wir erweiterten die BNF wie folgt:

<E> 1= proc<C>
<C> = <I>.

Wir miissen auch unsere Bereichsgleichungen erweitern:

VALUE = NUM 4 BOOL 4 PROC
INPUT VALUE*
OUTPUT VALUE~
MEMORY = 1 — [VALUE + {unbound}]
STATE MEMORY x INPUT x OUTPUT
PROC = STATE — [STATE + {error}]

Wir geben noch die Semantik der neuen Ausdriicke an.
(E8) E[proc (s = (C[C], s)

(C6) C[I](m,1i,0) = ((mI = unbound) — error, isProc (ml) — ml(m,1,o0),error)
mit
TRUE falls # € PROC

isProc @ = { FALSE sonst

Man beachte die rekursiv definierten Bereichsgleichungen: PROC ist mit Hilfe von STATE,
STATE mit Hilfe von MEMORY, MEMORY mit Hilfe von VALUE und VALUE mit Hilfe von
PROC definiert. Um Probleme, die hieraus entstehen konnen, aus dem Wege zu gehen, miissen
wir ein noch stirkeres und préziseres Modell aufbauen. Die nétigen mathematischen Grundlagen
werden wir im nichsten Abschnitt legen.



130 KAPITEL 7. SEMANTIK VON PROGRAMMIERSPRACHEN UND DAS A-KALKUL

7.3 Das )\ - Kalkiil

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem A-Kalkil, das 1941 von CHURCH eingefiihrt
wurde. Mit Hilfe des A-Kalkiils ist es méglich, Funktionen einheitlich zu benennen. Die Benen-
nung von Funktionen (Default Naming) geschieht nach einem &hnlichen Prinzip wie der Aufbau
pradikatenlogischer Formeln und Terme und spiegelt den operationellen Aufbau wieder.

A-Ausdriicke lassen sich sehr leicht bilden. Sei E[z] ein Ausdruck, der fiir z € Dy Werte in Dy
annimmt. Dann bezeichnet Az.F[z] : D1 — Dy die eindeutige Funktion f: Dy — Do, mit

Vde Dy: f(d)= E[d].

Die Variable z, die hinter dem A steht, bezeichnet man als gebundene Variable, F[x] nennt man
den Rumpf (engl:body) des A-Ausdrucks. Spiter werden wir die Menge der A-Ausdriicke formal
definieren.

Falls sich der Wertebereich D, aus dem Kontext ergibt, schreiben wir abkiirzend auch A(z :
Dq).E[z]. Ist auch Dy fest, so schreiben wir lediglich Az.E[z].

Beispiel 7.1
e Mz.xz + 1 bezeichnet die Nachfolgefunktion vom Typ NUM — NUM.

e \z.zx bezeichnet die Quadratfunktion vom gleichen Typ.

e Az.(z > 0) — 1,0 bezeichnet die Signumfunktion. Hier bei haben wir die McCARTHYschen
bedingten Ausdriicke verwendet.

Neben Funktionen mit nur einem Argument, lasssen sich durch A-Ausdriicke auch mehrstellige
Funktionen darstellen. So beschreibt der A-Ausdruck

M1,y @) Eleg, ..., 2]
die Funktion

f:D1x...xD,] — D
(dh...,dn) — E[dh,dn]

Beispiel 7.2

e Die Additionsfunktion vom Typ [NUM x NUM] — NUM wird durch

Mz, y)w+y
ausgedriickt.

e Die Subtraktionsfunktion vom Typ [NUM x NUM]| — [NUM + {error}] hat die Form

Az, y).(x < y) — error,z — y

Wir fiihren folgende Konventionen ein:
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o frizg...x = (... ((fr1)z2)...), d.h. fgz = (fg)x und nicht fgz = f(gz).

o \xyxy-rxg Elay, ..., x,] = Avr.(Azg. - (Ax, Bz, ..., 2,]) .. .). Achtung: dies ist nicht
dquivalent zu A(zq,...,2,).Elz1, ..., ¢5].

o \xy---xn Elay, ... x,)(dy,...,d,) = FEldi,...d,]. Die Auswertung eines A-Ausdrucks
heifit auch Applikation, dabei beginnt die Auswertung bei der duflersten Variable (oben
$1).

e Dy Dy — ... D, =Dy = [Dy—=[...[Dho1 — D)L ]

o \o.fayz = Aa.(fryz) £ (Ax.f)ayz, d.h. der Kdrper eines A-Ausdruckes dehnt sich so weit
wie moglich nach rechts aus.

Wie wir bereits oben gesehen haben, ist die Funktion plus : [NUM x NUM] — NUM definiert
durch

plus = A(n, m).n+m
eine zweistellige Funktion. Andererseits ist die Funktion

plusc = An.Am.n+ m = Anm.n +m

eine einstellige Funktion mit plus(n, m) = plusc nm. Diese Moglichkeit mehrstellige Funktionen
als einstellige Funktionen zu schreiben, wurde 1968 von CURRY entdeckt. Sein Verfahren be-
ruht darauf, das karthesische Produkt im Definitionsbereich durch geschachtelte Abbildungen
aufzuldsen. Nehmen wir zum Beispiel die zweistellige Funtion f: (Dy x D2) — Ds. Wir kénnen
f zu der einstelligen Funktion f': Dy — (D; — D3) machen. Dann ist f'(z) eine Funktion
Dy — Ds. Es gilt offensichtlich f(zq,22) = f'(z1)(z2). Allgemein kénnen wir den Operator
curry definieren durch:

curry : [[Dy x...x D] — D]—=[Dy—...— D, — D]
f = )\$1"'$n.f($17“‘7$n)
Wir kénnen die curry-Funktion auch im A-Kalkiil schreiben als
curry = Afay ... . f(ar, ..., 2,).
Falls f selbst ein A-Ausdruck f = A(z1,...,2,).Flzy,...,z,] ist, so gilt

curry( M@y, ..., &n).Fler, ... 2,]) = Aoy . coxn Elay, ..o 2]

Eine A-Applikation ist die Anwendung eines A-Ausdrucks auf einen anderen A-Ausdruck.

Die Darstellung eines Ausdruckes M als eine Funktion durch Az.M nennt man A-Abstraktion.
Die beiden folgenden Axiome garantieren die Existenz und Eindeutigkeit von A-Abstraktionen:
Axiom of Comprehension: Sei M ein Ausdruck mit Werten aus D, dann existiert eine Funk-

tion
f:D - DmitVee D' : fz =M.

Insbesondere existiert eine A-Abstraktion vermdge f = Az. M.

Axiom of Extensionality: Seien f,¢: D’ — D zwei Funktionen. Dann gilt

Ve eD': fo=gz)= f=g.
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Insbesondere ist also die A - Abstraktion eindeutig.

Nun wollen wir A-Ausdriicke genauer betrachten. Wir geben daher eine BNF fiir A-Ausdriicke

an:
<E>:=<VAR>|<E><E>A<VAR>.<E>| (<E>)

Ein A-Ausdruck ist somit entweder eine Variable, eine A-Applikation (< E >< E >) oder eine
A-Abstraktion (A < VAR > . < E >). Zusétzlich diirfen A-Ausdriicke noch geklammert werden.

Beispiel 7.3 Giiltige A-Ausdriicke sind z.B. zz, Az.zz, Azy.yz = Az Ay.yz, Azy.yz(Az.z).

Durch die BNF ist die Menge A aller A - Ausdriicke induktiv wie folgt definiert:

1. Jede Variable z ist ein A - Ausdruck, d.h. 2 € A.

2. Wenn M ein A-Ausdruck ist, dann ist auch die A-Abstraktion Az.M ein A - Ausdruck.

3. Wenn M, N A-Ausdriicke sind, dann ist auch die A-Applikation M N ein A-Ausdruck.
Analog zu pridikatenlogischen Termen und Formeln kdnnen wir freie und gebundene Variablen

von A- Ausdriicken definieren. Wir bezeichnen die freien Variablen eines A-Ausdrucke M mit

FV(M).
1. Die Variable z ist frei in sich selbst, d.h. {2} = FV(z).
2. = kommt frei in einer A-Applikation M N vor, wenn z in M oder in N frei ist, d.h.
FV(MN) = FV(M)UFV(N).
3. & kommt frei in einer A-Abstraktion A\y.M vor, wenn z # y und @ € FV(M) in M frei ist,

d.h.
FV(\y.M) = FV(M)\ {y}.

4. x kommt frei in einem geklammerten A-Ausdruck vor, wenn z in dem ungeklammerten
A-Ausdruck frei vorkommt, d.h.

FV((M)) = FV(M).

Wir definieren die Menge BV der gebundenen Variablen analog.
1. Keine Variable 2 kommt in sich selbst gebunden vor, d.h. BV (2) = .

2. & kommt gebunden in einer A-Applikation M N vor, wenn z in M oder in N gebunden ist,
d.h.
BV(MN)=BV(M)UBV(N).

3. & kommt gebunden in einer A-Abstraktion A\y.M vor, wenn =y oder « € BV(M) in M

gebunden ist, d.h.
BV(Ay.M)=BV(M)U{y}.

4. x kommt gebunden in einem geklammerten A-Ausdruck vor, wenn z in dem ungeklammer-
ten A-Ausdruck gebunden vorkommt, d.h.

BV((M)) = BV(M).
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In der Pridikatenlogik hatten wir den Begriff des Teilterms eingefiihrt. Dies werden wir auch bei
A-Ausdriicken machen. Wir bezeichen die Menge der Subterme eines A-Ausdrucks N mit SUB(N)
und schreiben M C N, wenn M ein Subterm von N ist. Die Menge SUB kann offensichtlich wie
folgt definiert werden.

x) = {a} fiir alle Variablen z.
2. SUB(Az.N) = SUB(N) U {Az.N}.
3. SUB(MN) = SUB(N) USUB(M) U {MN}.

Fiir A-Ausdriicke gelten die folgenden Axiome bzgl. der Gleichheit von A-Ausdriicken. Dabei
seien M, N, Z € A beliebige A-Ausdriicke und z eine beliebige Variable:

1. M=M

22.M=N = N=M

3. M=NN=Z = M=Z7
4. M=N == MZ=NZ
5. M=N = /M =/N

6. M =N = lax.M=Xx.N

Axiome 1).— 3). besagen, dafl = eine Aquivalenzrelation ist, 4. — 5. beziehen sich auf die A-
Applikation. Regel 6. bezieht sich auf die A-Abstraktion und heifit auch &-Regel .

Eine A-Applikation kann auch als Substitution verstanden werden. So substituieren wir in der
A-Applikation (Az.E[z])a die Variable # durch a. Ahnlich zur Pridikatenlogik mu man Vorsicht
walten lassen, damit keine innen gebundenen Variablen “iiberschrieben” werden: (Az.(Az.z))a =

Az.x # Aa.a.

Die Operation der Substitution wird den folgenden Regeln geniigen.

Definition 7.4 Seien z,y Variablen und M, A, B A-Ausdriicke. Das Ergebnis einer Substi-
tution [M|z]A = Alz := M] wird wie folgt spezifiziert:

1. o[z == M] = M.
2. y[z == M] =y, falls x # y.

3. (\y.A)[x = M] = Ay.(Alx == M), falls @ # y und y ¢ FV(M).
4. (AB)[z = M]

I
=
]
i
=
=
]
i
=

Folgende Rechenregeln (Konversionen) betreffen die Substitution gebundener Variablen.

« - Konversion: ist die Umbenennung der gebundenen Variablen eines A-Ausdrucks:

Ax.M = Ay Mz :=y], falls y g BV(M) A y ¢ FV(M)
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B - Konversion: ist die Substitution im Rumpf eines A-Ausdrucks, d.h. die (partielle) Auswer-
tung des A-Ausdrucks:

(Ax.M)N = Mz := N]

n - Konversion: ist die “Verhinderung” der Durchfiihrung einer Substitution, wenn die zu
substituierende Variable im Rumpf des A-Ausdrucks nicht frei vorkommt:

Ax.Ma= M, falls x ¢ FV(M)

Damit gilt der folgende Satz (Extensionalitdtsaxiom).

Satz 7.5 Seien M, N A-Ausdriicke mit Mz = Nz. Wenn 2 ¢ FV(MN), dann ist auch
M=N.

BEwEIs:  mittels £&-Regel und n-Konversion. |

Die g-Normalform eines A-Ausdrucks M € A ergibt sich durch wiederholte Anwendung der
p-Konversion, solange diese anwendbar ist. Nicht jeder A-Ausdruck 148t sich in S-Normalform
bringen (z.B. wird (Az.zz)(Az.zzz) durch S-Konversion immer ldnger). CHURCH und ROSSER
haben jedoch bewiesen:

Satz 7.6  Die 8-Normalform eines A-Ausdrucks ist eindeutig (falls sie existiert).

REYNOLDS hat 1970 die Programmiersprache Gedanken entwickelt, die auf dem A-Kalkiil basiert.
1961 hat McCaRTHY versucht, Elemente der A-Notation (=A-Kalkiil + McCaRrRTHYsche be-
dingte Ausdriicke) in die Programmiersprache LISP einzubringen.

7.4 Denotationelle Semantik von TINY

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel eingefiihrten A-Notation, werden wir nun eine knappe und
prézise Beschreibung der Semantik von TINY geben. Diese Beschreibung ist jedoch dquivalent
zu der in Abschnitt 7.2 gegebenen Semantik von TINY.

Um eine knappe Beschreibung zu erméglichen, werden wir eine geeignete Komposition von
Funktionen definieren, das sogenannte Sequencing von Funktionen.

Die Komposition g o f zweier Funktionen f : Dy — Dy und ¢ : Dy — D3 ist eine Funktion
go f: Dy — Ds definiert durch go f = Az.g(fz). Das Sequencing von Funktionen ist &hnlich
der Komposition von Funktionen, ermdoglicht jedoch das Weiterleiten von Fehlern, die wihrend
der Anwendung der einzelnen Funktionen der Verkettung auftreten k&nnen.

Wir bezeichnen das Sequencing von Funktionen mit dem Symbol %. Die Funktion fx g kann
operationell wie folgt beschrieben werden: wenn bei der Auswertung von f ein Fehler auftaucht,
so ist das Ergebnis von f % g ebenfalls ein Fehler. Andernfalls wird g auf das Ergebnis von f
angewendet. Im Gegensatz zur Komposition go f ist es bei dem Sequencing f+*g moglich, Fehler
zu erkennen. Auflerdem werden wir auch zulassen, daf§ g eine “curried”-Funktion sein kann. Wir
definieren f x ¢ exemplarisch an Hand der folgenden Fille:
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1. Sei f: Dy — [Dz+ {error}] und ¢ : Dy — [Ds + {error}]. Dann ist
fxg: Dy — [Ds+ {error}]

definiert durch
f*g = Aa.(fxr = error) — error, g(fz).

2. Sei f: Dy —[[Dy x D3]+ {error}] und g : Dy — D3 — [D4 + {error}]. Dann ist
fxg: Dy — [Dy+ {error}]
definiert durch

fxg=Aa.(fr =error) — error, (fo = (da,d3)) — gdads.

Mit Hilfe des Sequencing kénnen wir z.B. die semantische Klause
C[C1; Cq]s = (C[Cy]s = error) — error, C[C2](C[C4]s)

vereinfachen zu

(C[Cl; CQ] = (C[Cl] * C[CQ]

Um eine kompakte Schreibweise fiir die semantischen Klausen der denotationellen Semantik von
TINY angeben zu kénnen, werden wir jetzt einige Hilfsfunktionen angeben:

e result v gibt die Bedeutung eines Ausdrucks, der v als Wert zuriickgibt, den Zustand jedoch
nicht dndert.

result @ VALUE — STATE — [[VALUE x STATE] + {error}]

result = Avs.(v,s).

e donothing ist die Bedeutung eines Befehls, der nichts bewirkt.

donothing : STATE — [STATE + {error}]
donothing = As.s.

e checkNum v ist die Bedeutung eines Ausdrucks, der v zuriickgibt und den Zustand nicht
dndert, falls v € NUM ist, und sonst error zuriickgibt.
checkNum : VALUE — STATE — [[VALUE x STATE] + {error}]

checkNum = Avs.isNum v — (v, s),error.

e checkBool v ist die Bedeutung eines Ausdrucks, der v zuriickgibt und den Zustand nicht
dndert, falls v € BOOL ist, und sonst error zuriickgibt.

checkBool : VALUE — STATE — [[VALUE x STATE] + {error}]

checkBool = Aws.isBool v — (v, s), error.

Zusitzlich bendtigen wir noch ein Konstrukt um Fallunterscheidungen behandeln zu kénnen.
Dazu definieren wir fiir beliebige D die Funktion

cond : [D x D] - BOOL — D

dy falls b = TRUE

cond(dy, dg)b = { dy falls b = FALSE ~

Nun kénnen wir die semantischen Klausen folgendermafien angeben:
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(E1) E[0] = result 0, E[1] = result 1.

(E2) E[true] =result TRUE, Elfalse] = result FALSE.

(E3) E[read] = A(m, ¢, 0).null ¢ — error, (hd ¢, (m, tl 7, 0)).
(E4) E[I]= X(m,t,0).(mI = unbound) — error, (ml, (m,1,0)).
(E5) E[not E]= E[FE]*checkBool x (Av.result(not v)).

(E6) E[E; = F3] = E[F4] % (Av1.E[E3] x (Avg.result(v; = vq)))

(E7) E[E; + F3] = E[E1] x checkNum % (Avy.E[E3] x checkNum x Avg.result(vy 4 v3)).

(C1) C[I == E] = E[E]* (Av(m, i, 0).(m[I := v],4,0)).

(C2) Cloutput E] = E[E]x (Av(m, i, 0).(m, i,v.0)).

(C3) C[if E then Cy else (] = E[E]* checkBool x cond (C[C4], C[CY)).

(C4) C[while E do (] = E[E]  checkBool x cond (C[C] * C[while E do (7, donothing).

(C5) C[Ch; ] = C[Ch]* C[C].

7.5 Standard Semantik

Bei der Untersuchung der Semantik von realen Programmiersprachen, wie z.B. Pascal, treten
noch komplexere Probleme auf. So fithrt z.B. die direkte Bindung von Bezeichnern (Identifiern)
an Werte I — VALUE zu Problemen. Auflerdem mufl gekldrt werden, wie die Semantik von
Sprungbefehlen definiert und generell eine effektive Fehlerbehandlung modelliert werden kann.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Probleme bei der sogenannten “einstufigen” Bindung von
Identifiern.
PROCEDURE P(VAR x:Real;VAR y:Real);

P(z,z)

Die “doppelte Riickgabe” der Variablen z erfordert einen doppelten Zugriff auf diese Variable,
d.h. in der Prozedur P sind bei Aufruf P(z,z) die Variablen x und y identisch. Dieser Konflikt
kann durch eine sogenannte zweistufige Identifierbindung gelst werden. Anstatt einen Identifier
direkt an Werte zu binden, benutzen wir eine Zwischenstufe und erhalten zwei Abbildungen :

1 —-LOC, LOC — VALUE.

Damit wird jedem Identifier eine (Speicher-)Stelle aus LOC (Location) zugeordnet, und jeder
Speicherstelle ein Wert aus der Wertemenge VALUE.

Die erste Stufe dieser Bindung heifit Umgebung (Environment):

ENV =1 — [DV + {unbound}],
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wobei DV = LOC die Menge der “denotable values” bezeichnet. Die zweite Stufe der Bindung
modelliert den Speicher (Store):

STORE = LOC — [SV + {unused}],

wobei SV die Menge der “storable values” bezeichnet. Damit ist das Problem der direkten
Bindung von Identifiern an Werte geldst.

Das zweite oben erwidhnte Problem kann durch eine “Weiterfithrungssemantik” (continuation se-
mantics) geldst werden. Dabei machen wir die Bedeutung von Befehlen und Ausdriicken abhingig
vom “Rest des Programms”. Dies erlaubt z.B., dafi ein Fehler bei der Auswertung eines Aus-
druckes oder der Ausfiihrung eines Befehles direkt zu einem Programmabbruch fiihrt. So kann
direkt auf eine mogliche Ausgabe des Programms Bezug genommen werden. Auflerdem wird es
moglich, Sprungbefehle semantisch zu verarbeiten, da der verinderte “Rest des Programms” bei
Sprungbefehlen durch die Verwendung von Weiterfiihrungssemantik darstellbar wird.

Fiir die “Continuation” von Befehlen geben wir den folgenden Bereich an:

CONT = STATE — [STATE + {error}].
—_

Ergebnis des
Befehls

Ausgabe

Fiir Ausdriicke spezifizieren wir:

ECONT = VALUE — STATE — [STATE + {error}].

Ergebnis von

Ausdriicken (curried) Ausgabe

Abkiirzend werden wir die Schreibweise
ECONT = VALUE — CONT

benutzen.

Die semantischen Funktionen E und C sind sowohl von Continuations als auch von den Zustinden
abhingig. Damit gilt

E:E — ECONT — STATE — [STATE + {error}]

und

C:C — CONT — STATE — [STATE + {error}].

Abkiirzend konnen wir auch schreiben:

E:FE — ECONT — CONT
C:C — CONT — CONT.

Mit den Bezeichnungen ¢, ¢1, .. . fiir Elemente aus CONT und k, k4, . .. fiir Elemente aus ECONT
kénnen wir E und C' wie folgt definieren:

kvs' = k(v,s") falls E' den Wert v hat und s nach s transformiert wird
error sonst

E[E)ks = {

und

C[Cles =

cs’  falls der Befehl C' s zu s’ transformiert
error sonst )
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Damit kénnen wir die folgenden Bereichsgleichungen aufstellen, dabei werden wir jedoch das
alte Modell der Identifierbindung beibehalten:

VALUE = NUMUBOOL

INPUT = VALUE"

OouTPUT = VALUE"

MEMORY = [ — [VALUEU {unbound}]
STATE = MEMORY x INPUT x OUTPUT
CONT = STATE — [STATE + {error}]

ECONT = VALUE — CONT

Damit ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir die semantischen Klausen.

(E1) E[0]ks = kOs, E[1]ks = kls

oder unter Anwendung des Extensionalititsaxioms gleichwertig:
(E1)> E[0]k = k0, E[l]k = k1.
(E2) E[truelk =k TRUE, E[false]k =k FALSE.
(E3) E[read]k(m,t,0) = null ¢ — error, k(hd ¢)(m, tl ¢, 0).
(E4) E[I]k(m,1,0) = (ml = unbound) — error, k(mI)(m,?,0).

(E5) Elnot Elks = E[F](Avs'isBool v — k(not v)s’, error)s.
Wenn wir err := As.error setzen, so kdnnen wir verkiirzt schreiben:

(E5)’ E[not Elk = E[E](Av.isBool v — k(not v), err).
(EG) E[El = EQ]]C = E[El])\vl.E[EQ])\UQ.k(Ul = UQ).

(E7) E[E; + Filk = E[E1]) vy E[E2]Ave.(isNum v1 A isNum vg) — k(v + vg), err.

(C1) C[I := Ele = E[E]\v(m, i, 0).c(m[I := v],4,0)
(C2) Cloutput Ele = E[E]\v(m, i, 0).c(m, i,v.0)

(C3) C[if E then ¢} else Cyle = E[E]Av.isBool v — (v — C[Cy]e, C[Ch]e), ert
(C4) Clwhile E do (e = E[E]Av.isBool v — (v — C[C](C[while E do (), c), err
(C5) C[C1; Cale = (C[C1] 0 C[Ca))e = C[CH](C[C5)e)
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